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Onderzoek

Zwarte gaten en het werk
van Roger Penrose

Dit is een uitgewerkte versie van de voordracht die Klaas Landsman gegeven heeft op het
KWG Wintersymposium 2022 over zwarte gaten (15 januari 2022). Roger Penrose won in
2020 als eerste wiskundige ooit de (halve) Nobelprijs voor Natuurkunde voor zijn stelling
uit 1965 over het noodzakelijk optreden van singulariteiten in zwarte gaten en daarmee
staat hij in dit artikel centraal (al lijdt zijn stelling, zoals zal blijken, onder een mismatch

tussen de wiskunde en de toepassing).

Wie of wat is fascinerender, Roger Penrose
of zwarte gaten? Van de eerste lijkt het
bestaan zeker (al is hij inmiddels 9o0) en
van de tweede inmiddels ook, dankzij zo-

Zwarte gat in het sterrenstelsel M87

wel Penrose als de twee winnaars van de
andere helft van de Nobelprijs van 2020
(te weten Andrea Ghez en Reinhard Genzel
voor hun empirische argumenten voor het

bestaan van een superzwaar zwart gat in
het centrum van onze Melkweg [27,37]).
Ook de foto hieronder uit 2019 van het
nog veel zwaardere zwarte gat in het ver-
derop gelegen stelsel M87 door de Event
Horizon Telescope [35] draagt bij aan dit
geloof, al was het doel van de foto niet
zozeer om het bestaan van zwarte ga-
ten aan te tonen: dat werd al aangeno-
men in de reconstructie van het beeld
uit de data.

Foto: EHT Collaboration
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Wie is Roger Penrose?

Roger Penrose werd in 1931 geboren in een
briljante familie van academici en kunste-
naars. Zijn vader Lionel was geneticus en
psychiater, zijn oom Roland een vermaard
kunstschilder. Zijn broer Jonathan was de
beste Britse schaker ooit (uit mijn jeugd her-
inner ik me de meesterlijke partij Penrose—
Tal uit 1960). Zijn broer Oliver en zus Shir-
ley waren beiden hoogleraar, in respectie-
velijk statistische fysica, en genetica; het
houdt niet op. Meer dan de zeven vink-
jes dus, maar hou je maar eens staande
in zo’n familie! Naast zijn baanbrekende
werk aan de algemene relativiteitstheorie
(ART) en in het bijzonder aan zwarte gaten,
was hij de grondlegger van de wiskundige
theorie van quasi-periodieke vlakvullingen
(Penrose tilings), van verschillende dia-
gramtechnieken in algebraische meetkun-
de en representatietheorie, en ten slotte
van twistortheorie, een geiinificeerde the-
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Roger Penrose in 1970
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orie van ruimte-tijd, massaloze deeltjes,
en conforme en complexe meetkunde die
het in de natuurkunde niet gehaald heeft
maar in Oxford (waar Penrose van 1973 tot
1999 Rouse Ball Professor of Mathematics
was) grote invloed had op wiskundigen als
Atiyah, Donaldson en Hitchin.

Bij het grote publiek is Penrose vooral
bekend wegens zijn boeken over het ver-
band tussen bewustzijn, logica, kwantum-
theorie, en zwaartekracht, culminerend in
[20]. Zijn aanpak (waarbij hij alle grote pro-
blemen van de fundamentele wetenschap
op één hoop gooit) en zijn conclusies (dat
het brein geen computer kan zijn en even-
min door bestaande wetenschap beschre-
ven kan worden, en dat de zwaartekracht
het meetprobleem van de kwantummecha-
nica oplost) zijn omstreden, maar mogelijk
niet kansloos; zie bijvoorbeeld [11] voor
een goede, neutrale analyse van de eerste
kwestie. Interessant is dat Penrose als stu-

Tekening: Edith de Jong, gebaseerd op de foto van Penrose in Gravitation [15, p.936]

dent al met dergelijke zaken bezig was (en
niet met gravitatie en zwarte gaten); zowel
het geschreven interview met Lightman
[13] als het gefilmde interview met Hodges
(de Turing-biograaf, die oorspronkelijk een
student van Penrose was) [31] geven een
mooi overzicht van de loopbaan en het
denken van Penrose. Op een andere ma-
nier geldt dit ook voor zijn boek The Road
to Reality [19] (1127 pagina’s!), alsmede
voor het Festschrift [9].

Ten slotte is de interactie tussen Penro-
se en Escher vermeldenswaard. Deze be-
gon toen Penrose in 1954 tijdens de ICM in
Amsterdam, waar hij als student aan deel-
nam, een tentoonstelling van Escher in het
Stedelijk Museum bezocht (Penrose herin-
nert zich nog dat hij daar met de tram heen
ging). Dit inspireerde hem tot een artikel
met zijn vader [24] waarin hij een aantal
later bekend geworden ‘onmogelijke figu-
ren’ tekent, zoals de driehoek van Penrose
[36]. Dit stuurde hij naar Escher, die mede
hierdoor geinspireerd in 1961 zijn litho
Waterval maakte [34] en Penrose vervol-
gens in 1962 bij hem thuis in Baarn uit-
nodigde. Omgekeerd beinvloedde Escher
ook Penrose: het idee van een Penrose-
diagram (zie onder) is om door middel van
een conforme (quasi-)compactificatie en
dus met behoud van hoeken ‘oneindig’
naar binnen te trekken. Al kende Penrose
dit idee natuurlijk al uit de wiskunde, als
visueel ingesteld denker waren de Cirkel-
limiet houtsneden van Escher (die op zijn
beurt weer door Coxeter was beinvloed
[33]), hierbij eveneens een grote inspiratie.
Zie ook de documentaire [16].

Wat is algemene relativiteitstheorie?

Aangezien zwarte gaten meestal worden
bestudeerd in de context van de ART en
ook Penrose deze theorie altijd als uit-
gangspunt nam (en zeer verrijkte), moet
daar eerst iets over worden gezegd. De
ART is een theorie van ruimte en tijd en
en passant tevens van de zwaartekracht,
die door Einstein in november 1915 na een
lange en moeizame zoektocht werd opge-
steld [10]. Hilbert, die gedurende dat jaar
in een race met Einstein was verwikkeld
om de juiste vergelijkingen voor de the-
orie te vinden en wist waar hij het over
had, beschouwde de ART als ‘een van de
grootste wetenschappelijke prestaties ooit’
en als de ‘voltooiing van het project dat
Pythagoras was begonnen en door Newton
was voortgezet’. Wiskundig gesproken is
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Lichtkegel (in Minkowski-ruimte-tijd) en de hemelbol, getekend door Penrose zelf [25, Fig. 1-2, p.9]. Het verband tussen
lichtstralen, de Riemann-sfeer (dat wil zeggen de bol met de gebruikelijke holomorfe en conforme structuur) in de complexe
meetkunde, en spinoren in de kwantummechanica is een levenslange fascinatie van Penrose (waar we hier niet nader op in
gaan) [25, 26]. Bij vrijwel alle tekeningen van Penrose valt overigens op hoe fraai, instructief, precies, goed doordacht, en
soms speels ze zijn, dat laatste zelfs in wetenschappelijk artikelen en boeken.

de ART in eerste instantie een combinatie
van twee constructies:

1. De Riemannse meetkunde uit 1854,
waarin meetkunde in een willekeuri-
ge dimensie d wordt beschreven door
een metriek ds? =Zf].:1gij(x)dxidzf,
waarbij (g;) (z) een positief definiete
d X d-matrix is die van het punt z in de
ruimte af mag hangen. De euclidische
meetkunde is het speciale geval d =2
of d =3 en dan g;(z) = 6, en ook alle
vormen van niet-euclidische meetkunde
zijn speciale gevallen van de Riemannse
meetkunde.

2. De Minkowski-meetkunde uit 1908,
waarin de ruimte-tijd van Einsteins spe-
ciale relativiteitstheorie uit 1905 wis-
kundig wordt beschreven door op R?
eveneens een metriek van bovenstaan-
de vorm te leggen, waarbij de matrix
(g;7) () echter niet meer positief definiet
is maar, voor iedere z € R, gelijk is aan
diag(—1,1,1,1).

Einstein combineerde deze ideeén in zijn
ART door te postuleren dat de ruimte-tijd
een vierdimensionaal continuiim M is, op-
getuigd met een metriek g;; die anders dan
bij Riemann de signatuur —+++ heeft in
plaats van ++++, en anders dan bij Min-
kowski niet vlak hoeft te zijn, dat wil zeg-
gen niet gelijk aan diag(—1,1,1,1). Deze
metriek wordt bepaald door de materie in
het heelal via de Einstein-vergelijkingen,
een stelsel van tien meetkundig fraaie

maar analytisch ingewikkelde gekoppelde
niet-lineaire PDVs voor de tien onafhanke-
lijke componenten van de symmetrische
4 x 4-matrix g;;(z). Testdeeltjes (die niet
zelf g beinvloeden) bewegen via geodeten
en zo verklaart de ART planeetbanen, af-
buiging licht, enzovoort. Zie bijvoorbeeld
[1] voor een wiskundige behandeling.
Vergeleken met de theorie van Newton is
de zwaartekracht bij Einstein geen kracht
meer, maar een gevolg van de metrische
structuur van de ruimte-tijd.

Globale overwegingen rond M (wij zou-
den nu zeggen: een differentieerbare of
gladde variéteit) had Einstein nog niet of
nauwelijks (hij werkte altijd in codrdina-
ten), maar dat gold ook voor zijn wiskun-
dige tijdgenoten als Levi-Civita en diens
leermeester Ricci, die een effectieve diffe-
rentiaalrekening voor de Riemannse meet-
kunde hadden ontwikkeld die Einstein
uitstekend van pas kwam, en zelfs voor
Hilbert (die de Einstein-vergelijkingen in
1917 als eerste als PDVs bestudeerde). Ook
Riemann, toch een van de grondleggers
van het globale en topologische denken,
deed daar in zijn meetkunde weinig mee.

Causale structuur van ruimte-tijd

Globaal denken over het paar (M,g) van
ruimte-tijd met metriek vinden we vanaf
Weyl [32], die in veel opzichten een voor-
loper van Penrose was. Dit geldt met name
voor de nadruk van beiden op de confor-
me en daarmee de causale structuur van

de ruimte-tijd, waarin lichtkegels als mo-
gelijke trajecten van lichtstralen en zwaar-
tekrachtsgolven een allesbepalende rol
spelen. Niettemin zijn vrijwel alle belang-
rijke wiskundige begrippen en resultaten
in dit opzicht afkomstig van Penrose, die
zich hier vanaf ongeveer 1960 mee bezig
hield. Meer in het algemeen was Penrose
de eerste die topologische technieken in
de ART toepaste; hoe nieuw dat destijds
zelfs voor wiskundig (maar dan voorna-
melijk in de differentiaalmeetkunde) ge-
schoolde theoretisch fysici was, leest men
in Thorne [30], wiens boek sowieso een
aanrader is als geschiedenis van de ART
uit eerste hand.

Om de causale structuur van een ruim-
te-tijd (M,g) in kaart te brengen voerde
Penrose de causal future J*(S) (respectie-
velijk causal past J~(S)) van een deelruim-
te SCM in als de verzameling punten in
M die vanuit .S bereikt kunnen worden via
een naar de toekomst (verleden) gerich-
te causale curve t— c(t) (met raakvector
¢ =dc/dl), dat wil zeggen dat g(¢,¢) <0
langs de hele curve (merk op dat de me-
triek g in de ART niet positief definiet is!).

Hieruit ontstaat het cruciale begrip (fu-
ture) null infinity I, uit te spreken als
‘scri-plus’. Dit is een deel van de rand
van een soort conforme compactificatie
i:M = M van M, waarbij

(M) = M\ aM,
met 21 de rand van M. Zo'n compactifica-
tie is te vergelijken met bijvoorbeeld het
oprollen van het complexe vlak tot de Rie-
mann-sfeer (waarin slechts een enkel com-
pactificatiepunt nodig is); zie [12,§10.1]
voor een precieze definitie. Ruw gezegd:
als M een metriek g heeft, heeft M een
metriek § = Q%g, waarbij Q: M — [0,00) po-
sitief is op i(M) en nul op de rand ai.
Hierdoor doet g verre afstanden krimpen
en trekt 11 ver gelegen gebieden in M (en
zelfs ‘oneindig’) naar binnen, precies zoals
bij Escher [33]. Als deze constructie werkt
(zoals voor zogenaamde asymptotisch
vlakke metrieken g) kunnen we definiéren

I =M nJ* (M),

waarbij J* wordt berekend in de fictieve
ruimte-tijd (#7,§). Gezien als gebied op
‘oneindig’ in M is 7+ de locatie waar alle
lichtstralen en zwaartekrachtsgolven ‘uit-
eindelijk’ (als limiet) terechtkomen, tenzij
ze in een zwart gat verdwijnen (zie de vol-
gende paragraaf).
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Penrose-diagram van Kruskal-ruimte-tijd [22, Fig.37, p.208]

De causale structuur van een ruimte-
tijd (M,g) kan via de (quasi-)compactificatie
(M,3) worden gevisualiseerd in een Pen-
rose-diagram; dit is een 2D-plaatje van M
waarin (ruimteachtige) bollen als punten
worden getekend en lichtstralen net als in
Minkowski-ruimte-tijd rechte lijnen langs
+45° zijn. Het bovenstaande voorbeeld is
een door Penrose zelf getekend diagram
van een ruimte-tijd met een niet-roterend
zwart gat en tevens een wit gat in een
soort spiegel-universum. Zie bijvoorbeeld
[12,15,22]. Dergelijke diagrammen zijn in-
middels niet meer weg te denken uit de
ART. Toen Hawking vanwege zijn ziekte
(ALS) niet meer zelf kon schrijven en steeds
meer was aangewezen op zijn vermogen
tot visualisatie, speelden de diagrammen
van zijn vriend en collega Penrose zelfs een
welhaast levensreddende rol!

Wat is een zwart gat?

Een zwart gat heeft per definitie twee ei-
genschappen: het is zwart en het is een
gat. De eerste eigenschap is al vanuit de
Newtoniaanse gravitatietheorie uit 1687 te
verklaren, zoals de Britse geoloog Michell
(in 1783) en de Franse wiskundige Laplace
(in 1799) al doorhadden: voor een bol met
straal » en massa m is de ontsnappings-
snelheid groter dan de lichtsnelheid ¢ als
r < 2Gm/c?, waardoor met name licht dan
niet weg kan en het object onzichtbaar
is (de kritieke straal »=2Gm/c? is, voor
kenners, precies de Schwarzschild-radius
van een statisch zwart gat in de ART).
Dit krijgt extra lading in Einsteins specia-
le relativiteitstheorie, volgens welke niets
sneller kan bewegen dan het licht, en dus
ook niets van de bol kan ontsnappen. Een
zwart object (niet te verwarren met een
zwarte straler, die wel degelijk straling uit-

zendt maar dat buiten het zichtbare bereik
doet) is dus voldoende zwaar en tegelijk
voldoende klein om geen licht, en daarmee
ook niets anders, te laten ontsnappen. De
horizon is dan, voorlopig nog in woorden,
de muur van deze gevangenis, oftewel de
rand het gebied rond het object waaruit
niets meer kan ontsnappen.

Dankzij de boven aangeduide topologi-
sche technieken van Penrose kon hij (en
later Hawking) dit idee ook in de ART de-
finiéren [6,17]:

Definitie 1.

1. Een ruimte-tijd (M,g) met conforme
(quasi-)compactificatie (17,§) bevat een
zwart object als het binnengebied

Z=M\J (I")
daarvan niet leeg is, oftewel als het bui-
tengebied

B=J (I"nM
niet gelijk is aan M (met J* berekend
in de conforme (quasi-)compactificatie
(11.9)).

2. Als dat zo is, is de horizon van het

zwarte object de rand 97 van het ge-
bied Z dat het object bevat/is.

Het idee is dus dat licht uit het buiten-
gebied B nog kan ontsnappen, en uit het
binnengebied Z niet. De horizon 8Z hoort
bij het zwarte object Z; lichtstralen staan
daar letterlijk stil, als het ware vastgeke-
tend tussen hun neiging om weg te vliegen
en de werking van de zwaartekracht die ze
naar binnen trekt.

Het idee van een gat is lastiger. Intuitief
is dat een singulariteit in de ruimte-tijd,
maar dit kan van alles betekenen, zoals
een punt in de ruimte-tijd waar de materie-
dichtheid oneindig is, en daarmee via de

Einstein-vergelijkingen ook de kromming,
of een punt dat juist ontbreekt in de ruimte-
tijd. Of iets anders.

Het eerste idee is onmogelijk, omdat
de ART altijd werkt met gladde of tenmin-
ste continue meetkundige structuren, en
een punt waarin de kromming oneindig is
daarom niet in M kan liggen (daar komt het
probleem bij, welke maat van kromming
men zou moeten hanteren — anders dan in
d =2 waar men de kromming van Gauss
heeft, zijn er in d = 4 vele invarianten van
de Riemann-krommingstensor). Het tweede
idee lijkt ook al met zichzelf in tegenspraak
en zelfs genieén en ART-pioniers als Einstein,
Hilbert en Weyl wisten zich eigenlijk geen
raad met singulariteiten (in de Schwarz-
schild-oplossing uit 1916 [1,12,15] werden
zowel =0 als r» = 2m als onfysische, res-
pectievelijk onbereikbare singulariteiten
gezien, zonder een duidelijk idee wat dit
dan inhield, hetgeen tevens aantoont dat
nog verwarring bestond over pure coordi-
naat-singulariteiten van de metriek [5]).

Niettemin kan men deze beide proble-
matische ideeén combineren! Historisch
gezien was Misner [14] vermoedelijk de
eerste die dit deed, maar Penrose [18] han-
teerde impliciet dezelfde definitie:

Definitie 2. Een singulariteit in een ruimte-
tijd (M,g) is een onvolledige (dat wil zeg-
gen: niet verder dan zijn definitiegebied
continu voort te zetten) causale geodeet
in M.

Als we een causale geodeet zien als
een mogelijk traject van een waarnemer of
lichtstraal in vrije val, dan is het idee dat
dit traject plotseling ophoudt omdat het
arme wezen in ‘het gat’ valt. Vooral Haw-
king was (als promovendus) zeer gechar-
meerd van dit idee en maakte de definitie
expliciet in zijn fameuze Adams Prize Essay
uit 1966 [7]. Later schreef hij daar over:

“Timelike geodesic incompleteness has
an immediate physical significance in
that it presents the possibility that there
could be freely moving observers or par-
ticles whose histories did not exist after
(or before) a finite interval of proper
time. This would appear to be an even
more objectionable feature than infinite
curvature and so it seems appropriate
to regard such a space as singular. (...)
The advantage of taking timelike and/or
null incompleteness as being indicative
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of the presence of a singularity is [also]
that on this basis one can establish a
number of theorems about their occur-
rence.” [8, p.258]

Het laatste doet denken aan de opmerking
(van bijvoorbeeld Glimm): “A good defini-
tion should be the hypothesis of a theorem!”

Nu kunnen we een zwart gat in de ART
wiskundig definiéren:

Definitie 3. Een zwart gat is (in het kader
van de ART) een zwart object Z met een
singulariteit binnen diens horizon aZ.

Met dat laatste bedoelen we dat als de
bewuste geodeet een curve y:(a,b) - M
is en de onvolledigheid zeg bij b optreedt,
er een €>0 bestaat zodat tenminste
y([b—g,b))in Z ligt.

De singulariteitenstelling van Penrose
Penrose won de Nobelprijs voor de volgen-
de stelling [18]:

Stelling. Stel dat (ruw gezegd):

1. De metriek van ruimte-tijd middels de
Einstein-vergelijkingen ‘uniek’ wordt be-
paald door beginvoorwaarden op een
niet-compacte deelruimte.

2. De ruimte-tijd positieve kromming heeft.

3. Er een gebied is waarin licht zeer sterk
afbuigt.

Dan bestaat in deze ruimte-tijd minstens

één onvolledige causale geodeet (en wel

een lichtstraal oftewel nul-geodeet).

Daarmee is deze ruimte-tijd per definitie
singulier, zodat dit de singulariteitenstel-
ling van Penrose heet. Vanwege de nog te
bespreken problemen zou het echter beter
de onvolledigheidsstelling van Penrose
kunnen heten, al was het maar vanwege
diens bewondering voor Godel [20]! Uiter-
aard gaf Penrose de aannamen in wiskun-
dig precieze vorm; zie [8,12,18, 28, 29].

Alle singulariteitenstellingen in de ART
berusten op aannamen van deze vorm, die
als volgt kunnen worden geabstraheerd:

1. Een causaliteitsaanname (waarbij Pen-
rose in feite het bestaan van een niet-
compact Cauchy-oppervlak in de ruimte-
tijd eist, en ‘uniek’ tussen scare quotes
staat omdat de oplossing slechts uniek
is op isometrie na).

2. Een dynamische aanname op de krom-
ming van de ruimte-tijd, uitgedrukt via
de covariante Ricci-tensor.

3. Een statische aanname oftewel rand-
conditie op de kromming, die ergens
voldoende positief moet zijn.

Positieve kromming betekent via de Ein-
stein-vergelijkingen immers aantrekkende
zwaartekracht, die vervolgens via aanname
2 alsmaar sterker wordt en ieder voldoen-
de geconcentreerd blok materie uitein-
delijke doet instorten. In de stelling van
Penrose uit 1965 gebeurt dit vooruit in de
tijd, terwijl het in die van Hawking uit 1966
over de noodzaak van een singulariteit in
de oerknal [7], geént op [18], terug in de
tijd geschiedt.

Aangezien de astrofysica aantoont dat
aannamen 2 en 3 in bepaalde gebieden
van ons heelal gelden en aanname 1 on-
schuldig lijkt, overtuigde de stelling van
Penrose vele theoretici van het bestaan
van zwarte gaten. In het bijzonder werd
het (voor)oordeel van Einstein en ande-
ren dat zwarte gaten slechts wiskundig
zouden bestaan als gevolg van onfysische
idealisaties (zoals bolsymmetrie in de
Schwarzschild-oplossing) sindsdien terzij-
de geschoven (we zullen zien of dit terecht
was!).

De invloed van de stelling uit 1965 op
het theoretisch onderzoek in de ART was
zeer groot [30]; alle latere singulariteiten-
stellingen in de ART, zoals die van Hawking
(zie boven) zijn er alvast op gemodelleerd.
Plotseling moest iedereen de technieken
van Penrose leren om de discussies (iber-

haupt te kunnen volgen [8,23,32], en ook
nu nog is vrijwel al het wiskundig geori-
enteerde onderzoek in de ART daarop ge-
baseerd.

Problemen met de stelling van Penrose
Ondanks het eclatante historische succes
van zijn stelling moet Penrose zelf als eer-
ste hebben geweten dat er problemen mee
waren; afgezien van zijn werk aan twistor-
theorie is een groot deel van zijn werk aan
de ART na 1965 zelfs te duiden als een
serie pogingen deze op te lossen (voorals-
nog met matig succes).

De stelling impliceert noch het bestaan
van een zwart object, noch dat van een
gat, laat staan dat van een zwart gat!

Wat het eerste punt betreft kan het de le-
zer niet ontgaan zijn dat de stelling niets
zegt over een horizon. Niets uit Penrose’s
bloedeigen Definitie 1 boven komt in zijn
stelling voor.

Wat het tweede betreft: het probleem
met Definitie 2 is dat een onvolledige geo-
deet niet noodzakelijk wijst op een singu-
lariteit van de kromming of materiedicht-
heid, zoals de (astro)fysica wil. De geodeet
kan ook om andere redenen ophouden,
bijvoorbeeld omdat de ruimte-tijd uitge-
breid kan worden.

Penrose merkt ook alin[18] op dat dit ge-
val bij de toepassing van zijn stelling moet
worden uitgesloten, maar zegt niet hoe.
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Hier komt nog bij dat de eerste aanna-
me in de stelling voor geen enkel zwart gat
geldt dat in het universum voorkomt (en
voor zover bekend wordt beschreven door
de uniform roterende Kerr-metriek). Als het
Nobelprijs-comité dit had geweten...

Om uit zijn stelling het bestaan van
zwarte gaten te concluderen zijn Penrose’s
cosmic censorship-vermoedens nodig. Het
eerste daarvan, dat bekend staat als weak
cosmic censorship [17], postuleert simpel-
weg dat iedere singulariteit zich achter
een horizon bevindt (iets wat hij natuurlijk
heel graag al direct in 1965 had bewezen).
Ironisch genoeg is dit vermoeden slechts
bewezen onder de aanname van bolsym-
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