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Onderwijs

Meetkunde van de stang:
rechte lijn en koppelkrommen

De Vakantiecursus voor wiskundeleraren is een initiatief van de Nederlandse Vereniging
van Wiskundeleraren en wordt georganiseerd door het Platform Wiskunde Nederland. Sinds
1946 wordt hij jaarlijks gegeven op het Centrum Wiskunde en Informatica te Amsterdam,
en later ook aan de Technische Universiteit Eindhoven, vanaf 2020 bij het Academisch
Genootschap Eindhoven. Rainer Kaenders, naast Teun Koetsier en Theo Jansen docent van
de 75ste vakantiecursus, probeert in een tweeledige bijdrage de rijkdom van de elementaire
meetkunde uit de doeken te doen die zich bij de studie van stangenconstructies ontplooit.

Hoe teken je een rechte lijn?

Hoe teken je een rechte lijn? Een cirkel
is makkelijk met een touw of een stang
te tekenen. Maar een lijn? Daarvoor heb
je een liniaal nodig, maar hoe ga je die
weer construeren? In deze bijdrage zal het
gebied van stangenmeetkunde en de bij-
behorende kinematica aan de hand van
basismechanismes worden voorgesteld.
Daarbij leren we beroemde schijnconstruc-
ties en echte oplossingen van kinemati-
sche problemen kennen. De constructie
van een rechte lijn, een rechtgeleiding,
werd in het jaar 1864 door de Franse offi-
cier Charles Peaucellier (1832-1919) [13,14]
en onafhankelijk in 1871 door Lipman Lip-
kin (1840-1876), een Litouws-Joodse stu-
dent van Pafnuty Chebyshev (1821-1894)
in Sint-Petersburg gevonden en in een
Belgisch tijdschrift gepubliceerd [11] (ver-
gelijk ook p.424 in [3]). Ook zijn er twee
oplossingen van Harry Hart (1848-1920)
uit 1874 en er is een veralgemenisering,
de quadruplanar-inversor uit 1875 van Ja-
mes Joseph Sylvester (1814—1897). How To

Draw A Straight Line: A Lecture On Link-
ages is de titel van een beroemd boek dat
Alfred Bray Kempe (1849—1922) in het jaar
1877 publiceerde [10]. Het is tot de dag van
vandaag een prachtig boek, waarin Kempe
zijn fascinatie voor stangenconstructies
met de lezer deelt en daarbij de klassieke
basisconstructies laat zien.

Wat is een stangenconstructie?

Onder een stangenconstructie verstaan we
een eindig aantal stangen die door schar-
nieren aan elkaar zijn verbonden. Soms
zetten we één van de stangen vast in het
vlak en laten alle stangen ten opzichte
van dat vlak bewegen. Af en toe nemen
we de stangenconstructie ook in de hand
en beschouwen ze als zodanig. Bij een
dergelijke constructie verbinden we een
pen met een vaste plek op onze stangen-
constructie en terwijl wij die constructie
in het vlak bewegen, tekent die pen een
figuur. Dat kan een deel van het vlak, een
kromme of een verzameling van enkele
punten zijn.

Figuur 1 Constructies voor ellips en hyperbool door schuivende snijpunten uit het boek van Robert C. Yates [19].
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Figuur 2 James Watts pseudo-oplossing voor het rechte lijn probleem: ‘Watt’s parallel motion” uit het boek van Kempe.

Sommige constructies zijn wel stangen-
constructies maar de daarmee vervaardig-
de tekeningen van krommen zijn niet door
stangenconstructies getekende krommen
in de strikte zin die we hier willen hanteren.
Bijvoorbeeld de constructies [19, p.183]
van Robert C. Yates in Figuur 1 bestaan
beiden uit een contra-parallellogram, zoals
Kempe dit noemde. Soms vindt men ook
de benaming anti-parallellogram, of min-
der formeel vlinderconstructie, hiervoor. De
mechanismen van Yates zijn wel uit te brei-
den met een tweetal onderling scharnie-
rende op de snijdende stangen schuivende
elementen waar de pen aan kan worden
vastgemaakt. Het snijpunt P van AD en BC
bij de constructie links tekent een ellips en
het snijpunt P van BA en DC bij de con-
structie rechts tekent een hyperbool om-
dat |AP |+| BP|, respectievelijk | PB |-| PC'|
telkens bij de beweging constant blijven.
Je kunt ook makkelijk inzien, dat als AB
in het plaatje links en BC rechts vast aan
het vlak verbonden zijn, er een bewege-
lijke ellips rond een vaste draait of twee
hyperbolen, een vaste en een bewegelij-
ke, op elkaar afrollen. Het punt P van de
pen is echter niet vast met een stang van
de constructie verbonden — daarom is de
kromme niet door een stangenconstructie
getekend in de boven geformuleerde zin.

R

Tevergeefse pogingen voor een rechte lijn
Volgens de legende was het de befaam-
de James Watt (1736-1819) die als eerste
het probleem opwierp om met een stan-
genconstructie een rechte lijn te tekenen.
Dit probleem bleek lastiger dan verwacht.
V66r dat de oplossing van Peaucellier en
Lipkin er was, bestonden er al een aan-
tal pseudo-oplossingen van het probleem.
Een van deze pseudo-oplossingen was de
stangenconstructie van James Watt zelf (zie
Figuur 2), die ook in de bijdrage van Teun
Koetsier bij de constructie van de stoom-
machine een rol ging spelen.

Een ander voorbeeld van een dergelijk
mechanisme is Roberts’ linkage, vernoemd
naar Richard Roberts (1789-1864), zie Fi-
guur 3. De constructie bestaat uit een stan-
genvierzijde ABSR, waarbij A en B vast aan
het vlak verbonden zijn en er een vaste
driehoek APSR aan RS is vastgemaakt
en star met RS meebeweegt. In de con-
structie van Roberts is |AB|=2]|RS| en
|AR|=|RP|=|SP|=|SB|. Natuurlijk is
het mogelijk drie punten op de door het
punt P getekende kromme te berekenen
en vast te stellen dat ze niet op een lijn lig-
gen. Meetkundig kunnen we dit ook door
een argument inzien. Stel dat P op de lijn
AB zou liggen. Dan tekenen we de symme-
trieassen MR en NS van de altijd gelijkbe-
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Figuur 3  Stangenconstructie van Richard Roberts.

nige driehoeken APR en PBS en trekken
de loodlijn door R af op lijn NS met snij-
punt 7. We zien dat | MN |=| RT'| en daar-
mee bij de rechthoekige driechoek ARST
de korte zijde 1 | AB |=| MN |=| RT | gelijk
aan de lange zijde |RS| zou moeten zijn,
wat de aanname tegenspreekt dat A, P en
B op een lijn liggen.

Andere pseudo-oplossingen van het
rechtelijnprobleem komen van Chebyshev.
Hij studeerde en ontwikkelde 39 jaar lang
zulke bijna-rechtelijnconstructies. Wij zullen
er nu één van leren kennen, die in Figuur
4 te zien is, en later een tweede, die ‘ver-
want’ is aan deze. Ook wist hij de optimale
afmeting voor een bijna-rechtgeleiding van
deze constructie te bepalen. (Zie de be-
rekeningen met ‘Tschebyschew-systemen’
in [17, pp.203-209].)

Een rechte lijn tekenen
Nu komen we aan Charles Nicolas Peaucel-
lier en Yom Tov Lipman Lipkin en hun Peau-
cellier-Lipkin-stangenconstructie toe. Deze
maakt gebruik van een basisconstructie,
waarmee de spiegeling in een cirkel als volgt
kan worden gerealiseerd. We nemen een
stangenvierzijde PFP'E met vier even lan-
ge stangen van lengte b:=|PE|=|EP'|=
|P'F|=|FP| (een stangen ruit) en ver
binden twee tegenoverliggende hoekpun-
ten E en F met twee even lange stangen
van lengte ¢ '=|OF|, die langer zijn dan
de stangen van de stangenruit. De andere
einden van deze twee stangen fixeren we
in een vast punt O in het vlak (Figuur 5).
De positie van punt P bepaalt de positie
van P'. De bewering is nu dat |OP|-| OP'|
voor elke positie van P een constant getal
is. Dat betekent dat P en P’ elkaars ge-
spiegelden in een zekere cirkel zijn. Een
dergelijke stangenconstructie die in staat
is vanuit een vast punt O voor elk punt P

S

%

A B

Figuur 4 Stangenconstructie van Pafnuty Chebyshev.
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Figuur 5 Een Peaucellier-Lipkin-inversor.

een punt P'aan te geven zodat |OP |-| OP’ |
constant is, heet een inversor. Bij een in-
versie in een cirkel rond O worden cirkels
door O op rechte lijnen afgebeeld. De straal
van de cirkel waarin wordt gespiegeld ligt
in ons geval echter niet voor het oprapen.
Hiervoor gebruiken we het volgende een-
voudige maar dikwijls handige lemma.

Lemma 1. Gegeven twee punten F, en F,
en een derde punt L op de rechte lijn F| F.
Wij noemen m de op F|F; loodrechte lijn
door L. Dan geldt voor een punt P:

P ligt opm
o | PR P=| PRy > =|LF, = LF, .

Bewijs. Wij noemen a = | PF} |en b= | PF, |
en d, =|LF, | en dy=|LF,|, zie Figuur 7.
Er geldt: a® = d? +h* en b> = d3 + h? waar-
uit volgt a® —b%> = d? —d3. ]

Kempe noemt de vorm OFPE een pijl-
punt en de vorm OFP'E een vlieger en
concludeert dat |OP || OP'| constant en
gelijk aan |OF |>—| PF [? is, oftewel dat het
volgende geldt.

Stelling 1. Bij de Peaucellier-Lipkin-inversor
zijn de punten P en P' elkaars gespiegel-
den aan de cirkel met straal v/ a*>—b* rond
het punt O.

Figuur 7

Bewijs. Noem r=|OP| en R:=|OP'|. Het
boven aangetoonde Lemma 1 levert:

De cirkelinversie aan de cirkel rond O
met de straal va?—b% beeldt een cirkel,
die door O verloopt, af op een rechte lijn.
Een dergelijke cirkel kunnen we maken als
we het punt P dwingen op een vaste cirkel
door O met straal a en met een middel-
punt A te lopen. En dat is precies wat het
Peaucellier-Lipkin-mechanisme doet.

Stelling 2. Bij de Peaucellier-Lipkin-con-
Structie doorloopt het punt P een recht
lijnstuk.

F

Figuur 6 Een Peaucellier-Lipkin-stangenconstructie voor een rechte Lijn.

Opmerking: De Eindhovense kunstenaar
Ivo Schoofs heeft ter gelegenheid van het
Light art festival GLOW Eindhoven een groot
beeld gecreéerd, waarin de Peaucellier-
Lipkin-stangenconstructie ingebouwd is.
Het gaat om het beeld ‘Just because you are
a character, doesn’t mean you have char-
acter’, 2016, 22m x 15m x 16m, 6600kg
(zie Figuur 8). Op ivoschoofs.com tref je
een leuke video aan waarin hij vertelt hoe
het beeld is ontstaan. Bij de vakantiecur-
sus in Eindhoven was hij ook aanwezig.

Een alternatieve aanpak voor de con-
structie van een rechte lijn is de naar Harry
Hart (1848-1920) vernoemde Hart inversor
en gevonden in het jaar 1874 [6,7]. Hij

Figuur 8 Kunstwerk ‘Just because you are a character, doesnt mean you have character’ van Ivo Schoofs.
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Figuur 10

heeft maar vier stangen in plaats van
zes bij de Peaucellier-Lipkin-inversor. Wij
ontdekken ook hier een contra-parallello-
gram. Voor het volgende nemen we de no-
tatie over uit Figuur 9.

Stelling 3. Bij de Hart inversor zijn de pun-
ten C en P elkaars gespiegelden aan de

cirkel met straal | Pa|*—| Oa | rond het

punt O.

Bewijs. Zie Figuur 10. De driehoeken Abcd
en Abad zijn congruent en hebben dus
even grote hoeken en dezelfde hoogte op
bd. Bovendien hebben ze dezelfde mid-
denparallel evenwijdig aan bd. De punten
OCPO' liggen dus op een lijn s. Als we
driehoek AOPa en de driehoek AOCbH in
s spiegelen, zo dat a op een punt a’ en
b op een punt b’ terecht komt, dan zien
we —net als bij Peaucellier-Lipkin —een
pijlpunt bCbH'O en een vlieger Oa'Pa ont-
staan. Nu schuiven we het pijlpunt bCb'O
naar rechts, zodat C' op P terecht komt.
Wij hebben dus dezelfde situatie als bij
Peaucellier-Lipkin. Het is

|PD|-|PO|=|0C|-|OP|=|Pa|?—| Oa 2.

Deze term rechts is constant en daarmee
is aangetoond, dat de constructie van Hart
een inversor is. O

Klassieke meetkunde van koppelkrommen
Alle voorgestelde bijna-rechtelijnoplos-
singen van Watt, Chebyshev en Roberts
zijn voorbeelden van zogenaamde kop-
pelkrommen. Een dergelijke constructie

bestaat uit een stangenvierzijde MQBA,
waarbij de pivotpunten M en @ vast aan
het vlak verbonden zijn en er een vaste
driehoek AABC aan AB is vastgemaakt
en star met AB meebeweegt. (Het Franse
woord ‘pivot’ betekent zoiets als ‘draai-
punt’. Zie de punten M en @ in Figuur 11.)
Deze driehoek kan ook ontaard zijn, dat
wil zeggen dat C ook op de lijn AB mag lig-
gen. De aan het vlak verbonden stang MQ
heet pivotstang, de stang AB noemen we
koppelstang en de door punt C getekende
kromme, dat wil zeggen de meetkundige
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Figuur 12 Een voorbeeld van een koppelkromme.

plaats van alle punten in het vlak, die door
C bereikbaar zijn, heet koppelkromme met
stangenvierzijde MQBA, pivotstang MQ en
vaste driehoek AABC, zie Figuur 11. Al met
al spreken we van een koppelmechanisme.

Koppelkrommen en pivotcirkel

Nu bestuderen we deze grote klasse van
koppelkrommen. In toepassingen spelen
deze krommen een belangrijke rol. In Figuur
12 zie je een voorbeeld van een lemniscaat-
kraan (uit [5]), een voorbeeld van een kop-
pelmechanisme (meer informatie is te vin-

&
=

Abb. 882, Einziehdrehkran mit Lemniskatenlenker. (Demag.)
1—2—3 Ausleger; I—2, II—3 Lenker; 4 Auslegergegengewicht; 5 Hubseil;
6 Auslegerrolle; ¥—& Umlenkrollen zu §; 9 Hubtrommel; 10 Zugstangen, den
angetriebenen Lenker mit den Kurbeln 171 des Einziehwerks verbindend;

I—1" benutzes Stiick der Lemniskate.

Figuur 12 Kraan met koppelkromme (lemniscaatsturing).
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Figuur 13  Een koppelkromme en haar pivotcirkel.

den in [9]). In de jaren vijftig vervaardigden
Hrones en Nelson een indrukwekkende at-
las met ongeveer 10.000 koppelkrommen:
een waar monnikenwerk [8]. (Koppelkrom-
men zijn delen van algebraische krom-
men van graad zes (zie [2, pp.152-154)),
dat wil zeggen dat er een veelterm ®(z,y)
in twee variabelen van graad zes bestaat,
z0 dat alle punten P = (z,y) op de koppel-
kromme voldoen aan ®(z,y) = 0. Wellicht
is dit interessante informatie, maar het
speelt voor ons hier op het moment verder
geen rol.)

Een van de opmerkelijke eigenschappen
van koppelkrommen is de ligging van hun
dubbelpunten, zo die bestaan. Hiervoor
kies je bij een gegeven koppelkromme een
punt O zodat de driehoeken AMQO en
AABC gelijkvormig zijn. De omgeschreven

cirkel van AMQO heet de pivotcirkel van de
koppelkrommenconstructie. Zie Figuur 13.
In het boek van A.S. Hall [4] en vergelijkba-
re werken vinden we de stelling:

Stelling 4. Bij een koppelkromme liggen
alle dubbelpunten op de pivotcirkel en bij
elk snijpunt van de kromme met de pivot-
cirkel hoort een dubbelpunt.

Bewijs. Zie Figuur 14. Stel dat er een dub-
belpunt op de koppelkromme ligt. Dan zijn
er twee posities van de driehoek aan de
koppelstang: AABC en AA'B'C' waarbij
C = ('". Het vaste punt M moet nu ergens
op de deellijn liggen van ZACA’, omdat MA
oftewel MA' mogelijke posities van dezelf-
de stang zijn. Evenzo moet Q op de deellijn
liggen van ZBCB'. Hieruit volgt dat ZMCQ
of gelijk is aan ZACB 6f aan het supple-
ment 180° — ZACB. Als wij nu bij gegeven
M en Q kijken naar de meetkundige plaats
van alle punten .S waarvoor ZMCQ 6f gelijk
is aan ZACB 6f aan het supplement van
ZACB, dan vinden wij — als gevolg van de
stelling over de omtrekshoek — de pivot-
cirkel. Deze constructie kan moeiteloos
worden omgedraaid om te bewijzen dat bij
een punt van de koppelkromme op de pi-
votcirkel twee verschillende driehoeken en
daarmee een dubbelpunt behoort. O

Panto- en plagiografen

Om koppelkrommen nog beter te begrijpen,
kijken we naar twee basisconstructies. De
eerste daarvan is de sinds het begin van de
zeventiende eeuw bekende pantograaf [15].
Het is een gereedschap om tekeningen uit
te vergroten, dat bestaat uit een parallel-
logram PABC, waarbij de zijden CB en AB

Figuur 14 Definitie van een pivotcirkel en bewijsschets bij Stelling 4 (uit het boek van A.S. Hall [4]).

op een dergelijke manier verlengd zijn dat
minstens in één stand O, P en P’ op een
lijn liggen. Het mechanisme wordt met het
punt O aan het vlak verbonden (Figuur 16).

Stelling 5. Voor elke stand liggen O, P en
P' op een rechte Iijn‘. E7 verder geldt voor
OB

het vaste getal A\ = Toc €n elke stand van

P, dat|OP'|=\|0OP|.

Bewijs. Het bewijs berust direct op de ge-
lijkvormigheid van de driehoeken AOP'B
en AOPC. O

Een veel minder bekende veralgeme-
nisering van de pantograaf is de zoge-
naamde plagiograaf (Figuur 15). Dat is een
stangenconstructie bestaande uit een pa-
rallellogram OABC, waarbij O aan het vlak
is vastgemaakt, en driechoeken AAPB en
ACBP' met punten P en P/, die vast aan
de zijden AB en BC zijn verbonden. De
driehoeken AAPB en ACBP' zijn gelijkvor-
mig en op dezelfde manier georiénteerd,
zodat ZPAB = ZBCP' is. De plagiograaf
wordt ook in het boek van Kempe beschre-
ven en hij vertelt [10, pp. 26—28] dat het
gaat om een uitvinding van James Joseph
Sylvester (1814—1897), die haar Plagio-
graph of Skew Pantagraph noemde.

Stelling 6. Voor de boven beschreven
plagiograaf is de afbeelding, die een punt
P op een P’ afbeeldt, een draaistrekking
met strekfactor A= % vanuit het punt O
met draaihoek 0 = ZPAB = ZBCP'.

(Een draaistrekking is een draaiing rond O
met hoek & gevolgd door de vermenigvul-
diging vanuit O met factor A.)

Figuur 15.
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Figuur 16 Met een pantograaf kan een tekening worden uitvergroot.

Bewijs. De hoeken ZOCP' en ZPAO zijn
gelijk omdat £ZOCB en ZBAO gelijk zijn.
De gelijkvormigheid van AAPB en ACBP'
impliceert

AL ap 1 a|= 1o 0P| =
Dus is |AP|:a=10b:|CP'|. Hierdoor zijn
ook de driehoeken AOP'C en AOAP om-
gekeerd georiénteerd gelijkvormig. Het is
dus een strekking met een strekfactor van
A= % dat wil zeggen de verhouding van
de benen van de hoek #, waarvan we nu
laten zien dat het de draaihoek is. Noem
a=ZAOP = 2CP'O als ook B:= ZOPA=
ZP'0OC. De twee hoeken van het parallello-
gram ¢ = Z0CB en ¥ = ZAOC voldoen
aan 180° = ¢ + . We vinden voor de draai-
hoek

0=p—(a+8)=180"~(a+8)-¢
= ZPAB = ZBCP". O

De door deze stelling gegeven afbeel-
ding die P op P’ afbeeldt is op zulke pun-
ten P in het vlak beperkt, die door de stan-
genconstructie kunnen worden bereikt.
Maar de afbeelding kan op een unieke ma-
nier op het hele vlak worden uitgebreid tot
de draaistrekking rond O met draaihoek 6
en strekfactor A, die we ®;, noemen. Om-
dat een dergelijke afbeelding @ een ge-
lijkvormigheidsafbeelding is, geldt in het
bijzonder dat zij lijnen op lijnen en cirkels
met hun middelpunten op cirkels met de
bijbehorende middelpunten afbeeldt.

Een mooie bron voor de inzet van pan-
tograaf en plagiograaf in het wiskunde-
onderwijs is het boek van Mareike Mink,
Geometrie entdecken in technischen An-
wendungen — Lernumgebungen fiir MINT-
Unterricht mit Alltagsbezug [12].

Opmerking: Ook de loopconstructie
van Theo Jansen getiteld ‘The Legsystem.
Invented in 1991, a system based on the
thirteen holy numbers’ in Figuur 17 geeft
aanleiding voor een plagiograaf in een
koppelmechanisme — althans als wij het
schijnbare parallellogram tot een echte pa-
rallellogram maken. De loopbaan van de
voet is door deze verandering echter wel
aanzienlijk minder geschikt om over obsta-
kels te lopen dan de originele constructie
van Jansen.

Koppelkrommen en hun verwanten
Alleen met elementaire meetkunde be-
wezen Roberts en Chebychev over zulke

koppelkrommen onafhankelijk van elkaar
de volgende verrassende stelling (vergelijk
[18], of zie ook [16]).

Stelling 7 (Roberts—Chebychev). Voor een
gegeven koppelkromme bestaan er drie
koppelmechanismes, die deze koppel-
kromme voortbrengen.

Deze drie koppelmechanismes worden
verwant (‘cognate’) genoemd. Voor het
bewijs is essentieel dat er in de construc-
tie van Figuur 18 uiteindelijk een drietal
plagiografen zitten. Wij kijken eerst naar
de twee plagiografen met vast punt in M
en in Q. Er is telkens een parallellogram
met een hoekpunt in M respectievelijk Q
en de driehoeken zijn dan juist die twee
van de drie driehoeken, die allemaal gelijk-
vormig zijn met AABP en aan dat paral-
lellogram grenzen. Wij noemen a:=|BP|,
b:=|AP| en ¢:=|AB]| als ook a:= ZBAC
en 3= ZPBA. Voor M en Q hebben we dus

— ...de plagiograaf met centrum M. De bij-
behorende (op het hele vlak uitgebrei-
de) afbeelding @, is een draaistrekking
met draaihoek « en strekfactor A, =2
en beeldt B af op C',

— ...de plagiograaf met centrum Q. De bij-
behorende (op het hele vlak uitgebrei-
de) afbeelding @) is een draaistrekking
met draaihoek £ en strekfactor Ay =%
en beeldt 4 af op C".

A=15.0
B=61.9
C=393
D=41.5
E =50.0
F=49.0
G =65.7
H = 36.7
J=394
K=40.1
L =558

Figuur 17 Licht veranderd benenstelsel van Theo Jansens strandbeesten met een geplagiografeerde (maar minder opti-

male) loopbaan.
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A

Figuur 18 Een koppelmechanisme heeft drie verwante koppelmechanismes.

Bewijs. Voor het bewijs laten we zien dat
het punt X een vast punt bij de beweging
is. Voor een moment laten we de stangen
C'X en C"X uit de constructie weg omdat
noch @, noch @, deze stangen nodig heb-
ben. Dan merken we op dat @, het punt Q
afbeeldt op een punt X, waarvoor geldt dat
ZQMX =a en |XM|:]|XQ|= L. Tegelijker-
tijd geldt ook dat @ het punt M afbeeldt op
een punt X', waarvoor geldt dat ZXQM = /8
en|XQ|: | MQ|= <. Zowel X als ook X'zijn
hierdoor gekarakteriseerd. Op grond van
gelijkvormigheid geldt X = X'.

De lengtes a, b en ¢ als ook de leng-
tes |MA| en |QB| bepalen via gelijkvor-

migheid alle verdere lengtes van de con-
structie. Hieruit volgt |PC"|[=L%|QB] en
|PC"|=%[QB| Nu beeldt ®, de cirkel
rond @ met straal | QB | af op de cirkel rond
X met straal |XC'|. En in het bijzonder
wordt B op C’ op deze cirkel afgebeeld.
Dus is |C'X |=L | QB|=|PC"|.

®(, beeldt de cirkel rond M met straal
|MA| af op de cirkel rond X met straal
|XC"|. En in het bijzonder wordt A op C"
op deze cirkel afgebeeld. Dus is |C"X|=
2| QB|=|PC'|. Daarmee is PC"XC" een
parallellogram en X is het eerder gecon-
strueerde punt. Dit punt blijft dus vast
staan als de rest beweegt. O

Nu dat we weten, dat bij elk koppel-
mechanisme twee verwante koppelmecha-
nismes horen, die dezelfde koppelkromme
voortbrengen, zou je kunnen denken, dat
je bij elk van deze koppelmechanismes de
pivotcirkel kunt tekenen en zodoende de
dubbelpunten op de snijpunten van deze
cirkels moeten liggen. Bij nader inzien ech-
ter zien we dat bij elk van de drie kop-
pelmechanismes de pivotcirkel dezelfde is:
het is altijd de omgeschreven cirkel om de
driehoek AMQX.

Verwante koppelmechanismes

In de stelling van Roberts en Chebychev
is gebleken, dat we bij elke stangencon-
structie nog twee andere zulke construc-
ties kunnen vinden, die dezelfde kromme
voortbrengen. Dit willen we nu in concrete
gevallen bekijken.

Hiervoor beschouwen we algemene
koppelmechanismes. Dus gaan we weer uit
van een stangenvierhoek MQBA, waarbij
M en @Q vast aan het vlak verbonden zijn
en er een vaste driehoek AABC aan AB is
vastgemaakt en star met AB meebeweegt.
Alle andere lijnstukken en punten van het
gehele plaatje met de drie koppelmecha-
nismes vinden we door eenduidig bepaal-
de lijnen. Daarbij houden we schematisch
het patroon aan dat in Figuur 19 getoond
wordt, een zogenaamd Cayley-diagram.

De constructie van Roberts voor een
bijna-rechte lijn heeft twee verwante con-
structies, die elkaars gespiegelden zijn. De
constructie gaat vanzelf als desbetreffende
driehoeken gelijkvormig gekopieerd en de
parallellogrammen volgens het schema ge-
completeerd worden (zie Figuur 20).

Ook het voorbeeld van Chebychev van
een bijna-rechtelijnconstructie was een
koppelmechanisme en de vraag is, wat zijn
twee verwante mechanismes zijn?

M A B Q

Figuur 19 Cayley-diagram.
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