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Onderzoek

Liquid Tensor Experiment

Het Liquid Tensor Experiment betreft een project om de in 2019 door Dustin Clausen en
Peter Scholze bewezen hoofdstelling van liquide vectorruimtes met behulp van een compu-
ter te verifiéren. In de achterliggende maanden heeft een team van wiskundigen dit project
grotendeels afgerond. Johan Commelin vertelt in dit artikel wat het project inhoudt.

Op 5 November 2020 schreef Peter Scholze
een blogpost [8,9] op de weblog van het
Xenaproject van Kevin Buzzard. In deze
blogpost poneerde hij een uitdaging om
recent werk in de liquide wiskunde met
behulp van een computer formeel te veri-
fieren. Een divers team wiskundigen, waar-
onder ikzelf, is deze uitdaging aangegaan.
Liquide wiskunde [6] is een deelgebied
van gecondenseerde wiskunde [7], wat op
zichzelf een nieuw vakgebied in de wiskun-
de is. Deze wiskunde is in de afgelopen
jaren door Dustin Clausen en Peter Schol-
ze ontwikkeld. Liquide wiskunde beoogt
technieken uit de homologische algebra
beschikbaar te maken in de functionaal-
analyse. Ze baseert zich daarbij op een fun-
damentele stelling over de reéle getallen,
die met recht de hoofdstelling van de liqui-
de wiskunde genoemd mag worden. Het
bewijs van deze stelling is gecompliceerd
en maakt gebruik van nieuwe technieken.
Scholze schrijft hierover: “I spent much of

2019 obsessed with the proof of this the-
orem, almost getting crazy over it. In the
end, we were able to get an argument
pinned down on paper, but | think nobody
else has dared to look at the details of this,
and so | still have some small lingering
doubts.” [9]

Vanwege de fundamentele plaats van
deze stelling in het werk van Clausen en
Scholze en de mogelijke toepassingen die
liguide wiskunde in de toekomst kan vin-
den binnen andere vakgebieden van de
wiskunde, was er veel aan gelegen ook het
laatste spoortje twijfel weg te nemen. In
de woorden van Scholze: “I think this may
be my most important theorem to date. (It
does not really have any applications so
far, but I’'m sure this will change.) Better be
sure it’s correct...” [9] Computer-gecontro-
leerde bewijzen kunnen de zekerheid bie-
den die hier nodig is.

In dit artikel bespreek ik eerst wat com-
puterbewijzen zijn. Vervolgens geef ik een

Liquid Tension Experiment

‘Solid Resolution Theory’.

De naam van het project is een verwijzing naar de progressieve rockband Liquid Tensi-
on Experiment, waar Peter Scholze en ik beiden fan van zijn. Deze band bracht in 1998
en 1999 twee albums uit, waarna een radiostilte volgde van ruim twintig jaar.

Op 14 december 2020, minder dan tien dagen na het verschijnen van Scholze’s eer-
ste blogpost [9], kondigde de band op Twitter hun album Liquid Tension Experiment 3
aan. Dit album verscheen in april 2021 en bevat onder andere een bonusnummer met
de titel ‘View from the Mountaintop’. Scholze schrijft in zijn tweede blogpost: “It feels
like the main theorem is some high plateau with a wonderful view, but the way there
leads through a large detour, to attack the mountain from the other side, where it is
dark and slippery, and one has to climb up a certain steep wall; and no other path-
ways are seen left or right.” [5] Nog enkele titels uit dit album die opvallend goed bij
het Liquid Tensor Experiment passen, zijn: ‘Beating the Odds’, ‘Liquid Evolution’ en

zeer beknopte uitleg over liquide wiskun-
de. Dit hoofdstuk is vrij technisch, maar de
details zijn niet essentieel voor de rest van
het artikel. Ten slotte geef ik een overzicht
van wat het Liquid Tensor Experiment heeft
bereikt.

Computerbewijzen

Het meeste wiskundige onderzoek wordt
gedaan in de klassieke stijl: met een doos
krijtjes bij het bord, of met pen en papier.
Dit zijn beproefde hulpmiddelen om ge-
dachten te ordenen, vast te leggen en te
delen. In de laatste decennia zijn er ech-
ter ook speciale wiskundige computer-
programma’s ontwikkeld. Naast de com-
puteralgebra-pakketen die voor allerlei
berekeningen geschikt zijn, zijn er ook pro-
gramma’s die in staat zijn om wiskundige
definities, stellingen en bewijzen te lezen
en te controleren. Daarvoor moet die wis-
kunde wel in een speciale wiskundige com-
putertaal geschreven worden. De taal die
we gekozen hebben voor het Liquid Tensor
Experiment heet Lean.

Vogelvlucht door de geschiedenis

De Nederlandse wiskundige N.G. de Bruijn
heeft na zijn fundamentele onderzoek in de
analyse en getaltheorie een voortrekkersrol
genomen in het onderzoek naar computer-
programma’s die wiskundige bewijzen ve-
rifiéren. In Eindhoven ontwikkelde hij het
programma Automath en in 1975 voltooide
zijn student L.S. van Benthem Jutting de
Automath-vertaling van Landau’s Founda-
tions of Analysis.

In de daaropvolgende decennia zijn vele
andere systemen ontwikkeld, met hun ei-
gen accenten en variaties. Sommige syste-
men (met name Mizar en Isabelle/ZF) zijn
gebaseerd op verzamelingenleer, andere
kiezen, geinspireerd door de theorie van
programmeertalen, voor type-theoretische
fundamenten (Coq, Isabelle/HOL, Lean). Het
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ene systeem kiest voor snelheid (Meta-
math), het andere legt de focus op lees-
baarheid (Naproche). Voor een verdere ver-
gelijking van al deze systemen verwijs ik
graag naar het werk van Freek Wiedijk [11].
Naar mijn mening is de nieuwkomer Lean
een zorgvuldig gebalanceerd systeem dat
het best bruikbaar is voor wiskundigen.

In deze systemen zijn al meerdere
noemenswaardige wiskundige resultaten
geverifieerd: de priemgetalstelling, de vier-
kleurbaarheidsstelling, de Feit-Thompson-
stelling (iedere eindige groep met oneven
orde is oplosbaar), het bewijs van Hales
van het Keplervermoeden, en de onafhan-
kelijkheid van de continuiimhypothese.
Voor verdere informatie, zie [1, 2].

Lean

Lean is een functionele programmeertaal
met speciale ondersteuning voor propo-
sities en bewijzen. Het brein achter Lean
is Leonardo de Moura, een onderzoeker
van Microsoft Research [4]. Hij heeft Lean
steeds verder ontwikkeld, en inmiddels
met versie 4 een stabiele en bijzonder goed
voor wiskunde bruikbare taal beschikbaar
gesteld.

Om Lean (of een willekeurig andere
wiskundige computertaal) te kunnen ge-
bruiken, is ook een bibliotheek nodig van
wiskundige stellingen en bewijzen, die
vervolgens gebruikt kunnen worden als
bouwsteen om complexere stellingen te
formuleren en bewijzen te formaliseren.
De wiskundige bibliotheek van Lean heet
mathlib [10]. Rondom Lean en mathlib is
een levendige gemeenschap van wiskun-
digen en informatici ontstaan [12]. In het
jaar 2020 hebben ruim honderd mensen de
inhoud van de mathlib-bibliotheek verdub-
beld naar bijna 500000 regels wiskunde-
code. De gemeenschap houdt ook een
overzicht bij van de wiskunde die in een
doorsnee bachelorcurriculum behandeld
wordt en die in mathlib beschikbaar is [13].

Potentiéle toepassingen van een digitale

wiskundige bibliotheek

— Stellingen en bewijzen worden tot in
de kleinste details gecontroleerd door
de computer. Er kunnen daardoor geen
foutjes in de bewijzen sluipen.

— Er kunnen specialistische zoekmachines
gemaakt worden die onderzoekers hel-
pen bij het vinden van resultaten. Voor-
beelden hiervan zijn Sledgehammer voor
Isabelle en 1ibrary_search voor Lean.

Oneindig veel priemgetallen in Lean

theorem (n :

have : n! >0
have : N > 1 := by library_search,
have : N # 1 := by library_search,
have : p.prime
have : p > n,
{ by_contra'’
-p |1
have : p | n!

:p<n,
have :

gaande claims.

Bij wijze van voorbeeld geven we hier een Lean-bewijs van de aloude stelling van
Euclides dat er oneindig veel priemgetallen zijn.

N) : 4 p>n, p.prime :

begin
let N :=n! + 1,
let p := nat.min_fac N, -- the minimal prime factor, if N # 1

:= by library_search,

:= by library_search,

:= by library_search,
:= by library_search,

have : p | N := by library_search,
have : p | 1 := by library_search,
contradiction },
finish,
end

Het bewijs is opgebroken in kleine stapjes. Lean is in staat om met behulp van een
zoekactie door de bibliotheek te laten zien dat iedere tussenstap volgt uit de voor-

— Computers kunnen zelf op zoek gaan
naar bewijzen. Dit is een vakgebied dat
volop in ontwikkeling is, en waar inte-
ressante resultaten worden geboekt.
Voorlopig zal het nog wel even duren
voordat wiskundigen hun baan kwijt-
raken aan computers, want de beste
computerprogramma’s kunnen nog niet
tippen aan een eerstejaars wiskundestu-
dent. Maar soms gaan ontwikkelingen
sneller dan verwacht. Zo had niemand
verwacht dat computers de wereldkam-
pioen Go zouden verslaan toen dat in
2016 toch ineens gebeurde. Ook nu al
kan de computer een heel nuttige bij-
drage leveren door allerlei kleine tus-
senstapjes in te vullen en daarbij de
wiskundige achter het toetsenbord wat
werk uit handen te nemen.

— Wiskundige publicaties kunnen focus-
sen op het uitleggen van intuitie en de
grote patronen, en kunnen voor de pre-
cieze details verwijzen naar deze com-
puter-gecontroleerde bewijzen.

Liquide wiskunde

Gecondenseerde wiskunde
Gecondenseerde wiskunde biedt een alge-
braisch alternatief voor topologie. Vanuit
een categorie-theoretisch oogpunt levert
dit veel voordelen op. Zo is bijvoorbeeld
de categorie van topologische abelse groe-

pen geen abelse categorie: als R de verza-
meling van reéle getallen met de discrete
topologie aanduidt, dan is de identiteits-
afbeelding R? ~ R een continu homomor-
fisme met triviale kern en cokern, maar
het is geen isomorfisme. Daarentegen is
de categorie van gecondenseerde abelse
groepen wel een abelse categorie met zeer
goede eigenschappen. (Gecondenseerde
verzamelingen/groepen/ringen worden ‘ge-
implementeerd’ als schoven van verzame-
lingen/groepen/ringen voor de pro-étale
Grothendiecktopologie op de categorie van
pro-eindige verzamelingen. Voor dit artikel
volstaat het om over gecondenseerde ob-
jecten na te denken als ‘objecten met een
topologisch sausje’.)

Abelse categorieén zijn van cruciaal
belang in de homologische algebra, die
op haar beurt een belangrijk gereedschap
vormt in hedendaagse getaltheorie en al-
gebraische meetkunde. Gecondenseerde
wiskunde opent de gereedschapskist van
de homologische algebra voor objecten die
topologisch van aard zijn, zoals bijvoor-
beeld topologische vectorruimtes over R of
C, maar ook over meer exotische lichamen
zoals de p-adische getallen Q. Voor een
topologische ring R vormen gecondenseer-
de R-modulen in het algemeen een goed
algebraisch analogon van topologische
R-modulen.
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Om de volledige slagkracht van de ho-
mologische algebra te benutten, moet er
echter ook een tensorproduct van gecon-
denseerde R-modulen zijn dat zich ‘goed’
gedraagt. Typisch is het wenselijk dat het
tensorproduct van ‘complete’ objecten
zelf ook ‘compleet’ is, en dit is voor het
naieve tensorproduct niet het geval. In
de functionaalanalyse is het topologische
tensorproduct een notoir lastig concept.
Grothendieck heeft er zijn proefschrift [3]
over geschreven, waarin hij nucleaire ruim-
tes introduceerde. Vergeleken met alge-
menere lokaal-convexe topologische vec-
torruimtes hebben nucleaire ruimtes als
voordeel dat er een ‘canoniek’ tensorpro-
duct van nucleaire ruimtes is.

Analytische ringen

Gecondenseerde wiskunde beantwoordt al
deze subtiliteiten met het concept analyti-
sche ring [7,87]. Een analytische ring A be-
staat uit een onderliggende gecondenseer-
de ring A, samen met een axiomatische
notie van ‘vrije, complete’ A-modulen.
Voor de resulterende notie van A-modulen
is er een goed ‘gecompleteerd’ tensorpro-
duct. Men kan vervolgens aan iedere com-
mutatieve ring R een ‘discrete’ analytische
ringstructuur toekennen. Op natuurlijke
wijze hebben p-adische ringen als Z, en
Q, (en veel algemener Huberringen) een
analytische ringstructuur die hun p-adische
topologie weerspiegelt.

Analytische ringen stapelen een flinke
dosis abstractie bovenop de toch al ab-
stracte gecondenseerde wiskunde. Geluk-
kig is er een belangrijke stelling die grip
geeft op de categorie van A-modulen. Stel-
ling 7.5 van [7] toont aan dat A-modulen
een volle deelcategorie vormen van de ca-
tegorie van gecondenseerde A-modulen,
die gesloten is onder alle limieten, colimie-
ten en extensies. Vrij gezegd, betekent dit
dat vrijwel iedere constructie van A-mo-
dulen die toegepast wordt op A-modulen,
zelf weer een A-moduul oplevert.

De reéle getallen

Voor discrete ringen en voor p-adische rin-
gen bestaan er dus analytische ringstruc-
turen. De hoofdstelling van liquide vector-
ruimtes [6, Stelling 6.5] toont aan dat ook
de reéle getallen een analytische ringstruc-
tuur toelaten die de gebruikelijke topologie
op R weerspiegelt. Hierbij moet meteen
worden opgemerkt dat deze liquide analy-
tische ringstructuur afhangt van een reéle

parameter 0 <p <1, en dat er dus onein-
dig veel analytische ringstructuren op R
bestaan. De modulen over deze analytische
ringen noemen we p-liquide vectorruimtes.
ledere p-liquide vectorruimte is tevens p'li-
quide, voor alle 0 <p' < p.

Op een natuurlijke manier kunnen Ba-
nachruimtes en nucleaire Fréchetruimtes
opgevat worden als p-liquide vectorruim-
tes, voor alle 0 <p <1. Vanwege boven-
genoemde stelling 7.5 van [7] zijn dus ook
alle producten, sommen, en algemener
limieten, colimieten en extensies van der-
gelijke objecten opnieuw p-liquide vector-
ruimtes. Er zijn bijvoorbeeld extensies van
Banachruimtes die zelf geen Banachruimte
zijn, maar die dus wel p-liquide zijn.

Voor alle p is het p-liquide tensorproduct
compatibel met het topologische tensor-
product van nucleaire vectorruimtes. An-
derzijds is het p-liquide tensorproduct niet
compatibel met de klassieke tensorpro-
ducten van Banachruimtes. Tevens is voor
p'<p het p“liquide tensorproduct in het
algemeen niet compatibel met het p-liquide
tensorproduct.

Analytische meetkunde

In de algebraische meetkunde kent men
aan iedere commutatieve ring A een affien
schema toe, het spectrum Spec(4). Deze
affiene schema’s kunnen vervolgens aan
elkaar gelijmd worden tot algemene sche-
ma’s. Op analoge wijze kan men aan iede-
re commutatieve analytische ring A een
analytisch spectrum AnSpec(4) toekennen.
En deze analytische spectra kunnen vervol-
gens aan elkaar gelijmd worden tot analy-
tische ruimtes.

Deze nieuwe meetkundige wereld gene-
raliseert veel klassieke meetkundige con-
cepten. Allereerst kan ieder schema opge-
vat worden als analytische ruimte, omdat
elke ring een discrete analytische ringstruc-
tuur heeft. Daarnaast vormen ook objecten
uit de p-adische meetkunde, zoals adische
ruimtes (en in het bijzonder perfectoide
ruimtes) voorbeelden van analytische ruim-
tes. Ten slotte maakt de hoofdstelling van
liquide vectorruimtes het mogelijk om ook
meetkundige objecten over R en C als ana-
lytische ruimte op te vatten. Voorbeelden
hiervan zijn differentieerbare variéteiten
over R, of holomorfe variéteiten over C.

Clausen en Scholze laten zien dat deze
nieuwe technieken leiden tot beknopte be-
wijzen van klassieke resultaten als cohe-
rente dualiteit voor schema’s, Serredualiteit

en eindigheid van coherente cohomologie
voor compacte complexe variéteiten, en
het vergelijkingsisomorfisme tussen alge-
braische en analytische De Rham-cohomo-
logie. Voor al deze bewijzen geldt dat de
complexiteit van het bewijs verpakt wordt
in de machinerie van analytische ringen:
het eigenlijke bewijs laat zich reduceren tot
een eenvoudige berekening over Z of de
eenheidsschijf in C.

Dit ondersteunt de claim dat de hoofd-
stelling van liquide vectorruimtes een
krachtige ‘black box’ is. Scholze schrijft:
“With this theorem, the hope that the con-
densed formalism can be fruitfully applied
to real functional analysis stands or falls.
| think the theorem is of utmost founda-
tional importance, so being 99.9% sure is
not enough.” [9]

Het experiment

De uitdaging van Scholze is om de volgen-
de stelling met behulp van een computer te
verifiéren.

Stelling (Clausen-Scholze). Zjjn 0<p'<p
<1 reéle getallen, zij S een pro-eindige
verzameling en zij V een p-Banach ruimte.
Zij M(S) de ruimte van p-maten op S.
Dan geldt

EXtéond(Ab) (Mp’ (S)7 V) =0

voor alle i > 1.

Het formalisatieproces van deze stelling
hebben we in twee delen gesplitst. Het eer-
ste deel betreft de zeer technische Stelling
9.4 van [6], en het tweede deel reduceert
het einddoel tot deze Stelling 9.4.

Het eerste deel is tegen het einde van
mei 2021 afgerond. Dit is ook het gedeel-
te van het bewijs waar Scholze nog lichte
twijfels bij had. Het bewijs maakt gebruik
van een variant op exacte complexen van
genormeerde groepen, waarbij het belang-
rijk is om de norm van elementen goed te
beheersen door allerlei geschikt gekozen
constanten. Tijdens het formalisatiepro-
ces werden de gebruikelijke typefouten en
onnauwkeurigheden gevonden, en af en
toe moest een lemma een beetje worden
aangepast. Scholze schrijft hierover in een
tweede blogpost: “This was precisely the
kind of oversight | was worried about when
| asked for the formal verification. ... The
proof walks a fine line, so if some argu-
ment needs constants that are quite a bit
different from what | claimed, it might have
collapsed.” [5]
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In grote lijnen is het bewijs van [6] ge-
volgd. Het team dat aan de formalisatie
werkt, schrijft ook aan een ‘informele’ LaTeX-
versie van het bewijs, met kruisverwijzin-
gen naar de Lean-versie [14]. Deze blueprint
is nog sterk aan verandering onderhevig,
en zal in de komende maanden gepolijst
worden.

De snelheid waarmee de eerste mijlpaal
bereikt werd kwam voor velen als verras-
sing. Jordan Ellenberg schrijft: “lI didn’t
grasp something like Lean would so quickly
become authentically helpful at the fron-
tiers of math.” [16] Zelf had ik aanvankelijk
ingeschat dat we ongeveer een jaar nodig
zouden hebben voor de eerste mijlpaal.

Het tweede deel van het experiment is
op moment van schrijven in volle gang.
Onderdeel hiervan is het opzetten van de
theorie van gecondenseerde abelse groe-
pen. Het technische resultaat uit het eerste
deel is een uitspraak over complexen van
genormeerde groepen, waarbij geconden-
seerde wiskunde geen directe rol speelt.
Voor de vertaalslag naar de Ext-groepen
van gecondenseerde abelse groepen die in
bovengeciteerde stelling voorkomen, wordt
in [6] gebruikgemaakt van een zogeheten
Breen—Deligne-resolutie. Dit is een tech-
nisch resultaat in de homologische algebra,
en het bewijs dat Breen—Deligne-resoluties
bestaan maakt gebruik van homotopie-
theorie. In samenwerking met Scholze heb-
ben we een gerelateerde techniek ontwik-
keld die zowel eenvoudiger te bewijzen als-
ook eenvoudiger toe te passen is.

Het team

Begin 2021 is er rondom het project spon-
taan een team ontstaan dat bestaat uit wis-
kundigen en af en toe ondersteund wordt
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