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Onderwijs

Gereedschap om wiskunde
in de vingers te krijgen

Over het gebruik van ICT-gereedschap in de wiskundeles zijn de meningen verdeeld. In dit
themanummer over wiskunde en nieuwe media schetst Paul Drijvers twee theoretische
invalshoeken om tegen deze inzet aan te kijken. Instrumentatietheorie beschrijft hoe ICT
een instrument wordt voor wiskunde, en de theorie van belichaamde cognitie benadrukt
de rol van het lichaam in het leren, ook van wiskunde. Na enkele voorbeelden pleit Paul
voor een integratie van de twee, onder de noemer van belichaamde instrumentatie, om te
bevorderen dat leerlingen wiskunde door de inzet van ICT in de vingers krijgen.

Gereedschap voor wiskunde
Over het gebruik van ICT-gereedschap bij
wiskunde en in het wiskundeonderwijs zijn
de meningen verdeeld. Aan de ene kant zijn
er mensen die zweren bij het krijtbord en
bij vaardigheden met pen en papier, want
“zo moet je het leren, zo moet je wiskunde
in de vingers krijgen”. Bovendien blijken
de leereffecten van de inzet van ICT niet zo
spectaculair als eerder was gehoopt, waar
de meer traditionele methoden al eeuwen
beproefd zijn. Aan de andere kant wordt
geconstateerd dat de praktijk is veranderd.
Ingenieurs gebruiken bijvoorbeeld in hun
beroep nauwelijks pen en papier, maar
doen de wiskunde die ze nodig hebben
met ICT [12]. In lijn hiermee is het gebruik
van ICT-gereedschap een belangrijk onder-
deel van toekomstig wiskundeonderwijs in
de voorstellen van Curriculum.nu [9].
Onmiskenbaar hebben mensen altijd al
gereedschap ontwikkeld om fysieke beper-
kingen te overwinnen en lastige taken han-
diger uit te voeren. Met een hamer kun je
nu eenmaal harder slaan dan met de hand,
en bij de beklimming van een rotsachtige

helling beschermen stevige bergschoenen
kwetsbare voeten. Ook in de geschiede-
nis van de wiskunde is een rijkdom aan
gereedschap ontstaan, variérend van klei-
tablet en abacus tot online computeralge-
brasysteem, waarin wiskundige algoritmen
‘onder de motorkap’ zitten van eenvoudige
commando’s. De vragen die hedendaagse
geavanceerde tools oproepen, zijn ten eer-
ste welke wiskunde een leerling nog moet
leren als de wiskunde dan zo ‘gealgoritmi-
seerd’ is, en ten tweede hoe ICT-gereed-
schap zelf in dit leerproces een nuttige rol
kan spelen.

Op deze ‘wat &hoe’-vragen geeft dit ar-
tikel geen finale antwoorden. Wel schets
ik hieronder twee theoretische invals-
hoeken om tegen ICT-gebruik in het wis-
kundeonderwijs aan te kijken, die hierbij
vruchtbaar kunnen zijn en elkaar boven-
dien kunnen versterken. De eerste is in-
strumentatietheorie, de tweede betreft het
idee van belichaamde cognitie, en de com-
binatie van beide noem ik belichaamde
instrumentatie.

Instrumentatietheorie

Laat ik beginnen met een voorbeeld uit [5].
Het betreft leerlingen uit klas vwo-3 die
functies van de vorm f(z) = z2+ bz +1 on-
derzoeken met de TI-89, een grafische re-
kenmachine met computeralgebrasysteem
(CAS). Het tekenen van een aantal gra-
fieken is goed te doen (zie Figuur 1
links, nu gemaakt met GeoGebra), maar de
vervolgvraag om de nulpunten van f met
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Figuur 1 Grafieken met GeoGebra (links) en nulpunten met Wolfram Alpha (rechts) van f(z) = 2%+ bz + 1.
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behulp van het CAS uit te drukken in de
parameter b is weerbarstig. Dit lijkt in prin-
cipe heel eenvoudig met computeralgebra
(zie Figuur 1 rechts voor de aanpak met
Wolfram Alpha), maar in praktijk liepen de
leerlingen tegen heel wat obstakels aan,
bijvoorbeeld:

— Ze moeten inzien dat Solve gebruikt kan
worden om een variabele uit te drukken
in andere variabelen en hier dus leidt
naar de oplossing van het probleem. Ze
moeten dus de betekenis van oplossen
verruimen: het betekent niet alleen een
getal vinden, maar ook een variabele
isoleren.

— Ze moeten de syntax van het Solve-
commando kennen. Sommige leerlingen
vergeten bijvoorbeeld de ‘=0’ aan het
einde, omdat ze zich het verschil tus-
sen een expressie en een vergelijking
onvoldoende realiseren. Wolfram Alpha
zou dit wel accepteren, maar de TI-89
die de leerlingen toen gebruikten niet.

— Ze moeten zich realiseren dat een ver-
gelijking altijd naar een onbekende
wordt opgelost en dat je, als er meer
kandidaat-onbekenden zijn, moet aan-
geven welke je kiest.

— Ten slotte moeten ze een algebraische
uitdrukking als oplossing beschouwen
en daar verstandig naar kunnen kijken.
Veel leerlingen bleken bijvoorbeeld niet
in staat om de oplossing correct, met
de goede reikwijdte van het wortelte-
ken, over te schrijven in hun schrift.

Wat leren we van dit voorbeeld? Het toont
aan dat geavanceerd gereedschap in han-
den van een nieuwe gebruiker niet vanzelf-
sprekend tot succes leidt: die gebruiker
moet daarvoor immers over de kennis en
vaardigheid beschikken om te herkennen
waarvoor je het gereedschap kunt gebrui-
ken bij het gegeven probleem en hoe je
dat dan aanpakt. Dit is waar instrumenta-
tietheorie in beeld komt.
Instrumentatietheorie onderscheidt arte-
fact (het ‘ding’, het gereedschap, in dit ge-
val een computeralgebraomgeving zoals de
TI-89 of Wolfram Alpha) en instrument [5].
We spreken pas van een instrument als
er een betekenisvolle relatie ontstaan is
tussen het artefact en de gebruiker voor
het uitvoeren van een bepaald type ta-
ken. Eenvoudiger gezegd: als de leerling
in dit voorbeeld voldoende wiskundige
kennis en technische vaardigheid verwerft
om te weten dat én hoe het gereedschap

gebruikt kan worden om het wiskundige
probleem op te lossen, is sprake van een
instrument. Dit leerproces, dat instrumen-
tele genese heet, vindt niet vanzelf plaats.
Het omvat het opbouwen van een reper-
toire aan technieken en zogeheten instru-
mentatieschema’s om het gereedschap
voor een bepaald doel te gebruiken. Bij dit
type symbolische rekenmachines behelst
zo’n repertoire bijvoorbeeld technieken om
grafieken goed in beeld te brengen, om
snijpunten en nulpunten te benaderen, om
vergelijkingen op te lossen, om afgeleide
functies te bepalen, et cetera. Wat van cru-
ciaal belang is in instrumentatietheorie, is
dat die instrumentatieschema’s niet alleen
maar technisch van aard zijn, maar ook
wiskundige kennis omvatten. Het lijstje
van problemen van leerlingen hierboven
bevat duidelijk inzichtelijke elementen,
zoals het opvatten van oplossen als isole-
ren en het uitbreiden van het begrip ‘op-
lossing’ met algebraische uitdrukkingen.
De technische en de inhoudelijke ontwik-
keling gaan dus hand-in-hand en hebben
elkaar nodig.

Als het dan zo lastig is, die computeral-
gebra, waarom zou je deze jonge leerlin-
gen dan daarmee lastigvallen? Behalve dat
dergelijke tools nu eenmaal voor iedereen
beschikbaar zijn en elke leerling Wolfram
Alpha of GeoGebra CAS kan gebruiken, is
de belangrijkere reden gelegen in de kan-
sen die het biedt tot leren: natuurlijk lopen
de leerlingen in het bovenstaande voor-
beeld tegen problemen aan, maar die zijn
ook aanleiding om werkelijk over wiskunde
na te denken: wat is het verschil tussen
een vergelijking en een expressie, wat is
oplossen eigenlijk, wat is een oplossing?
Door de wisselwerking tussen wiskundige
kennis en technische vaardigheid didac-
tisch uit te buiten, kan het gebruik van ICT-
tools niet alleen werk uit handen nemen,
maar ook het leren bevorderen.

De clou van instrumentatietheorie is dat
dit leerproces, deze instrumentele genese,
complex is. De waarde van de theorie— die
overigens meer omvat dan wat ik hier
kort beschrijf —is naar mijn idee dat die
het subtiele samenspel tussen wiskundig
denken en technische vaardigheid bij het
gebruik van wiskundig gereedschap bo-
ven tafel haalt. Problemen van leerlingen
bij het werken met ICT kunnen vaak in
termen van instrumentatietheorie worden
begrepen: een mismatch tussen technische
aanpak en wiskundig inzicht.

Tegelijkertijd kent instrumentatietheorie
ook beperkingen: ze is vooral toegepast in
situaties met leerlingen van hoog niveau
en met geavanceerde tools, en wiskunde
wordt daarbij veelal gezien als een cere-
brale activiteit, waarin lichamelijke ervarin-
gen geen rol spelen. De tweede theoreti-
sche lens, die van belichaamde cognitie,
komt aan deze beperkingen tegemoet.

Belichaamde cognitie
We beginnen weer met een voorbeeld, nog-
maals over parabolen. De twee schermen
in Figuur 2 tonen een opdracht in het ‘em-
bodied design genre’ [1], ontworpen door
Anna Shvarts in de Digitale Wiskunde-
Omgeving (zie www.numworx.nl). In het
linker scherm zien we een driehoek. Het
meest rechtse punt daarvan ligt vast, terwijl
het punt linkshoven kan bewegen. Het on-
derste punt van de driehoek is de projectie
van het bovenste op een vaste horizontale
lijn. Met de vinger kan de leerling het punt
linksboven op het touchscreen bewegen.
De projectie beneden en de driehoek ver-
anderen dan mee. Daarbij verspringt de
kleur: als de driehoek gelijkbenig is vanuit
het punt linksboven, is die groen (zie rech-
ter scherm) en anders rood. In wiskundige
termen: de driehoek is precies dan groen
als het bewegende punt ligt op de gestip-
pelde parabool, bepaald door de horizon-
tale rechte als richtlijn en het vaste punt
als brandpunt. Deze parabool is echter niet
zichtbaar voor de leerling, maar is hier voor
de lezer toegevoegd. De opdracht voor de
leerling, die dus niet weet van de onder-
liggende parabool of de gelijkbenigheid, is
om het punt zo te bewegen dat de driehoek
groen blijft. Dit is motorisch nog best las-
tig: om de driehoek gelijkbenig te houden,
moet de beweging van je vinger doorlo-
pend gericht zijn op het midden van de
overstaande zijde van de driehoek, die zelf
meebeweegt. Dit vraagt een goede oog-
handcodérdinatie. (Probeer het zelf uit op
https://fembodieddesign.sites.uu.nl/activity.
Kies onder Functies voor Activity 2.) De
analyse van oogbewegingen van leerlin-
gen laat inderdaad sprongen zien tussen
het beweegbare punt en het overstaande
midden [11]. De vervolgvraag aan de leer-
ling is om de driehoek niet alleen met een
vloeiende beweging groen te houden, maar
tevens te beschrijven welke onderliggende
regel de kleur van de driehoek bepaalt [10].
Wat leert ons dit voorbeeld? Het laat
zien dat het met de huidige technologie
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Figuur 2 De parabool ‘in de vingers’ (zie [11] en youtu.be/JHiHIFdUGtw voor een animatie).

— in dit geval een touchscreen als hardware
en de Digitale WiskundeOmgeving als soft-
ware — mogelijk is om leerlingen op een
fysieke manier kennis te laten maken met
wiskundige fenomenen. De opgave geeft
leerlingen een sensomotorische ervaring
met de baan van het punt dat de driehoek
‘gelijkbenig moet houden’. Een ervaring die
de basis kan vormen voor het parabool-
begrip, dat leerlingen nu al enigszins ‘in de
vingers krijgen’, in de zin van de dynami-
sche coordinatie tussen waarneming met
het oog en beweging van de vinger. Dit is
waar de theorie van belichaamde cognitie
in beeld komt.

Het uitgangspunt in de theorie van beli-
chaamde cognitie is dat cognitie niet wordt
beschouwd als iets wat uitsluitend huist in
je hoofd en van daaruit de regie voert over
het lichaam. Hoofd en lichaam worden niet
gezien als dualiteit, maar als een geinte-
greerd functioneel systeem. Cognitie staat
daarmee niet los van waarnemen en han-
delen, maar is ingebed in sensomotorische
vaardigheden en omvat de cyclische inter-
actie tussen waarneming en handeling [2].
Kennis zit dus ook in de vingers, zogezegd.
Zelfs in een abstract vak als wiskunde vin-
den begrippen en ideeén hun wortels in
fysieke waarnemings- en handelingserva-
ringen, in sensomotorische acties die het
fundament vormen voor conceptuele me-

)

taforen [8]. In het voorbeeld hierboven
gaat het codrdineren van waarneming en
beweging dus samen met het leren over
gelijkbenige driehoeken als aanloop naar
parabolen.

De clou van de theorie van belichaamde
cognitie — waar nog veel meer over te zeg-
gen valt dan deze rudimentaire schets —is
dat die er ons op wijst dat we in het wis-
kundeonderwijs de rol van waarneming en
motorische activiteit vaak vergeten en ver-
waarlozen. De vraag die deze theorie ons
opdringt, is of we het leren van wiskunde
kunnen bevorderen door deze aspecten
meer plaats te geven in het onderwijs.
En misschien kan ICT-gereedschap daarbij
zelfs een helpende hand bieden?

Belichaamde instrumentatie
Als de kracht van instrumentatietheorie is
om de wisselwerking te benadrukken tus-
sen de techniek om gereedschap te gebrui-
ken en de daarbij behorende wiskundige
inzichten, en als belichaamde cognitie er
terecht op wijst dat het sensomotorische
activiteiten zijn die tot cognitie leiden, hoe
kunnen deze twee elkaar dan aanvullen
waar het gaat om ICT-gebruik in de wis-
kundeles?

Eerst weer een voorbeeld, nu over go-
niometrie. Figuur 3 toont een opdracht,
ontworpen in de Digitale WiskundeOmge-

0.5

ving door Rosa Alberto [3,4]. In het linker
plaatje ziet u de eenheidscirkel en de gra-
fiek van de sinusfunctie, met op elk een
beweeghaar punt. De leerling, die de si-
nusfunctie nog niet kent, beweegt de twee
punten met twee handen op het multi-
touchscherm. Net als bij het voorbeeld in
Figuur 2 geeft het scherm feedback: als de
twee punten met elkaar corresponderen,
dus als de sinus van de hoek in de een-
heidscirkel gelijk is aan de waarde van de
sinus voor het bijbehorende punt op de
horizontale as, dan wordt het kader groen
en anders is het rood. De vraag aan de
leerling is om de twee handen gelijktijdig
vloeiend te bewegen over de cirkel en de
grafiek zodat het kader groen blijft. Deze
activiteit vraagt om een sensomotorische
coordinatie om de twee punten op dezelf-
de hoogte te houden, en geeft de leerling
naar verwachting gevoel voor dit samen-
spel van bewegingen. Net als bij de pa-
rabool in Figuur 2 geeft dit aanleiding tot
vervolgopdrachten. Als mogelijk eindpunt,
dat aansluit bij de geobserveerde horizon-
tale ooghewegingen van leerlingen, ziet u
in het rechter plaatje in Figuur 3 een toe-
gevoegde horizontale lijn, die de leerling
omhoog en omlaag kan schuiven om op
die manier goniometrische vergelijkingen
zoals sin(z) =05 op te lossen in zowel
eenheidscirkel als sinusgrafiek. Deze aan-
pak lijkt veel op de grafische manier om
vergelijkingen op te lossen die leerlingen
veel toepassen met de grafische rekenma-
chine. Zo kunnen we dus verband leggen
tussen de eerste sensomotorische ervarin-
gen met de sinusgrafiek en de standaard
instrumentatieschema’s die leerlingen ont-
wikkelen met de grafische rekenmachine
in de tweede fase van havo en vwo. Een
schema dat algemeen van toepassing is bij
het grafisch oplossen van vergelijkingen
van de vorm f(z) = ¢, of zelfs f(z) = g(z),
en waarbij het beeld is dat je de snijpun-

Figuur 3 De sinusgrafiek ‘in de vingers’ (zie [4] en youtu.be/1e0U4XyyHmg voor een animatie).
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ten zoekt van de grafieken van het linker-
en het rechterlid.

Wat leren we van dit voorbeeld? Het
geeft aan dat ICT-gereedschap gebruikt
kan worden voor het opdoen van fysieke
ervaringen die de basis vormen voor cogni-
tie, in lijn met de theorie van belichaamde
cognitie. Vervolgens kunnen die ervaringen
ook leiden tot de vorming van schema’s en
standaardtechnieken die gebruikt kunnen
worden voor het oplossen van wiskundige
problemen, in lijn met instrumentatiethe-
orie. De samenspraak tussen deze twee
perspectieven in leertrajecten, die ik beli-
chaamde instrumentatie noem, lijkt me een
vruchtbare benadering van de inzet van ICT
in wiskundeonderwijs: enerzijds dragen
ICT-tools bij aan embodied ervaringen als
basis voor cognitie, en anderzijds ontstaan
standaardtechnieken en schema’s voor het
oplossen van wiskundige problemen [6].
Belichaamde instrumentatie benadrukt het
instrumentele karakter van sensomotori-
sche ervaringen en de lichamelijke basis
van instrumentatieschema’s. Deze schema’s
zitten dan niet zozeer in het hoofd, maar
omvatten ook sensomotorische interacties,
en zitten dus ook ‘in de vingers’. Daarmee
richt belichaamde instrumentatie zich dus
op de simultane ontwikkeling van senso-
motorische ervaringen, technieken om
tools te gebruiken en wiskundige cognitie.
De kunst is dan om lijnen van leeractivitei-
ten te ontwerpen waarin zowel de fysieke
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