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Zelfs als de elliptische kromme een ver-
gelijking heeft met coëfficiënten in Q, zijn 
de l-torsiepunten in het algemeen niet ra-
tionaal. Ze worden gepermuteerd door de 
Galoisgroep. Deze werkt via de automorfis-
mengroep GL ( / )lZ Z2  op [ ]E l . Als het beeld 
van de Galoisgroep in GL ( / )lZ Z2  triviaal 
is, dan betekent dat precies dat de punten 
in [ ]E l  rationale coördinaten hebben. Als 
het beeld klein is, dan zijn de coördina-
ten algebraïsche getallen van kleine graad. 
Voor een speciale klasse van elliptische 
krommen, de zogenaamde CM-krommen, 
is het beeld inderdaad klein. Dit wordt 
veroorzaakt door de extra symmetrieën 
die CM-krommen hebben. De Galoisgroep 
moet deze respecteren.

Maar in het algemeen is het beeld van de 
Galoisgroep in GL ( / )lZ Z2  juist heel groot. 
De stelling van Serre maakt dit precies: voor 
een gegeven elliptische kromme die niet een 
CM-kromme is, het beeld van de Galoisgroep 
voor grote priemgetallen l, gelijk is aan 
GL ( / )lZ Z2 . De stelling van Serre bevestigt 
de filosofie die zegt dat als er geen evidente 
restricties op het beeld van de Galoisgroep 
zijn (zoals bij CM-elliptische krommen), het 
beeld meestal zo groot mogelijk is. Het 
beeld van de Galoisgroep in GL ( / )lZ Z2  is 
voor heel veel elliptische krommen en prie-
men uitgerekend. Voor kleine priemen l ge-
beurt het regelmatig dat het strikt kleiner is 
dan GL ( / )lZ Z2 , maar voor grote l komt dat 
heel zelden voor. Serre stelde de vraag of er 

bijzonder voor de punten van priemorde l. 
Deze l-torsiepunten vormen een onder-
groep [ ]E l , die isomorf is met / /l lZ Z Z Z# .

Het uniformiteitsvermoeden van Serre
In de tweede helft van de twintigste eeuw 
zijn elliptische krommen een steeds grote-
re rol gaan spelen in getaltheoretisch on-
derzoek. Een hoogtepunt was het bewijs 
in 1995 van Andrew Wiles van één van de 
hoofdvermoedens in de theorie en de toe-
passing hiervan op de Laatste Stelling van 
Fermat. Er zijn nog steeds veel belangrijke 
open vragen. De bekendste is misschien wel 
het vermoeden van Birch en Swinnerton- 
Dyer. Het staat naast het Riemannvermoe-
den in de lijst van zeven ‘million dollar 
problems’ van het Clay Institute.

Het jaar 1972 was belangrijk voor de 
ontwikkeling van de theorie. In dat jaar 
publiceerde de Franse wiskundige Jean- 
Pierre Serre — Fields-medaille, ICM Amster-
dam 1954 — een artikel dat grote invloed 
zou hebben [8]. Serre bewees in dit artikel 
een stelling over torsiepunten van ellipti-
sche krommen. Torsiepunten hebben ein-
dige orde in de groep van punten op een 
elliptische kromme E. Ze spelen een be-
langrijke rol in de theorie. Dit geldt in het 
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De eerste familie bestaat uit de beken-
de modulaire krommen ( )X l0 . De methoden 
ontwikkeld door Mazur in zijn studie van de 
krommen ( )X l0  in het ‘Eisenstein ideal’-arti-
kel [7] uit 1977 bleken in staat om ook het 
eerste geval van het uniformiteitsvermoe-
den van Serre te bewijzen. De methode van 
Mazur is een uiterst verfijnde versie van de 
klassiek descent-methode. Deze methode 
om diofantische vergelijkingen op te lossen 
gaat terug op Fermat. Mazur kreeg eerst 
de Coleprijs voor zijn artikel, en een paar 
decennia later ook de Steeleprijs.

Aan de status van het probleem voor de 
andere twee families — split Cartan en non-
split Cartan — veranderde in de jaren na 
1977 niet veel. Pas in 2012 gebeurt er weer 
iets. Dan bewijzen Yuri Bilu en Pierre Parent 
[2], dat er ook in het split Cartan geval 
een uniforme grens is. Zij gebruikten een 
methode van Runge. Carl Runge was een 
toegepast wiskundige uit het begin van de 
vorige eeuw. In het enige artikel dat hij ooit 
over getaltheorie publiceerde, beschrijft hij 
een efficiënte methode om gehele oplos-
singen van vergelijkingen te vinden. Omdat 
Mazur, Momose, Bilu en Parent al hadden 

gerelateerd zijn aan de krommen ( )X l . De 
modulaire krommen die relevant zijn voor 
het uniformiteitsvermoeden van Serre heb-
ben vergelijkingen met rationale coëfficiën-
ten. Meestal hebben ze evidente rationale 
punten, zoals spitsen of CM-punten. De 
laatste worden ook wel Heegnerpunten 
genoemd en corresponderen met CM-ellip-
tische krommen. Het uniformiteitsvermoe-
den van Serre laat zich nu vertalen in een 
diofantisch probleem. De vraag is namelijk 
of deze modulaire krommen ook exotische 
rationale punten hebben. De verwachting 
is, dat als er geen evidente redenen zijn 
voor het bestaan van extra rationale pun-
ten, dat ze ze dan, op eindig veel uitzon-
deringen na, ook niet hebben.

Het vermoeden van Serre valt op een 
natuurlijke manier uiteen in drie gevallen: 
drie families van modulaire krommen. Deze 
trichotomie vinden we al in het bewijs van 
de stelling van Serre uit 1972. Elke familie 
bestaat uit oneindig veel krommen: één 
kromme voor elk priemgetal l. De krom-
men worden steeds ingewikkelder naarma-
te l groter wordt. In het bijzonder groeit 
het geslacht met l.

een uniforme grens bestaat, zodat voor alle 
elliptische krommen en alle priemen groter 
dan die grens, het beeld van de Galoisgroep 
gelijk is aan GL ( / )lZ Z2 . Dit is het ‘uniformi-
teitsvermoeden’ van Serre.

Modulaire krommen
Modulaire krommen zijn 1-dimensionale 
parameterruimten. Ze parametriseren iso-
morfieklassen van elliptische krommen, 
eventueel met wat extra structuur die met 
torsiepunten te maken heeft. Het eenvou-
digste voorbeeld is de j-lijn. Elke ellipti-
sche kromme E heeft een zogenaamde 
j-invariant. Dat is een complex getal, dat 
E karakteriseert als kromme over C. Daar-
om parametriseert de j-lijn alle elliptische 
krommen over C. Andere voorbeelden zijn 
de krommen ( )X l . Deze parametriseren el-
liptische krommen samen met een basis 
voor de 2-dimensionale /lZ Z-vectorruimte 
[ ]E l  van l-torsie punten.
Elliptische krommen waarvoor de l-tor-

siepunten de eigenschap hebben dat het 
beeld van de Galoisgroep in GL ( / )lZ Z2  
klein is, geven aanleiding tot rationale 
punten op zekere modulaire krommen die 

Figuur 1 De vervloekte kromme ( ) ( ) ( )y x y y x y y x y y y3 1 2 1 2 03 2 2 2 3 2- + + - + + - - + - = .
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Hier is J de Jacobiaan van de kromme X en  
staat Qp voor het lichaam van de p-adische 
getallen. We nemen aan dat X minstens 
één rationaal punt heeft en gebruiken dat 
om X via de Abel–Jacobi-afbeelding in J in 
te bedden. Dan krijgen we een commuta-
tief diagram:
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De Qp-vectorruimte ( )J Q Qp p7  rechtson-
der heeft dimensie g. Wegens de stelling 
van Mordell–Weil is ( )J Q  een eindig voort-
gebrachte abelse groep van, zeg, rang r. 
De dimensie van ( )J Q Qp7  is dus op zijn 
hoogst r. Als het nu zo is dat r g< , dan is 
het beeld van ( )J Q Qp7  een echte deel-
ruimte van ( )J Q Qp p7 . Dat betekent dat 
er een niet triviale lineaire vorm f bestaat, 
die nul is op het beeld van ( )J Q Qp7  
en dus ook op het beeld van de verza-
meling ( )X Q  van rationale punten. Omdat 
de groep voortgebracht door de p-adische 
punten van ( )X Qp  dicht ligt in de p-adi-
sche topologie van ( )J Q Qp p7 , is f ook 
niet-triviaal op ( )X Qp  en heeft maar eindig 
veel nulpunten in de 1-dimensionale verza-
meling ( )X Qp . Als er nu een expliciete li-
neaire vorm f voorhanden is, dan kan men 
de nulpunten van f in ( )X Qp  bepalen en 
checken of het punten in ( )X Q  zijn.

De conditie r g<  is cruciaal. Echter, de 
krommen ( )X lns  uit de derde familie van het 
uniformiteitsvermoeden van Serre, voldoen 
hier geen van alle aan. Dat geldt in het bij-
zonder voor de vervloekte kromme ( )X 13ns . 
In dat geval is r gelijk aan g. Minhyong 
Kim, wiskundige in Oxford, liep al jaren 
rond met ideeën om de Chabauty-methode 
te modificeren, zodat deze ook zou kun-
nen werken als r g$ . Zijn idee was om 
in een ruimte te werken die groter is dan 

me ( )X lns  en de vraag is of er, afgezien van 
de voorspelbare CM-punten, nog andere, 
exotische, rationale punten zijn.

Voor de kleine priemen , , , ,l 2 3 5 7 11=  is 
de situatie eenvoudig en helemaal onder 
controle. Er zijn dan oneindig veel rationa-
le exotische punten. Voor l 13$ , heeft elke 
kromme ( )X lns  maar eindig veel rationale 
punten en het is niet onredelijk te vermoe-
den dat dit alleen maar CM-punten zijn.

Het eerste interessante geval is ( )X 13ns . 
Dit is de kromme die David Zureick-Brown 
een paar jaar geleden de ‘vervloekte krom-
me’ is gaan noemen. Het is een vierde-
graads kromme in het vlak. De vergelijking 
is in 2010 uitgerekend door Burcu Baran. 
De grafiek staat in Figuur 1. Er zijn vier evi-
dente rationale punten: ( , )0 0 , ( , )0 1 , ( , )1 0  
en ( , )1 0- . Er zijn ook nog drie rationale 
punten in oneindig. Deze worden zichtbaar  
als we de kromme in het projectieve vlak 
inbedden. Deze zeven punten zijn allemaal 
CM-punten. De vraag is of er ook nog exo-
tische rationale punten zijn. In 2016 kon 
dit probleem met geen enkele bekende 
methode opgelost worden.

Niet-abelse Chabauty
In 1983 bewees Gerd Faltings het vermoe-
den van Mordell: een kromme van geslacht  
g 2$  heeft maar eindig veel rationale pun-
ten. Dit spectaculaire resultaat bezorgde 
Faltings in 1986 de Fieldsmedaille. Toch is 
het niet het laatste woord over deze mate-
rie. De stelling van Faltings is namelijk niet 
effectief. Dat wil zeggen dat, gegeven een 
expliciete kromme, zijn bewijs geen grens 
geeft op het aantal rationale punten of op 
de grootte van hun coördinaten.

De klassieke methode van Chabauty, 
die we al eerder noemden, is wel effectief. 
Maar helaas werkt deze niet altijd. Het idee 
is als volgt. We kiezen een priemgetal p en 
werken in de Qp-vectorruimte ( )J Q Qp p7 . 

bewezen dat in het split Cartan-geval alle 
rationale oplossingen vanzelf geheel moes-
ten zijn, konden Bilu en Parent de methode 
van Runge toepassen.

De vervloekte kromme
Na 2012 was er dus alleen nog het derde 
geval, de non-split Cartan-familie over. Dit  
leek tot voor kort hopeloos. Alle metho-
den die gebruikt waren in de andere twee 
gevallen, konden om hele fundamentele 
redenen niet werken in dit geval. Er is een 
natuurlijke manier om de rationale punten 
van een kromme C te zien als deelverza-
meling van de groep van punten van de 
Jacobi-variëteit van C. Als die groep klein 
is, dan zijn er methoden om de rationale 
punten op de kromme C te bepalen. In het 
derde geval van het uniformiteitsvermoe-
den van Serre, is die groep echter vreselijk 
groot.

De descent-methode van Mazur is daar-
om bijvoorbeeld onbruikbaar. Hetzelfde 
geldt voor de klassieke p-adische metho-
de die Claude Chabauty [3], een van de 
vroege leden van de Bourbaki-groep, in de 
jaren veertig van de vorige eeuw ontwik-
kelde. In het derde geval is er ook geen 
a priori-reden om aan te nemen dat de ra-
tionale punten geheel zouden zijn. Daarom 
is de methode van Alan Baker (linear forms 
in logarithms) niet geschikt. Het is ook een 
van de redenen waarom de methode van 
Runge niet kan werken. En met deze vier 
methoden is het lijstje van beschikbare 
methoden wel zo’n beetje uitgeput...

Deze wanhopige situatie is perfect ter-
rein voor de experimentele computationale 
getaltheoreticus. Als we het niet kunnen 
bewijzen, dan gaan we de kleinste niet-tri-
viale gevallen doorrekenen. In het non-split 
Cartan-geval hebben we te maken met een 
oneindige familie diofantische vergelijkin-
gen. Voor elk priemgetal l is er een krom-

Carl Runge Claude Chabauty Alan Baker Barry Mazur
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Het zijn inderdaad precies de zeven voor-
spelbare CM-punten. 

Terwijl de klassieke methode van Cha-
bauty gebruikmaakt van een abelse quo-
tiënt van de fundamentaalgroep, werken 
Balakrishnan, Dogra, Müller, Tuitman en  
Vonk met het eenvoudigste niet-abelse 
unipotente quotiënt. Deze aanpak heet 
quadratic Chabauty. Het is belangrijk dat r 
precies gelijk is aan g, en dat de Jacobiaan 
van ( )X 13ns  een grote endomorfismenring 
heeft. De auteurs kiezen p 17= . De bere-
keningen worden uitgevoerd in termen van 
de p-adische hoogtes van Jan Nekovář en 
met behulp van computerprogramma’s om 
p-adische differentiaalvergelijkingen op te 
lossen. En het werkt! Dit is een spectacu-
laire stap in de theorie van de diofantische 
vergelijkingen.

Toevallig hebben alle auteurs van [1] 
wel iets met Nederland te maken. Jan Tuit-
man is zelfs een Nederlander. Hij werkt in 
Leuven. Jennifer Balakrishnan was een stu-
dente van Kiran Kedlaya, die een student 
van onze Johan de Jong was, toen die nog 
bij MIT werkte. Steffen Müller is UD in Gro-
ningen en Netan Dogra was een paar jaar 
geleden post-doc in Nijmegen. Jan Vonk 
ten slotte, is een Vlaamse zuiderbuur, die 
volgend jaar in Leiden komt werken. s

Na jaren werk is de methode van Kim 
nu eindelijk toegepast op een expliciete 
kromme, en wel op de vervloekte kromme 
( )X 13ns , waarvoor alle bekende methoden 

faalden. In een recente preprint [1] be-
schrijven Jennifer Balakrishnan, Netan Do-
gra, Steffen Müller, Jan Tuitman en Jan Vonk 
de berekeningen die ze met Kims methode 
gedaan hebben om de rationale punten op 
de modulaire kromme ( )X 13ns  te bepalen. 

( )J Q Qp p7 , zodat het beeld van ( )X Q  
toch weer in een echte deelruimte terecht-
komt. Dit betekent dat de rationale punten 
van X dus weer in de eindige verzameling 
nulpunten van een p-adisch analytische 
functie op ( )X Qp  bevat zijn. Omdat de Ja-
cobiaan gerelateerd is aan het abelse stuk 
van de étale fundamentaalgroep, zocht en 
construeerde Kim zo’n ruimte in de funda-
mentaalgroep. Zie [4, 5, 6].
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