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Computational thinking -
een vooruitblik op het wiskundeonderwijs
van de toekomst

Wie te maken heeft met het voortgezet wiskundeonderwijs, zal in de komende jaren on-
getwijfeld op enig moment de term ‘computational thinking’ langs horen komen. Deze ver-
zamelnaam voor een verscheidenheid aan competenties op het raakvlak van wiskunde en
informatica zou wel eens een behoorlijke stempel kunnen gaan drukken op het onderwijs
van de toekomst. Mark Timmer (gepromoveerd theoretisch informaticus, wiskundedocent
en vakdidacticus wiskunde) en Jos Tolboom (gepromoveerd wiskundedidacticus en leer-
planontwikkelaar wiskunde en informatica) geven u alvast een voorproefje van wat eraan

zit te komen.

Hoewel het vakgebied wiskunde zich lastig
laat definiéren, heerst er algemene con-
sensus dat wiskunde gaat over patronen,
verbanden en structuren —in de praktijk
veelal met het doel om bepaalde (al dan
niet kwantificeerbare) vraagstukken op te
lossen. Steeds vaker worden praktische
problemen die met wiskundige technieken
kunnen worden aangepakt dusdanig com-
plex, dat handmatig algebraisch-analytisch
oplossen niet meer tot de mogelijkheden
behoort en de computer moet worden in-
geschakeld. Om dat voor elkaar te krijgen
moeten we uiteraard beschikken over de
technische vaardigheden om die computer
daadwerkelijk aan het werk te zetten (zoals
programmeren), maar voorafgaand aan het
concrete programmeerwerk zal eerst goed
moeten worden nagedacht over 6f, en zo
ja, hoe, het probleem {iberhaupt — even-
tueel ten dele — geautomatiseerd kan
worden opgelost. Deze eerste stap wordt
sinds enkele jaren aangeduid met de term
computational thinking (ook wel compu-
tationeel denken genoemd) [1,6,8]. De

belangrijkste bron van het achterliggende
gedachtengoed is het werk van Seymour
Papert [3], dat de rol van computeronder-
steuning voor probleemoplossen in wis-
kundige situaties expliciet beschrijft.

Computational thinking

Door een van grondleggers van het con-
cept wordt computational thinking om-
schreven als [7]: “The thought processes
involved in formulating a problem and ex-
pressing its solution(s) in such a way that
a computer —human or machine — can
effectively carry out.” Te denken is hier-
bij onder andere aan decompositie (een
probleem slim in kleinere deelproblemen
opsplitsen), abstractie (het weglaten van
overbodige details) en algoritmiek (het
formuleren van een oplossingsstrategie
op een manier die door computers uit te
voeren is). Ook het analyseren van en re-
flecteren op de efficiéntie van algoritmen
(computationele complexiteit) wordt als
een deelvaardigheid van computational
thinking gezien [2].

Curriculum.nu, het landelijke vernieu-
wingsproject dat richting geeft aan de
toekomst van het basis- en voortgezet on-
derwijs, noemt computational thinking in
het ontwerpteam ‘Digitale geletterdheid’
als een van de vier pijlers van digitale ge-
letterdheid — naast basis [CT-vaardigheid,
informatievaardigheid en mediawijsheid.
Hoewel de eerdergenoemde aspecten van
computational thinking traditioneel vaak
onder het vakgebied van de informatica
worden geschaard, leent ook het vak wis-
kunde in het voortgezet onderwijs zich pri-
ma om leerlingen te onderwijzen in compu-
tational thinking. Het ligt voor de hand om
daar gebruik van te maken, aangezien niet
alle leerlingen het vak informatica volgen.
Onderwijsactiviteiten gericht op compu-
tational thinking passen bovendien goed
binnen het thema ‘wiskundige denkactivi-
teiten’, dat in het huidige wiskundecurri-
culum van havo en vwo al het uitgangs-
punt vormt voor het vormgeven van het
examenprogramma in de concrete domei-
nen (en dat met aspecten als probleem-
oplossen, analytisch denken, abstraheren
en modelleren ook zeker overlap vertoont
met computational thinking).

Ruiken aan de grenzen van de wetenschap
Leerlingen in het voortgezet onderwijs
lijken vaak weinig gevoel te hebben
voor het feit dat wiskunde nog constant
in ontwikkeling is. Veel van de technie-
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ken die op school aan bod komen zijn
al eeuwen oud, en het feit dat ze ooit
door iemand zijn ‘uitgevonden’ komt niet
vaak aan bod. Dit kan ervoor zorgen dat
leerlingen wiskunde als een statisch ge-
geven gaan beschouwen, wat niet uitno-
digend werkt voor een carriére in de wis-
kunde, in onderwijs, wetenschap of het
bedrijfsleven.

Computational thinking biedt naar ons
idee perspectieven om een bijdrage te
leveren aan het dynamische imago van
de wiskunde. Immers, als we kijken naar
de grenzen van de wetenschap en het
bedrijfsleven, dan ligt de uitdaging vaak
minder in het daadwerkelijk programmeren
van wiskundige hulpmiddelen om bepaal-
de problemen op te lossen, maar meer in
het begrijpen en analyseren van die pro-
blemen en het herformuleren ervan op een

dusdanige manier dat eraan gerekend kan
worden — computational thinking dus.

Een mooie illustratie van de plaats van
computational thinking aan de grens van
de wetenschap vinden we in het promotie-
onderzoek van de eerste auteur. Onder de
noemer ‘probabilistic model checking’ deed
hij onderzoek naar efficiéntieverbetering
van technieken om automatisch bepaalde
kwantitatieve eigenschappen van protocol-
len of systemen te berekenen [4]. Dergelij-
ke onderwerpen uit de theoretische infor-
matica vragen om een mix van wiskundige
modelleerconcepten om de werkelijkheid
om te zetten in een handzaam formaat (zo-
als procesalgebra), wiskundige bewijstech-
nieken om te kunnen redeneren over de
correctheid van efficiéntieverhogende her-
schrijfregels, en technische vaardigheden
om dit alles in de praktijk te brengen in

de vorm van een implementatie waarmee
miljoenen toestanden van een systeem in
korte tijd doorgerekend kunnen worden.
Als we leerlingen alvast een kijkje kunnen
geven in de keuken van dergelijke projec-
ten, door hen kennis te laten maken met
wiskundige denkwijzen en technieken die
benodigd zijn om op zo’n manier wiskun-
de in de praktijk te kunnen brengen, dan
hopen we ze te kunnen enthousiasmeren
om zelf ook met wiskunde aan de slag te
willen gaan aan de grenzen van de weten-
schap. Er is immers nog genoeg te doen.

Ontwikkeling van onderwijsmateriaal

Aan concrete plannen voor een inbedding
van computational thinking in het wiskun-
decurriculum van de toekomst wordt mo-
menteel nog gewerkt, maar het ligt voor de
hand dat alle wiskundedocenten (in ieder

Een voorbeeld van lesmateriaal over computational thinking

In de opdracht van Van der Meulen gaan leerlingen onder andere
aan de slag met het plannen van taken die sequentieel op één
machine moeten worden uitgevoerd. Hierbij dienen ze rekening
te houden met de lengte van iedere taak (processing time p),
het tijdstip waarop de taak beschikbaar komt (release date )
en het uiterste moment waarop de taak klaar dient te zijn (due
date d). Zie Tabel 1 voor een illustratie van dergelijke gegevens
voor een drietal taken.

taak: | 1 2 3

D 5 6 5
0 4 2
d 15 | 11 | 12

Tabel 1 Drie taken.

Op basis van dit soort informatie moet bedacht worden in
welke volgorde de taken het best kunnen worden uitgevoerd,
waarbij eerst ook nagedacht wordt over een optimalisatiecri-
terium. Het blijkt immers niet mogelijk om alle taken voor hun
deadline af te krijgen. Te denken is aan het minimaliseren van
het aantal taken dat te laat is, het minimaliseren van de totale
vertraging van alle taken die te laat zijn of het minimaliseren
van de maximale vertraging van de taken die te laat zijn. Via
realistische bedrijfsscenario’s wordt aannemelijk gemaakt dat
hier geen eenduidige beste keus in is.

Uiteindelijk gaan leerlingen aan de slag met de maximale
vertraging, aangeduid met L., (waarbij de L komt van ‘late-
ness’). In het bovenstaande voorbeeld geldt bijvoorbeeld voor
volgorde 123 dat L., =4, en voor de optimale volgorde 321
geldt L., = 3. Leerlingen worden aan het denken gezet over de
hoeveelheid werk om alle mogelijke volgordes door te rekenen,
wat bij drie taken vanzelfsprekend prima te doen is, maar bij
twintig taken al astronomisch veel tijd zou kosten. Leerlingen

gaan daarom aan de slag met heuristieken, waarbij op een effi-
ciénte wijze een oplossing wordt gevonden die hopelijk (bijna)
optimaal is, maar waarvan dat niet gegarandeerd kan worden.

tot de beste oplossing leidt, is hierbij een mooie wiskundige

snel ondoenlijk wordt en heuristieken niet altijd tot de perfecte

Voor een uitgebreide uitleg over deze wiskundige techniek en de

taken —in een boomstructuur geplaatst worden, waarbij iedere
vertakking meer vastlegt betreffende de volgorde van de taken

worden vaak drastisch worden beperkt, zonder dat optimale op-

van een slimme aanpak, waarbij wiskundig denken leidt tot een
algoritmische wijze om tot oplossingen te komen, die eenvoudig

zekerheid tot de gewenste oplossing komen.

Het nadenken over situaties waarin de heuristiek nu juist niet

denkactiviteit.
Nadat leerlingen hebben ontdekt dat complete enumeratie al

oplossing leiden, komt ‘branch and bound’ om de hoek kijken.
inbedding daarvan in de opdracht over scheduling verwijzen we

naar [5]. Kort gezegd komt het erop neer dat alle mogelijke op-
lossingen — dat wil zeggen, alle mogelijke volgordes van de drie

(zie Figuur 1). Door gebruik te maken van handige ondergrenzen
kunnen we de boomstructuur doelgericht doorlopen en (hope-
lijk) vele takken wegstrepen zonder dat alle oplossingen die erin
bevat zijn hoeven te worden doorgerekend. Op die manier kan
het aantal mogelijke volgordes waarvan de L., berekend moet

lossingen over het hoofd worden gezien. Een mooi voorbeeld

door de computer kan worden uitgevoerd en waarbij we met

Figuur 1
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geval in het havo/vwo) over een jaar of
tien geacht worden hun leerlingen compu-
tationeel te prikkelen. Hoewel hiermee de
vorm van het wiskundeonderwijs wellicht
iets verandert, blijft het onderliggende doel
gelijk: leerlingen leren denken. Op dit mo-
ment wordt er al op kleine schaal geéxperi-
menteerd met dergelijk lesmateriaal waarin
computational thinking centraal staat.

In zijn afstudeerscriptie voor de oplei-
ding tot eerstegraads docent wiskunde
heeft Joris van der Meulen bijvoorbeeld
een werkmiddag ontwikkeld voor 5 vwo
wiskunde B, waarin het algoritme-ontwerp-
paradigma ‘branch and bound’ uit de doe-
ken wordt gedaan [5]. Op basis van op-
drachten omtrent de optimalisatie van
scheduling (taakplanning) gingen leerlin-
gen aan de slag met algoritmen, heuristie-
ken en computationele complexiteit — zie
het kader op de vorige pagina voor een
uitgebreidere toelichting. Zowel de docen-
ten als de leerlingen waren enthousiast
over eens een hele andere manier van wer-
ken bij wiskunde; niet alleen maar oefenen
met het oplossen van concrete problemen,
maar ook op een hoger abstractieniveau
nadenken over hoe we dat eigenlijk aan-
pakken en waarom dat efficiént en/of op-
timaal is. Activiteiten zoals het laten bear-
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Concluderend

Computational thinking overkoepelt een
grote hoeveelheid aan vaardigheden en
denkwijzen die nu al erg belangrijk zijn in
de wetenschap en het bedrijfsleven, en die
in de toekomst vermoedelijk alleen maar
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dan ook niet vreemd dat er vanuit ver-
scheidene hoeken geprobeerd wordt om
hier meer van in het (voortgezet) onder-
wijs te krijgen. De wiskundeles lijkt, naast
de informaticales uiteraard, een uitgelezen
plek om leerlingen te prikkelen en verder
te krijgen.

Mocht u vanuit uw werkveld interessan-
te ideeén hebben omtrent het inpassen
van computational thinking in het wiskun-
decurriculum, schroom dan niet om contact
op te nemen met een van de auteurs. -
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