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Stel nu dat we een automorfisme van 
de schijf hebben, dat wil zeggen een 
bijectieve holomorfe afbeelding :f D D" . 
Als ( )f 0 0=  dan volgt uit het Lemma van 
Schwarz dat f een rotatie is, want het 
lemma gaat op voor zowel f als f 1- . Als 
( )f a0 0!=  dan bekijken we de afbeel-

ding g fa}= % , waar

( ) .z az
z a
1a} = -
-
r

Men controleert eenvoudig dat a}  een au-
tomorfisme van de schijf is, en dus g ook, 

Lemma van Schwarz. Zij :f D D"  een 
holomorfe functie met ( )f 0 0= . Dan volgt 
voor alle z D!  dat

| ( )| | | ,f z z#

met gelijkheid dan en slechts dan als f een 
rotatie is: dus als :f z e zi7 i .

In het begin van de twintigste eeuw ont-
stond er veel interesse in complexe dyna-
mische systemen, met name in Frankrijk. In 
dit vakgebied bestudeert men het asymp-
totische gedrag van banen

, ( ), ( ),z f z f z2 f

van holomorfe afbeeldingen :f X X" . Hier 
is X een (deelverzameling van) C, een 
Riemannoppervlak, of nog algemener, een 
complexe variëteit. Door belangrijke bijdra-
gen van onder anderen de Franse wiskun-
digen Montel, Julia en Fatou werd het vak-
gebied op de kaart gezet en werden vele 
eigenschappen van deze systemen bloot-
gelegd. Onder andere bestudeerde men ei-
genschappen van lokaalholomorfe functies 
f rond een vast punt ( )z f z= , en de iteratie 
van polynomen in het complexe vlak; zie 
Figuur 1 voor een illustratie van een zo-
genaamde Juliaverzameling. In beide rich-
tingen werden veel belangrijke doorbraken 
geboekt, al bleven ook veel fundamentele 
vragen liggen tot het vakgebied ongeveer 
een halve eeuw later opnieuw opbloeide. 
In Nederland werd gewerkt aan dynamica 
op de schijf, het geval waarin de ruimte 
X gelijk is aan de eenheidsschijf D. Een 
belangrijke rol is hier weggelegd voor het 
Lemma van Schwarz:
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Figuur 1  De Juliaverzameling van , ,z z i0 3 0 727 - + .
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de afbeeldingen ( )f f1 $e= -e . Vanwege 
de vastepuntstelling van Brouwer, toege-
past op een iets kleinere gesloten schijf, 
volgt dat iedere fe een uniek vast punt 
heeft. Wegens compactheid van Dr  kunnen 
we een rij ie  kiezen waarvoor deze vaste 
punten zi convergeren, zeg naar z D! rt .

Als z D!t  dan volgt onmiddellijk dat dit 
een vast punt van f is. Omdat f afstanden 
strikt verkleint moeten alle banen naar dit 
vaste punt convergeren, en zijn we klaar. 
We mogen dus aannemen dat z D2!t , in 
welk geval f geen vast punt kan hebben. 
We beweren dat hieruit volgt dat alle ba-
nen van f naar de rand convergeren. Het 
bewijs van deze bewering is het lastigste 
deel van het bewijs, en indien gewenst kan 
de lezer de komende twee alinea’s over-
geslaan zonder later in de problemen te 
komen.

Stel dat niet alle banen naar de rand 
convergeren. Dan zijn er een punt z D! , 
en een stijgende rij natuurlijke getallen ( )nj  
waarvoor ( )f znj  bevat is in een compacte 
deelverzameling van D. Door indien nodig 
een geschikte deelrij te kiezen mogen we 
aannemen dat ( )f z p Dnj " ! . Door even-
tueel opnieuw een deelrij te nemen mo-
gen we aannemen dat n nj j1 " 3-+ . We 
definiëren g fj

n nj j1= -+ , en merken op dat 
( ( )) ( )g f z f zj

n nj j 1= + . Aangezien de functies 
gj Poincaréafstanden verkleinen en zowel 
( )f znj  als ( )f znj 1+  naar p convergeren volgt 

dat ( )g p pj " .
Hieruit volgt dat de rij gj bevat is in een 

compacte deelverzameling van ( , )D DO , de 
ruimte van holomorfe functies uitgerust 
met de topologie van uniforme convergen-
tie op compacte deelverzamelingen van 
D. Dit feit zullen we gebruiken zonder het 
te bewijzen. Er volgt dat we opnieuw een 
deelrij kunnen nemen zodat :g g D Dj " " . 
Omdat ( )g p pj "  volgt dat ( )g p p= . Maar 
omdat g een limiet is van de rij fmj, waar 
m n nj j j1= -+ , volgt dat g en f commute-
ren. Het volgt in het bijzonder dat ( )f p  ook 
een vast punt is van g. Maar omdat f af-
standen strikt kleiner maakt, geldt dat ook 
voor g, en dus kan g niet twee verschillen-
de vaste punten hebben. Hieruit volgt dat 
( )f p p= , en we hebben een tegenspraak 

met de observatie dat f geen vast punt 
heeft. Dus inderdaad: alle banen van f con-
vergeren naar de rand van D.

Kies nu een willekeurig punt w D0 ! . 
We introduceren de stralen ( , )r d w zi i0D=  
en de schijven ( )B B zi r ii

= . Volgens eigen-
schap 3 is Bi een euclidische schijf, relatief 

Stelling van Denjoy en Wolff. Zij :f D D"  
holomorf. Óf f is conjugent aan een ro-
tatie, óf alle banen convergeren naar een 
uniek punt z D! rt .

De stelling wordt in alle klassieke leer-
boeken over dit onderwerp behandeld, bij-
voorbeeld in [1, 3, 6]. We volgen het boek 
van Milnor. Het voornaamste ingrediënt in 
het bewijs is de Poincarémetriek op de 
schijf. Een conforme metriek is een infinite-
simale metriek ( ) | |z dz{ , voor een gladde 
functie : [ , )0D " 3{ + . Zo’n metriek indu-
ceert een afstandsbegrip door voor elke 
gladde kromme : [ , ]a b D"c  een lengte

( ) | ( )| ( ( ))' t t dt
a

b

, c c { c= #

te definiëren. De afstand ( , )d z w{  is de mini-
male lengte van een kromme van a naar b.

Gebruikmakend van de afgeleide van de 
functies a}  kan men bewijzen dat er, tot op 
een multiplicatieve constante, een unieke 
functie { is waarvoor de afstand ( , )d $ ${  in-
variant is onder holomorfe automorfismen, 
dat wil zeggen ( ( ), ( )) ( , )d f z f w d z w={ { . We 
schrijven ( , )dD $ $  voor deze afstand, de 
Poincaréafstand. De precieze vorm van 
de functie {, die alleen van de norm |z| 
afhangt, is voor ons niet van belang; het 
bewijs gebruikt alleen de volgende eigen-
schappen:

1.	 De ruimte ( , )dD D  is compleet, dat wil 
zeggen: iedere Cauchyrij is convergent. 
Bovendien: ( )z " 3{  als | |z 1" .

2.	Afstanden worden behouden onder au-
tomorfismen van de schijf. Voor alle an-
dere holomorfe functies van D naar D 
geldt dat ze afstanden strikt verkleinen.

3.	Schijven ( ) { : ( , ) }B z w d z w r<r D=  zijn 
precies euclidische schijven (maar voor 
z 0!  is z niet het euclidische middel-
punt).

Eigenschap 1 kan eenvoudig berekend 
worden uit de formules van automorfismen 
van D. Eigenschap 2 volgt uit het Lemma 
van Schwarz, en eigenschap 3 uit het feit 
dat cirkels (plus lijnen) door Möbiustrans-
formaties op cirkels (plus lijnen) worden 
afgebeeld.

Bewijs van de stelling. Voor automorfismen 
van de schijf hebben we het gedrag reeds 
bepaald. We mogen daarom aannemen 
dat f geen automorfisme is, en Poincaré 
afstanden dus strikt verkleint. We bekijken 

met ( )g 0 0= . Zoals net gezien is g een ro-
tatie, en er volgt dat alle automorfismen 
van de eenheidsschijf de vorm

: z e az
z a
1

i7{ -
-i
r

hebben, waar i reëel is en a D! . Merk op 
dat deze automorfismen, voorbeelden zijn 
Möbiustransformaties, gedefinieerd zijn op 
de hele Riemannsfeer { }C C , 3=t . Voor 
a 0=  krijgen we precies de rotaties met 
vaste punten in 0 en oneindig. In alle an-
dere gevallen voldoen de vaste punten van 
{ aan de tweedegraadsvergelijking

( ) ( ),e p a p ap1i $- = -i r

en dus aan

( )
.p a

e
p a

ae1
0

i i
2 +

-
- =

i i

r r

Er volgt dat het product van de twee vas-
te punten gelijk moet zijn aan /ae ai- i r, 
wat norm 1 heeft. Er zijn dus drie moge-
lijkheden: (1) één van de vaste punten 
ligt binnen, en het andere ligt buiten de 
eenheidscirkel, (2) beide vaste punten lig-
gen op de eenheidscirkel, of (3) er is een 
dubbel vast punt, noodzakelijk ook op de 
eenheidscirkel.

Het feit dat de cirkel op de cirkel wordt 
afgebeeld legt sterke restricties op de af-
geleiden van { in de vaste punten. In geval 
(1) kunnen we conjugeren met p} , waar-
door het vaste punt in de oorsprong komt 
te liggen. Uit het Lemma van Schwarz volgt 
dat p p

1} { }-% %  een rotatie is. We zeggen 
dat { conjugent is aan een rotatie.

In geval (2) is het ene punt aantrek-
kend (  ( )' z 1<{  ) en het andere afstotend 
(  ( )' z 1>{  ). In dit geval is de afbeelding 
conjugent aan de functie z c z7 $ , voor 
| |c 1< . Merk op dat 0 nu het aantrekkende 
vaste punt is, en oneindig het afstotende. 
Op het afstotende vaste punt na conver-
geren alle banen naar het aantrekkende 
punt.

In het laatste geval (3) is de afgeleide 
in het vaste punt noodzakelijk gelijk aan 1; 
het punt heet parabolisch. In dit geval is 
de afbeelding conjugent aan de functie 
z z 17 + , waarvan alle banen naar het pa-
rabolische vaste punt oneindig converge-
ren.

Het gedrag van afbeeldingen :f D D"  
die niet bijectief zijn werd beschreven door 
Wolff en Denjoy, die onafhankelijk van elkaar 
de oplossing publiceerden in 1926 [4, 7]. 
Het leverde de volgende stelling op:
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doorsnijdt in de punten ( )f a  en ( )f b . De 
afstand ( , )$ $t  is dus invariant onder auto-
morfismen van D, en daarom gelijk aan 
(een constante maal) de Poincaré-afstand.

Voor een begrensd convex domein 
U Rn!   kunnen we op vergelijkbare ma-
nier een metriek definiëren. Voor punten 
,x y U!  nemen we nu de rechte lijn door 

x en y, en kiezen voor ,a b de corresponde-
rende snijpunten van deze lijn met de rand 
van U. Weer blijkt dat

( , ) [ , , , ]logx y a x y bt =

voldoet aan de driehoeksongelijkheid, en 
dus een metriek op U definieert: de Hilbert- 
afstand. In 1997 bewees Beardon [2] de 
volgende generalisatie van de Stelling van 
Denjoy en Wolff:

Stelling. Zij U Rn1  een begrensd en 
strikt convex domein, en zij :f U U"  een 
contractie met betrekking tot de Hilbert
afstand. Dan convergeren alle banen van f 
naar een uniek punt x U! r .

In zekere zin is de Stelling van Denjoy en 
Wolff dus niet een stelling over holomorfe 
functies, maar een stelling over contracties. 
Zie [5] voor nog verdere veralgemeniserin-
gen naar convexe maar niet noodzakelijk 
strikt convexe domeinen.	 s

waar in het bewijs wordt gebruikt dat ge-
werkt wordt op een eerlijke ronde schijf.

Generalisaties in Rn

De Poincaréafstand kan op verschillende 
alternatieve manieren gedefinieerd wor-
den. Gegeven vier verschillende punten 
, , ,a x y b C!  definiëren we het kruisquotiënt 

door

[ , , , ]
| | | |
| | | |

.a x y b
a x y b
a y b x

|
$

$
=

- -
- -

Het is snel duidelijk dat [ , , , ]a x y b  gelijk blijft 
onder translaties z z7 a+ , onder dilataties 
z r z7 $ , en onder rotaties z e zi7 { . Meet-
kundig minder intuïtief, maar eenvoudig te 
controleren met een berekening, is het feit 
dat het kruisquotiënt invariant is onder de 
inversie z z

17 . Het volgt dat het kruisquo-
tiënt ook invariant is onder alle mogelijke 
composities van die vier afbeeldingen, en 
dus onder gebroken lineaire transforma-
ties: afbeeldingen van de vorm

,z Cz D
Az B

7 +
+

met AD BC 0!- .
Stel nu dat ,x y D! , met x y! . De 

punten ,x y liggen op een unieke cirkel 
die loodrecht op de eenheidscirkel staat, 
noem de snijpunten van deze cirkel ,a b, 
zie Figuur 3. We definiëren

( , ) [ , , , ] .logx y a x y bt =

Men controleert dat ( , )$ $t  voldoet aan de 
driehoeksongelijkheid, en dus een afstand 
definieert.

Zij f nu een automorfisme van D. Zoals 
eerder besproken is f een gebroken lineai-
re transformatie, en beeldt de cirkel door 
de punten , , ,a x y b dus af op een cirkel 
door de punten ( )f a , ( )f x , ( )f y  en ( )f b . De 
punten ( )f a  en ( )f b  liggen nog steeds op 
de eenheidscirkel, omdat deze invariant is. 
Tot slot merken we op dat f een conforme 
afbeelding is, en dus tussen verschillende 
krommen behoudt. Het volgt dat de cirkel 
door ( )f x  en ( )f y  haaks de eenheidscirkel 

compact bevat in D wegens eigenschap 1, 
die het punt zi bevat en waarvoor w Bi0 2! . 
Aangezien z zi " t volgt dat de schijven Bi 
convergeren naar een schijf B3, noodzake-
lijk de unieke schijf bevat in D die raakt 
aan de rand van D in het punt zt en waar-
voor w B0 2! 3. Zo’n schijf rakend aan de 
rand van D wordt wel een horoschijf ge-
noemd; zie Figuur 2.

Omdat zi een vast punt van f
ie  is, volgt 

dat f
ie  de schijf Bi binnen zichzelf afbeeldt. 

Aangezien f f
i
"e  en B Bi " 3 volgt dat f 

de schijf B3 binnen zichzelf afbeeldt. Zoals 
eerder bewezen convergeren alle banen in 
D naar de rand D2 , dus het volgt dat ba-
nen in B3 naar het randpunt zt converge-
ren, het enige punt in D2  bevat in Bi

r .
Omdat w0 willekeurig gekozen was kan 

de schijf B D13  willekeurig groot gemaakt 
worden, en volgt dat alle banen in D naar 
zt convergeren. 	 □

Opmerking. Volgens de beroemde afbeel-
dingsstelling van Riemann is elk enkelvou-
dig samenhangend gebied in C (ongelijk 
aan C) biholomorf af te beelden op de 
schijf. Het is dus voor de hand liggend om 
te denken dat de Stelling van Denjoy en 
Wolff voor alle begrensde enkelvoudig sa-
menhangende gebieden geldt. Dit is echter 
niet zo. Het is illustratief om na te gaan 
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Figuur 2  Een schijf Bi en de horoschijf B3, beide bevat 
in D, met de gemarkeerde punten zt, zi en w0.

Figuur 3  Het kruisquotiënt [ , , , ]a x y b  wordt behouden on-
der automorfismen.
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