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De oplossing

Het chromatisch polynoom

Op een conferentie in juni 2015 ter ere van Bernard Teissiers 7oste verjaardag kondigde
de jonge wiskundige June Huh uit Princeton de oplossing aan, samen met Karim Adiprasito
(Hebrew University Jerusalem) en Eric Katz (University of Waterloo), van een vermoeden uit
begin jaren zeventig over het chromatisch polynoom van een matroide. Eric Katz sprak al in
2012 op de Third Workshop on Graphs and Matroids in Maastricht over een speciaal geval.
Jan Draisma neemt een kijkje in de geschiedenis en oplossing van dat vermoeden — met al

eerder een hoofdrol voor June Huh.

Chromatische polynomen van grafen

In zijn onderzoek naar het vierkleuren-
vermoeden introduceerde George Birkhoff
het chromatisch polynoom % (q) van een
eindige graaf G [2] (ongericht, lussen en
dubbele kanten zijn toegestaan): x(q) is
het aantal kleuringen van de knopen van
G met (hooguit) de kleuren 1,..., ¢ die aan
de eindpunten van elke kant e van G twee
verschillende kleuren toekennen. Deze
functie blijkt inderdaad een polynoom in
¢, en het inductieve bewijs van die uit-
spraak is instructief voor wat komen gaat.
Ten eerste, als G geen kanten heeft en n
knopen, dan zijn alle kleuringen toege-
staan en geldt dus % (q) =¢™ Als G een
lus e heeft, dan kan geen enkele kleuring
de eindpunten van e — die immers samen-
vallen — verschillende kleuren geven, dus
is % (g) het nulpolynoom. Neem ten slotte
aan dat G een kant e heeft die geen lus
is. Definieer G\e als de graaf verkregen uit
G door kant e weg te laten, en G/e als
de graaf verkregen uit G door de kant e
samen te trekken (zie Figuur 1). Bij dat sa-
mentrekken worden de eindpunten van e

dus geidentificeerd, en kunnen er lussen
ontstaan als G kanten parallel aan e heeft.
Maar hoe dan ook hebben G\e en G/e al-
lebei een kant minder dan G, en er geldt

X6 (@) = Xa\e (@) = X/ (@)

De toegestane kleuringen van G\e die niet
toegestaan zijn voor G zijn precies die
waarbij de eindpunten van e dezelfde kleur
krijgen, en die corresponderen met kleurin-
gen van G/e. Beide termen zijn polynomen,
dus % (q) ook.

Uit de definitie blijkt dat xs(q) multi-
plicatief is: als GH de disjuncte vereni-
ging van twee grafen G en H is, dan geldt
xcr (@) = xq (@) xg(g). Verder verandert
het chromatisch polynoom niet als je meer-
dere kanten tussen dezelfde twee knopen

door een enkele kant vervangt. Een paar
voorbeelden, met K,, de complete graaf op
n knopen, P, het pad met n knopen en C,
de cykel met n knopen:

xk (0) =q,
xx, (@) = —q,
xp, (@) = Xk, — Xk, = @ — 247+ q,

Een aantal eigenschappen van xq(q) is
makkelijk af te leiden: als G geen lussen
heeft, dan is % (q) een monisch polynoom
van graad n, het aantal knopen van G. De
coéfficiénten zijn daarna afwisselend strikt
negatief en strikt positief, tot de eerste
nul-coéfficiént, waarna alle coéfficiénten
nul zijn. De maximale I met ¢'| xq(q) is
gelijk aan het aantal samenhangscompo-
nenten van G.

Maar een veel diepere eigenschap, voor
het eerst experimenteel opgemerkt door
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Figuur 1
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Ronald Read [6], is dat de coéfficiénten van
xc(q) in absolute waarde unimodaal lijken:
alsxc(q) =coq" +c1¢" L+ - +¢,, dan lijkt
er altijd een k te zijn zo dat

leg [Slep|< - Slep 2 lepeq |2 2 ey .

Later ontdekte Dominic Welsh een an-
der patroon, namelijk, dat voor alle
1=1,...,n—1 de ongelijkheid

leil?=1ei—1 1 eerl

lijkt te gelden. Deze ongelijkheid impli-
ceert, waar de coéfficiénten niet nul zijn,
dat de logaritmen van hun absolute waar-
den een concave rij vormen; en dit impli-
ceert de unimodaliteit die Read opmerkte.
Welsh formuleerde deze logaritmische con-
caafheid van het chromatisch polynoom
als vermoeden in [9], waar hij het ook uit-
breidde naar zogenaamde matroiden. Naar
de unimodaliteit vroegen, in deze algeme-
nere context, al eerder A.P. Heron [3] en
(tussen de regels door) Gian-Carlo Rota [7].

Chromatische polynomen van matroiden
Een lineaire matroide over een lichaam K
is een drietal M = (FE,V, ) waarbij E een
eindige verzameling is, V een eindig-di-
mensionale vectorruimte over K, en ¢ een
willekeurige afbeelding £ — V. Bij een ele-
ment e € £/ kunnen we uit M twee nieuwe
lineaire matroiden construeren, als volgt.
Ten eerste kunnen we e verwijderen, en
dan krijgen we M\e:= (E\{e},V, ¢l g\ (e})-
Of we kunnen e samentrekken, wat per de-
finitie M/e:= (E\{e},V/{@(e) ), ¢) geeft,
met ¢ : E\{e} - V/{¢(e) ) de samenstel-
ling van de restrictie ¢|z (.} en de projec-
tie V- V/{¢@(e) ). Merk op dat bij samen-
trekken de dimensie van de vectorruimte
met één omlaag gaat, tenzij ¢(e) nul is.
Voor een lineaire matroide M = (E,V,¢)
met ndim : =V definiéren we het chroma-
tisch polynoom %, (q) door

Z(i 1)|S\qn—dim((p(e)\eES>'
SCE

Xm=

Een eenvoudige rekenpartij leidt tot de
volgende identiteit:

X (@) = Xane (@) — Xagze (@) -

De analogie met grafen gaat verder, want
lineaire matroiden (over een willekeurig
lichaam K) zijn een veralgemening van
grafen: bij een graaf G met knopenverza-
meling X en kantenverzameling F, hoort

June Huh

een matroide My = (E KX, ¢) waarbij
V.= KX de vectorruimte van formele K-li-
neaire combinaties van X is, en ¢ aan een
kant tussen z en y het element z —y € KX
toekent. Als z en y verschillend zijn, dan
moet hier een teken gekozen worden,
maar die keuze beinvloedt het chromatisch
polynoom niet. Er gelden nu de volgende
identiteiten voor een willekeurige kant e
van G:

MG\e = Mg\e en MG/e = MG/C.

Daaruit volgt, met inductie, dat x,,(q) =
XG(Q)-

Een algemene matroide is een paar
M= (E, T) met E een eindige deelverza-
meling en 7 een collectie deelverzamelin-
gen van E, die we onafhankelijk noemen,
waarbij 7 voldoet aan de volgende axio-
ma’s: als Se€7 en TCS, dan Te 7; en
als S,T €7 met |S|<|T], dan is er een

z€T\S zo dat Su{z} € 7. Uit een line-
aire matroide (E,V, ¢) krijgen we een ma-
troide door voor I de verzameling van alle
deelverzamelingen S C E te nemen waar-
voor ¢ (S) onafhankelijk is. Als we dit doen
voor de lineaire matroide M, dan zijn de
onafhankelijke verzamelingen precies de
deelverzamelingen van E die geen cykel
bevatten — de grafische matroide van G.
Merk op dat we bij de overgang van
(E,V,¢) naar I informatie verliezen over
wat het lichaam K is en hoe de vectoren
@(e) in de ruimte V liggen; in het alge-
meen kan een matroide dan ook meerde-
re, onderling niet isomorfe, realisaties als
lineaire matroide hebben. Omgekeerd zijn
er ook matroiden die helemaal geen line-
aire realisaties hebben —het wordt zelfs
vermoed dat de lineair realiseerbaar ma-
troiden een voor |E |~ oo naar nul conver-
gerende fractie van alle matroiden vormen.
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In een algemene matroide definiéren
we de rang r(S) van een deelverzameling
S C E als de maximale kardinaliteit | 7| van
een deelverzameling T'C S die bovendien
in T zit. Verder heet d: = r(F) de rang van
M. Nu heeft ook M een chromatisch po-
lynoom gedefinieerd door

(g = 2(=1)Slg? ),
SCE

Als M van een lineaire matroide (E,V,¢)
afkomt, dan is dit hetzelfde chromatisch
polynoom als voorheen, behalve dat
n=dimV groter zou kunnen zijn dan
dim {¢(F) )=d. Dus om ze echt aan el-
kaar gelijk te krijgen, moet ons laatste
chromatisch polynoom nog met ¢" ¢ ver-
menigvuldigd worden. Het vermoeden van
Heron-Rota-Welsh luidt nu:

Vermoeden. Als
het chromatisch polynoom van een al-
gemene matroide is, dan geldt voor alle
i=1,...d—1 de ongelijkheid |c;|?=

|Ci*1‘|ci+1 \-

coqd+clqd_1+ ety

Huhs eerste artikel
Als beginnende promovendus in Michigan
bewees Huh de volgende stelling [4], die
zoals we gezien hebben het vermoeden
van Read impliceert.

Stelling. Het Heron-Rota-Welsh-vermoe-
den is waar voor lineaire matroiden over
een lichaam van karakteristiek nul.

f$ 4 LA\

/NN
Wi
LA
TR ALY

Karim Adiprasito

In zijn voordracht merkt Huh droogjes
op dat hij destijds heel veel geluk had: hij
had één wiskundig artikel gelezen, name-
lijk van Bernard Teissier [8], waarin een on-
gelijkheid van de vorm

L 12 <1 piq || e |

voor zogenaamde gemengde multiplicitei-
ten voorkwam; en hij kende één interes-
sant open probleem, namelijk het vermoe-
den van Rota. Hij vergat voor het gemak
dat beide ongelijkheden verschillende
kanten op gaan, en dacht erover om Teis-
siers resultaat toe te passen op Rota’s ver-
moeden. En inderdaad bleek er bij nadere
beschouwing een ‘globale’ variant van Teis-
siers stelling te zijn, met de ongelijkheid in
de juiste richting, die van toepassing was.

Een eerste, eenvoudige stap is dat het
lichaam zonder verlies van algemeenheid
C is: om ¢:E— K" te beschrijven zijn
maar eindig veel getallen in K nodig, en
elke eindig voortgebrachte lichaamsuit-
breiding van Q is in te bedden in C. De
stelling die Huh nu toepaste behelst ir-
reducibele algebraische deelvariéteiten
X van een product P”XP" van com-
plexe projectieve ruimtes. Neem aan dat
X dimensie d heeft, en construeer bij X
als volgt een rijtie getallen mg, my,..., de
multi-graad van X geheten: neem een
voldoende algemene lineaire deelruimte
L CP™ van dimensie 7 en een voldoen-
de algemene lineaire deelruimte L' S P"
van dimensie m+n—d—1. (Als i>m of
m+n—d—1<0 of m+n—d—17>mn, dan

Foto: Archives of the Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach

is m; = 0.) Nu heeft het product L X L’ di-
mensie m+n—d, precies de codimensie
van X. Omdat L, L' algemeen genoeg zijn,
snijdt dat product X in een eindig aantal
punten. Noem dat aantal m; — het hangt,
weer vanwege de algemene ligging van
L en L, niet van die twee ruimtes af. Nu
geldt de volgende stelling van Khovanskii
en Teissier; zie bijvoorbeeld [5, Example
1.6.4] voor een algemenere bewering.

Stelling. Als X € P™ X P" een irreducibele
deelvariéteit is, dan geldt voor alle i > 1de
ongelljkheld mZQ = Mij— 1My 1-

Uit een lineaire matroide M = (E,V,¢)
over C met n = dim V construeert Huh een
irreducibele, (n—1)-dimensionale deel-
variéteit X van het product PV*X PV,
met V* de duale ruimte van V: zij h
de functie V*— C gedefinieerd door
h(z):=11,.pz(¢(e)). Dit is een homoge-
ne polynomiale functie op V* van graad
|E| In elk punt z € V" is de afgeleide d,h
een lineaire afbeelding V* — C, dus een
element van V. De afbeelding VA: V" -~ V,
(Vh) (z) :=d,h de gradiént van h, is een
homogene polynomiale afbeelding van
graad | E |- 1. Als zodanig definieert Vi een
rationale afbeelding PV* - PV.

Stelling. Zijj T, CPV*XPV de afsluiting
van de grafiek van de rationale functie Vh,
en zij mg,...,m,—1 de multigraad van
de irreducibele variéteit I',. Dan geldt
xu(q) = (= 1) (mog" ™ = myg™ 2+ - +
(=" 'my—1q").

In het bewijs van deze stelling gebruikt
Huh topologische argumenten, en dus dat
we over C werken. Uit de log-concaafheid
van m, ..., m,—1 volgt nu, met behulp van
deze stelling, eenvoudig de log-concaaf-
heid van de coéfficiénten van x;,(q).

Voorbeeld. Neem V=C3 en identificeer
V' met C? via de gewone symmetrische
bilineaire vorm. Neem FE={1,2,3} en
¢ (i) =e;. Dan is h het polynoom xyz,
en de gradiént als rationale afbeelding is
(Vh) (z:y:2) =(yz:2z:2y). Om my van
I',, uit te rekenen, snijden we de tweedi-
mensionale variéteit ', € P% X P? met een
tweedimensionaal oppervlak van de vorm
{(r:s:t)} x P2 Voor (r:s:t) algemeen ge-
noeg is het enige punt in de doorsnede
((r:s:t),(st:rt:rs)), dus mg= 1. Om m, uit
te rekenen, snijden we I';, met het product
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van twee lijnen, zeg met vergelijkingen
L:ax+by+cz=0en L :az+by+cz=0,
respectievelijk. De doorsnede is dan de op-
lossingsverzameling van de vergelijkingen

ar+by+tcz=0
en
ayz+bxz+cry=0.

Een doorsnede dus van een lijn met een
kegelsnede, bestaande uit m; =2 punten.
Tenslotte is my, de doorsnede van I', met
P2 maal een punt, niets anders dan de
graad van de rationale afbeelding Vh. Die
blijkt gelijk aan 1. De stelling zegt dus dat

xu(g) = (g—1)(¢* —2¢+1)
=3¢ +3¢— 1.

De matroide M is in dit geval isomorf met
de lineaire matroide Mp, behorende bij het
pad P, behalve dat in die matroide de
omhullende vectorruimte 4-dimensionaal
is. En inderdaad, we vinden

qxm(q) = XPpy (q).

Adiprasito-Huh-Katz’ resultaat

“Mooi,” aldus Huh, “daarmee had ik dus
het vermoeden van Rota voor (waarschijn-
lijk) nul procent van alle matroiden bewe-
zen.” Overigens was dit resultaat, en het
onderzoek dat eraan voorafging onder
aanmoediging van de Japanse wiskundige
Heisuke Hironaka, een keerpunt in Huhs
loopbaan. Na een studie wiskunde pro-
beerde Huh aanvankelijk van zijn gedichten
te leven, maar dat lukte nauwelijks. Toen
hij besloot om dan maar wetenschaps-
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