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Hoe zijn ze verwant?

Hoe kunnen we reconstrueren hoe hedendaagse organismen zijn ontstaan uit verre voorou-
ders door verschillende evolutionaire processen? Dit is het doel van onderzoek op het gebied
van fylogenetische netwerken: grafen die evolutionaire verwantschappen beschrijven. Leo van
lersel ontving in 2011 een Veni-beurs van NWO voor onderzoek op dit gebied. Eind 2014 is hij
begonnen als tenure track universitair docent aan de TU Delft. In dit artikel legt hij uit wat
fylogenetische netwerken precies zijn en welke wiskundige problemen in dit vakgebied naar

voren komen.

Darwins beroemde boek The Origin of Species
(1859) bevatte precies één illustratie: een fy-
logenetische boom, oftewel een diagram dat
schematisch weergeeft hoe soorten splitsen
en zo nieuwe soorten vormen. Dit was niet de
eerste keer dat zo’n diagram getekend werd:
alvoorde publicatie van The Origin of Species
gaven biologen evolutionaire relaties weer in
diagrammen. Interessant is dat die diagram-
men lang niet altijd bomen waren.

In 1755 publiceerde Buffon al een diagram
dat de evolutionaire relaties tussen verschil-
lende hondenrassen weergaf[12]. Dit diagram
was echter geen boom maar een netwerk.
Hondenrassen splitsen namelijk niet alleen,
maar nieuwe rassen kunnen ook gevormd
worden uit combinaties van andere rassen.
Een dergelijk diagram noemen we nu een fy-
logenetisch netwerk. De term ‘fylogenetisch’
bestaat uit de oud Griekse woorden phulé
(volksstam) en genesis (wording). Een fyloge-
netisch netwerk beschrijft dus hoe groepen
organismen (bijvoorbeeld stammen) zijn ont-
staan uit andere groepen.

Deze netwerken zijn echter niet alleen re-
levant voor het bestuderen van verschillen-
de stammen of rassen binnen &én soort. Ook
nieuwe soorten kunnen gevormd worden uit

combinaties van andere soorten. Een mooi
voorbeeld daarvan is de vorming van hybri-
des bij planten, zoals in het fylogenetische
netwerk voor aardbeien in Figuur 1.

Toen Buffon honden bestudeerde, Du-
chenne aardbeien en Darwin vogels op de
Galapagoseilanden, stelden ze allemaal de-
zelfde vraag: “Hoe zijn ze verwant?” Om dit
uit te vinden moeten we achterhalen wat er
miljoenen jaren geleden gebeurd is. Geen
makkelijke taak. Nu, 260 jaar nadat Buffon
zijn eerste fylogenetische netwerk publiceer-
de, zijn wiskundigen en informatici bezig om
methodes te ontwikkelen om deze vraag sys-
tematisch te beantwoorden met behulp van
DNA-data. Er is al veel bekend over het ge-
val dat de verwantschappen beschreven kun-
nen worden door een fylogenetische boom.
Het reconstrueren van fylogenetische netwer-
ken is echter veel uitdagender. Niet alleen
zijn er veel meer netwerken dan bomen, zelfs
voor een gegeven netwerk is het vaak moei-
lijk om te bepalen hoe goed de data op dit
netwerk passen. Pas recent zijn de eerste
fylogenetische netwerken gepubliceerd die
met behulp van computerprogramma’s gege-
nereerd zijn, zoals het netwerk voor tarwe
in Figuur 2.
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Figuur 1 Een fylogenetisch netwerk getekend in 1766
door Antoine Nicolas Duchesne, dat de evolutionaire rela-
ties beschrijft tussen verschillende aardbeiensoorten (in
de ononderbroken rechthoeken) en -rassen [3, 14]. Het ras
dat ‘La Race nouvelle” wordt genoemd is door Duchesne op
17-jarige leeftijd ontdekt.

Wat is een fylogenetisch netwerk precies?

Er zijn verschillende definities van fylogeneti-
sche netwerken in omloop. Het belangrijkste
onderscheid is dat tussen gerichte en onge-
richte netwerken. Waar eerdere studies zich
vooral concentreerden op ongerichte netwer-
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Figuur 2 Een fylogenetisch netwerk dat laat zien hoe mo-
derne tarwe is ontstaan uit een combinatie van verschil-
lende oude tarwesoorten [13, 15]. De punten met twee
inkomende pijlen beschrijven hybridisaties.

ken, wordt er steeds meer onderzoek gedaan
over gerichte netwerken. De richtingen van de
pijlen in zo’n netwerk geven de richting van
evolutie aan. Ze geven dus een expliciete hy-
pothese over de evolutionaire geschiedenis
van de bestudeerde objecten. In dit artikel zal
ik me beperken tot gerichte netwerken, die als
volgt gedefiniéerd kunnen worden.

Definitie. Een fylogenetisch netwerk voor een
verzameling X is een gerichte graaf met de
volgende eigenschappen:

1. erzijn geen gerichte circuits;

2. erzijn geen punten met ééninkomende en
één uitgaande pijl (overbodige punten);

3. eris één puntzonderinkomende pijlen (de
wortel);

4. de punten zonder uitgaande pijlen (de bla-
deren) zijn elk gelabeld met een element
vah X;

5. elk element van X is het label van één
blad.

Een fylogenetisch netwerk is binair als elk
punt hoogstens twee inkomende en hoog-
stens twee uitgaande pijlen heeft en elk punt
met twee inkomende pijlen precies één uit-
gaande pijl heeft. Het netwerk voor tarwe uit
Figuur 2 is een voorbeeld van een binair fylo-
genetisch netwerk.

In toepassingen in de biologie bevat de
verzameling X een aantal namen van heden-
daagse soorten, rassen of stammen. Voor het
gemak gaan we uit van soorten. Elk blad stelt
dus een hedendaagse soort voor. Een punt
met meerdere uitgaande pijlen stelt een split-
sing van een soort in twee of meer nieuwe
soorten voor. Een punt met meer dan één in-
komende pijl stelt voor dat een nieuwe soort
ontstaan is uit een combinatie van eerdere
soorten. Veelvoorkomende voorbeelden hier-

van zijn de vorming van hybrides bij planten,
reassortment bij virussen en genoverdracht
bij bacterién. Zo’n punt met minstens twee
inkomende pijlen wordt een reticulatie ge-
noemd.

Fylogenetische netwerken zijn een genera-
lisatie van fylogenetische bomen, die we nu
eenvoudig kunnen definiéren als fylogeneti-
sche netwerken zonder reticulaties. Fylogene-
tische bomen beschrijven net als fylogeneti-
sche netwerken evolutionaire relaties. Bomen
zijn daarin echter veel beperkter dan netwer-
ken. In een boom stelt elk intern punt een
splitsing van een soort in twee of meer soor-
ten voor. Het ontstaan van een soort uit een
combinatie van eerdere soorten kan dus niet
door een boom beschreven worden.

Bomen combineren tot een netwerk

Stel dat de evolutie van een verzameling X
van soorten het best beschreven kan worden
door een fylogenetisch netwerk N. Het DNA
van deze soorten bestaat uit verschillende ge-
nen. Voor het gemak ga ik ervan uit dat genen
in hun geheel worden overgeérfd. Als dat niet
het geval is dan kunnen kleinere stukjes DNA
beschouwd worden die welin hun geheel wor-
den overgeérfd.

In een punt van N met twee inkomende
pijlen wordt dus een deel van de genen via
de ene pijl geérfd en de rest van de genen
via de andere pijl. De evolutie van een enkel
gen kan daardoor beschreven worden door
een boom, sterker nog, een boom die in het
netwerk zit. Wat ik bedoel met ‘in het netwerk’
wordt geformaliseerd door de onderstaande
definitie en geillustreeerd in Figuur 3.

Definitie. Laat T een fylogenetische boom
voor X zijn en N een fylogenetisch netwerk
voor X. Dan is T bevat in N als we T kunnen
verkrijgen uit N door het verwijderen van pun-
ten en pijlen en het samentrekken van pijlen.

Het samentrekken van een pijl van u
naar v betekent dat je de pijlen die uit v ver-
trekken nu uit punt u laat vertrekken, de pun-
ten die in v aankomen nu in punt u laat aan-
komen, en vervolgens het punt v verwijdert.
Waarom kan het nodig zijn om pijlen samen
te trekken? Ten eerste, bij het verwijderen van
punten en pijlen ontstaan er overbodige pun-
ten met één inkomende en één uitgaande pijl.
Het onderdrukken van een overbodig punt be-
tekentdat deinkomende pijl samengetrokken
wordt. Alle overbodige punten moeten onder-
drukt worden omdat deze niet toegestaan zijn
in een fylogenetisch netwerk, en dus ook niet
in een fylogenetische boom.
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Figuur 3 Het fylogenetische netwerk N voor tarwe, met
de bladeren voor het gemak herlabeld tot a,b,c,d,e,f en g
en een fylogenetische boom T die bevat is in N. Boom T is
bevat in N omdat je T uit N kunt verkrijgen door de grijze
pijlen te verwijderen en alle onderbroken pijlen samen te
trekken.

Er is echter nog een belangrijke reden om
pijlen samen te trekken, wanneer de boom T
niet binair is. Niet-binaire bomen worden in
de praktijk gebruikt om onzekerheid uit te
drukken. Bijvoorbeeld boom T in Figuur 3
geeft aan dat het onduidelijk is in welke
volgorde b, ¢ en d zijn afgesplitst van hun
gemeenschappelijke voorouder. Dus in een
netwerk dat deze boom bevat kunnen a, b
en ¢ in een willekeurige volgorde afsplitsen.
Om T dan uit een deelgraaf van N te verkrij-
gen moeten pijlen samengetrokken worden.

Voor een gegeven netwerk en een gegeven
boom is het trouwens al NP-moeilijk om te
beslissen of het netwerk de boom bevat.

Een veel bestudeerde aanpak voor het
construeren van fylogenetische netwerken uit
DNA is de volgende tweestapsmethode. In de
eerste stap wordt voor elk gen een fylogene-
tische boom gegenereerd. Voor deze stap zijn
goede en snelle methodes beschikbaar. De
tweede stap is om de verkregen fylogeneti-
sche bomen te combineren tot een fylogene-
tisch netwerk. Het doel is om een zo simpel
mogelijk netwerk te vinden dat alle bomen
bevat. Dit kunnen we als volgt formaliseren.
Voor het gemak beperken we ons tot binaire
netwerken.

Probleem: MINIMUM RETICULATIE (MINRET).
Gegeven: een verzameling 7 van fylogeneti-
sche bomen, elk voor dezelfde verzameling X
van labels.

Vind: een binair fylogenetisch netwerk N
voor X dat elke boom in 7 bevat en een mini-
mum aantal reticulaties heeft.

MINRET is een NP-moeilijk probleem, zelfs
als T'slechts twee binaire bomen bevat. Voor
dit speciale geval is er echter een elegante ka-
rakterisering van het probleem, die gebruikt
kan worden om het probleem relatief snel op
te lossen.
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Bos van overeenstemming

Stel 7 bestaat uit twee binaire bomen T
en T». Het idee is om pijlen uit T; en T
te verwijderen zodanig dat beide bomen in
hetzelfde bos veranderen. Zo’n bos heet een
‘bos van overeenstemming’ omdat elke com-
ponentvan het bos in zekere zin consistent is
met beide bomen. Beide bomen zijn het dus
‘eens’ over de evolutie van de soorten in één
component van het bos.

Als T; en T, twee binaire bomen voor X
zijn, dan is een bos van overeenstemming
voor T; en T> een bos dat uitelk van Ty en T»
verkregen kan worden door een deel van de
pijlen en ongelabelde punten te verwijderen
en overbodige punten te onderdrukken.

Stel nu dat N een netwerk is dat T} en T»
bevat. Stel dat we voor elk punt in N met
twee inkomende pijlen beide pijlen verwijde-
ren, en vervolgens alle ongelabelde bladeren
verwijderen en overbodige punten onderdruk-
ken totdat er geen ongelabelde bladeren of
overbodige punten meer zijn. Dan wordt N
veranderd in een bos. Sterker nog, we verkrij-
gen een bos van overeenstemming voor T;
en T».

Het is nu verleidelijk om te denken dat
we uit elk bos van overeenstemming voor T;
en T» ook een netwerk kunnen maken dat bei-
de bomen bevat. Dit is echter alleen moge-
lijk als het bos aan de volgende acycliciteits-
voorwaarde voldoet. We definiéren een ge-
richte graaf D(B, T1, T») die beschrijft hoe de
componenten van B zich verhouden in de bo-
men T en T». Deze gerichte graaf D(B, T1, T»)
heeft een punt voor elke component van B en
een pijlvan (het puntvoor) een component C;
naar (het punt voor) een component Cz als
er een gericht pad is van de wortel van C;
naar de wortelvan C» in tenminste €énvan T;
en T».

Definitie. Een bos van overeenstemming B
voor Tp en T is acyclisch als de gerichte
graaf D(B, T1, T») acyclisch is (dat wil zeggen
geen gerichte circuits bevat).

Stelling (Baroni e.a. [2]). Als Ty en T> twee
binaire bomen voor X zijn, dan bestaat er een
binair netwerk met k reticulaties dat Ty en T>
bevat dan en slechts dan als Ty en T» een
acyclisch bos van overeenstemming hebben
met k + 1 componenten.

Het oplossen van MINRET is dus equiva-
lent aan het vinden van een acyclisch bos van
overeenstemming met zo min mogelijk com-
ponenten. Zo’n bos noemen we een acyclisch
bos van maximum overeenstemming.

T d e c' g

Figuur 4 Deze twee fylogenetische bomen Ty en Ty heb-
ben een bos van overeenstemming B met vier componen-
ten. Dit zijn de componenten die je krijgt als je de gestip-
pelde lijnen uit T} en T» verwijdert en vervolgens over-
bodige punten onderdrukt. De gerichte graaf D(B,T,T>)
geeft aan hoe de componenten van B zich verhouden in T}
en T». Omdat D(B,T1,T2) geen gerichte circuits bevat is B
een acyclisch bos van overeenstemming. Volgens de stelling
van Baroni e.a. is er dus een netwerk met drie reticulaties
dat T7 en T, bevat (namelijk het netwerk N uit Figuur 3).

De acycliciteit blijkt het belangrijkste ob-
stakel te zijn voor het vinden van een efficiént
benaderingsalgoritme voor MINRET. Dit pro-
bleem blijkt namelijk net zo moeilijk te bena-
deren als het probleem DIRECTED FEEDBACK
VERTEX SET (DFVS): maak een gerichte graaf
acyclisch door zo min mogelijk punten te ver-
wijderen.

Stelling [11]. Er bestaat een constante-factor-
benaderingsalgoritme voor MINRET beperkt
tot twee binaire bomen dan en slechts dan als
een dergelijk algoritme bestaat voor DFVS.

Een algoritme is een constante-factor be-
naderingsalgoritme als er een constante ¢
bestaat zodanig dat het algoritme in poly-
nomiale tijd een oplossing vindt die maxi-
maal ¢ maal slechter is dan een optimale op-
lossing. Of voor MINRET en DFVS een derge-
lijk algoritme bestaat is een belangrijk open
probleem. DFVS was één van de eerste 21
problemen waarvan is bewezen dat ze NP-
volledig zijn, door Richard Karp in een be-
roemd artikel uit 1971 [10], maar nog steeds
is het niet bekend of er een constante-factor-
benaderingsalgoritme voor bestaat.

Gelukkig is DFVS in de praktijk goed op te
lossen met behulp van geheeltallig program-
meren. In combinatie met een benaderingsal-
goritme voorhetvindenvan een bos van maxi-
mum overeenstemming geeft dit een prak-
tisch benaderingsalgoritme voor MINRET be-
perkt tot twee binaire bomen, wat zelfs uitge-
breid kan worden voor niet-binaire bomen [7].

Door de bomen het bos niet meer zien
We hebben gezien dat voor het oplossen van
MINRET de relatie met acyclische bossen van

overeenstemming van groot belang is. Helaas
bestaat deze relatie, beschreven in de stel-
ling van Baroni e.a., alleen voor instanties
van twee bomen. Voor instanties met drie of
meer bomen geldt de relatie nog maar één
kant uit. Het aantal componenten in een acy-
clisch bos van maximum overeenstemming
geeft alleen een ondergrens op het aantal re-
ticulaties in een optimaal netwerk. Zelfs voor
instanties bestaande uit drie binaire bomen
wordt MINRET erg uitdagend. Het theoretisch
snelste algoritme voor dit geval heeft looptijd
1609891840 p(n), met k het aantal reticu-
laties in een optimaal netwerk en p(n) een
polynoom in het aantal bladeren n [8]. Voor
algemene instanties, waarin een willekeurig
aantal niet-binaire bomen is toegestaan, is
het niet bekend of er een algoritme met loop-
tijd f(k)- p(n) bestaat met f een functievan k
en p een polynoom in n.

Welke informatie is nodig?

Als we willen reconstrueren hoe de evolutie
van een groep soorten er precies uit heeft ge-
zien, dan maken we een fylogenetisch net-
werk. Maar hoe weten we zeker dat we het
juiste netwerk hebben? In welke gevallen
wordt een netwerk uniek bepaald door de da-
ta? Als de data, zoals hierboven, bestaan uit
fylogenetische bomen, dan kan het zijn dat
het netwerk uniek bepaald is maarin het sim-
pele voorbeeld in Figuur 5 is dat bijvoorbeeld
niet zo.

Voor fylogenetische bomen is er veel on-
derzoek gedaan naar dit soort vraagstukken.
Een fylogenetische boom wordt bijvoorbeeld
uniek bepaald door de verzameling triplets
die het bevat. Triplets zijn fylogenetische bo-
men met elk drie bladeren. Bovendien is er
een polynomiale-tijd-algoritme (Aho e.a. [1])
om, gegeven een willekeurige verzameling tri-
plets, te bepalen of er een fylogenetische
boom bestaat die deze triplets bevat.

Dit wordt gebruikt voor zogenaamde ‘su-
perboom’-methodes. Stel dat voor een aantal
verschillende deelverzamelingen van X een
fylogenetische boom bekend is. Kunnen de-
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Figuur 5 Twee fylogenetische netwerken Ny en N»
voor {a,b,c} die allebei precies dezelfde verzameling bo-
men bevatten.



Leo van Iersel

Hoe zijn ze verwant?

NAW 5/16 nr. 3 september 2015 177

ze fylogenetische bomen dan samengevoegd
worden tot een fylogenetische ‘superboom’
voor X die elke gegeven boom bevat? Deze
vraag kunnen we nu gemakkelijk beantwoor-
den. Eerst vinden we voor elke invoerboom
de verzameling triplets die het bevat. Daar-
na bepalen we of er een fylogenetische boom
bestaat die de vereniging van de verkregen
triplet verzamelingen bevat, met het algorit-
me van Aho e.a. Voor het geval dat er geen
boom bestaat die alle triplets bevat zijn er tal
van heuristieken ontwikkeld die toch een re-
delijke superboom genereren.

Maar waardoor wordt een fylogenetisch
netwerk uniek bepaald? En kunnen we
‘supernetwerk’-methodes ontwikkelen?

Elk fylogenetisch netwerk voor X indu-
ceert, voor elke deelverzameling X’ van X,
een fylogenetisch netwerk voor X’, volgens
de volgende definitie. Laat LSV(X’) (Laatste
Stabiele Voorouder) het laatste punt zijn dat
ligt op alle gerichte paden van de wortel van
het netwerk naar een blad met label in X”.

Definitie. Gegeven een fylogenetisch net-
werk N voor X en een deelverzameling X" C
X, wordt het deelnet N| X' verkregen door

1. alle punten en pijlen te nemen die op een
gericht pad liggen van LSV(X’) naar een
blad met label in X’;

2. alle overbodige punten te onderdrukken
en parallelle pijlen te vervangen door en-
kele pijlen totdat er geen overbodige pun-
ten of parallelle pijlen meer zijn.

De verzameling deelnetten geinduceerd
door een netwerk N voor X is nu gedefinieerd
als

SIN)= {NIX": X' C X}.

Net zo als triplets fylogenetische bomen
zijn met drie bladeren, kunnen we trinet-
ten definiéren als fylogenetische netwerken
met drie bladeren. De verzameling trinet-
ten geinduceerd door een fylogenetisch net-
werk N wordt dan gedefinieerd als

TIN) = (NIX': X' C X,|X| =3}.

Helaas blijkt dat fylogenetische netwerken
in het algemeen niet uniek bepaald worden
door de verzameling trinetten die ze induce-
ren, en ook niet door de hele verzameling
geinduceerde deelnetten [6].

De tegenvoorbeelden zijn echter erg com-
plex: het aantal reticulaties groeit exponen-
tieel in het aantal bladeren. Redelijk sim-
pele netwerken worden wel uniek bepaald
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Figuur 6 Een fylogenetisch netwerk N en de verzame-
ling 7(N) van alle trinetten die het bevat. Laat bijvoor-
beeld X’ ={b,c,d}. Dan is het punt LSV het laatste punt
dat ligt op alle gerichte paden van de wortel van N naar
een blad met labelin {b,c,d}. Alle punten en pijlen die op
een gericht pad liggen van LSV naar een blad met label

in {b,c,d} zijn grijs gekleurd. Als we in deze grijze deel-
graaf nu alle overbodige punten onderdrukken en parallelle
pijlen vervangen door enkele pijlen totdat er geen overbo-
dige punten of parallelle pijlen meer zijn, dan verkrijgen
we het grijze deelnet N|{b,c,d} €T(N). Het blijkt dat in dit
geval N uniek bepaald wordt door 7(N).

d
N)

door 7(N) [9]. Dit is bijvoorbeeld het ge-
val voor netwerken met maximaal twee reti-
culaties per 2-samenhangende deelgraaf (2-
samenhangend betekent dat de deelgraaf
samenhangend blijft als je een willekeurige
pijl verwijdert). Het geldt ook voor netwerken
waarin elk punt dat geen blad is tenminste
één uitgaande pijl heeft naar een punt dat
geen reticulatie is. Bijvoorbeeld de verzame-
ling 7T(N) van trinetten in Figuur 6 bepalen het
netwerk N in de figuur, want N voldoet aan
beide voorwaarden. Het is echter onbekend
waar precies de grens ligt tussen netwerken
die wel en niet uniek bepaald worden door
hun verzameling geinduceerde trinetten.

Dit soort vraagstukken zijn van groot be-
lang voor toepassingen in de biologie. Een
belangrijke eis aan een methode voor het ma-
ken van fylogenetische netwerken (of bomen)
is dat de methode consistent is, dat wil zeg-
gen dat de methode het juiste netwerk pro-
duceert indien het volledige en foutloze data
krijgt aangeboden. In deze zin kan een metho-
de die fylogenetische bomen combineert tot
een fylogenetisch netwerk nooit consistent
zijn. Hetzelfde geldt voor een ‘supernetwerk’
methode die trinetten of deelnetwerken com-
bineert tot een volledig netwerk. Maar als
we ons beperken tot de genoemde klassen
van netwerken die wel uniek bepaald worden
door hun trinetten, dan is het wel mogelijk om
consistente supernetwerk-methodes te ont-
wikkelen.

Kunnen we het DNA rechtstreeks gebruiken?
Voor het maken van fylogenetische bomen
zijn tal van methodes ontwikkeld. Tegenwoor-
dig is de belangrijkste bron van data natuur-
lijk DNA. Er zijn methodes die in twee stap-
pen met het DNA werken. In een eerste stap
kan bijvoorbeeld een afstand tussen elk twee-

tal soorten berekend worden, of een triplet
voor elk drietal soorten, op basis van het
DNA. Een tweede stap is dan om een boom
te vinden die zo goed mogelijk voldoet aan
de afstanden of triplets. De meest nauwkeuri-
ge methodes werken echter rechtstreeks met
het DNA. Ze zoeken een boom die een zeke-
re score maximaliseert. De score is een func-
tie van de boom en de DNA-sequenties, en
kan bijvoorbeeld gebaseerd zijn op een waar-
schijnlijkheidsberekening of op het parsimo-
ny-principe.

Het idee van parsimony (gierigheid) is om
een fylogenetische boom te vinden waarop
het gegeven DNA met zo min mogelijk muta-
ties geévolueerd zou kunnen zijn. Het grote
voordeel van parsimony is dat de parsimony-
score van een fylogenetische boom en gege-
ven DNA-sequenties in polynomiale tijd be-
rekend kan worden. Merk eerst op dat de
posities in de DNA-sequenties onderling on-
afhankelijk zijn en dat je dus elke positie
apart kunt bekijken. Voor elke positie moet
je dan het volgende probleem oplossen. Hier-
in is P de verzameling mogelijke letters in
de sequenties. Dus bijvoorbeeld voor DNA is
P={A,C,G,T}.

Probleem: PARSIMONY VOOR BOMEN.
Gegeven: een fylogenetische boom en een la-
bel £(x) € Pvoorelk blad x.

Vind: een label £(v) € P voor elk intern
punt v zodanig dat het aantal pijlen (u,w)
met £(u) # £(w) minimaal is.

Dit minimum aantal wordt de parsimony-
score genoemd. Dit probleem kan in polyno-
miale tijd opgelost worden door middel van
dynamisch programmeren [5].

Voor fylogenetische netwerken zijn er twee
interessante generalisaties van deze score.
De eerste generalisatie is wiskundig gezien
misschien de meest logische.

Probleem: NETWERK PARSIMONY.

Gegeven: een fylogenetisch netwerk en een
label £(x) € Pvoor elk blad x.

Vind: een label ¢(v) € P voor elk intern
punt v zodanig dat het aantal pijlen (u, w)
met £(u) # £(w) minimaal is.

Als |P| = 2 dan is dit probleem direct gere-
lateerd aan het bekende MINCuT-probleem,
waarin een ongerichte graaf gegeven is met
twee speciale punten s en t en gevraagd
wordt om zo min mogelijk lijnen uit de graaf
te verwijderen zodat ergeen pad tussens ent
meer bestaat. Hoe is dit gerelateerd aan NET-
WERK PARSIMONY? Stel dat een netwerk is ge-
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Figuur 7 Stel het fylogenetische netwerk voor tarwe is ge-
geven samen met de (vetgedrukte) labels van de bladeren.
De figuur geeft één mogelijke labelling van de interne pun-
ten. Voor deze labelling zien we dat er in totaal vier pijlen
zijn waar het label verandert, gemarkeerd met een *. De
optimale waarde van Netwerk Parsimony is dus maximaal 4.
Als we echter naar de boom kijken die bestaat uit de zwarte
pijlen, dan zijn er maar twee pijlen waar het label verandert
(de grijze * ‘en). De optimale waarde van Boom-in-netwerk
Parsimony is dus maximaal 2.

geven met een label uit Pvoor elk blad. Neem
voorhetgemakaandat? = {S, T}.Stelnudat
we alle bladeren met label S samenvoegen tot
een enkel punt dat we s noemen, en alle bla-
deren met label T samenvoegen tot een enkel
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