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Aan Arnoud den Boer, tenure-tracker aan de Universiteit Twente, werd in 2014 een NWO Veni-

beurs toegekend. In dit artikel beschrijft hij in het kort zijn onderzoek naar statistiek en opti-

malisatie van menselijke keuzes.

Discrete-keuzemodellen [1, 13] zijn wiskun-

dige modellen die beschrijven hoe mensen

kiezen uit een verzameling alternatieven met

gegeven eigenschappen. Deze modellen wor-

den in tal van toepassingsgebieden gebruikt

om menselijk keuzegedrag te voorspellen en

te bepalen hoe daar optimaal op gereageerd

kan worden: marketing [7], landbouw [8], psy-

chometrie [9], transportwetenschap [2], en-

zovoort. Vanwege de vele praktische toepas-

singen wordt er ook veel theoretisch onder-

zoek verricht naar schatten en optimaliseren

met deze modellen. In 2000 ging zelfs de No-

belprijs voor Economie naar Daniel McFad-

den “for his development of theory and me-

thods for analyzing discrete choice” (nobel-

prize.org).

Een veelgebruikt framework om menselij-

ke keuzes te modelleren is het zogenaamde

Random Utility Model (RUM) [10, 12]. Stel dat

een persoon precies één item moet kiezen uit

n ∈ N alternatieven, gelabeld 1, . . . , n. De ei-

genschappen van elk alternatief i worden ge-

modelleerd door een vector xi ∈ R
d, voor

een integerd. Volgens het RUM is de kans dat

alternatief i wordt gekozen dan gelijk aan

P

(
Ui > Uj , ∀j 6= i

)
, (1)

waarbij U1, . . . , Un stochastische variabelen

zijn die het nut (‘utility’) modelleren dat

de persoon aan alternatieven 1, . . . , n toe-

kent. De stochasten U1, . . . , Un mogen on-

derling afhankelijk zijn, en hun verdeling

hangt (uiteraard) ook af van de eigenschap-

pen x1, . . . , xn. Men neemt ook aan dat hun

verdelingen continu zijn, zodat er in (1) met

kans één geen ‘tie’ voorkomt.

Het algemene RUM zoals hier geformu-

leerd blijkt in de praktijk nog te algemeen om
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effectief statistiek en optimalisatie mee te be-

drijven. Men neemt daarom vaak de toevlucht

tot eenvoudigere modellen. Het meest popu-

laire model is het zogenaamde multinomial

logit-model (MNL-model) met lineaire nuts-

functies, dat veronderstelt dat

Ui = β⊤xi + ǫi, i = 1, . . . , n. (2)

Hier isβ ∈ R
d een (onbekende) parameter, en

zijn ǫ1, . . . , ǫn onderling onafhankelijke sto-

chasten met Gumbel verdeling met gemiddel-

de nul. Door deze specifieke verdeling van ǫi
aan te nemen krijgen de kansen (1) een ele-

gante gesloten vorm:

P

(
Ui > Uj , ∀j 6= i

)
=

eE[Ui]

∑n
j=1 e

E[Uj ]

=
eβ

⊤xi

∑n
j=1 e

β⊤xj
.

(3)

De parameter β is eenvoudig te schatten uit

data met behulp van ‘maximum-likelihood es-

timation’ (MLE), wat de populariteit van MNL

deels verklaart.

Het MNL-model negeert mogelijke correla-

ties tussen de verschillende Ui. Dat dit onre-

alistisch kan zijn wordt geïllustreerd door de

befaamde ‘red bus – blue bus paradox’. Stel

dat er drie manieren zijn om van A naar B te

reizen: (i) met de auto, (ii) met een blauwe

bus, en (iii) met een rode bus. Zij U1, U2, U3

de bijbehorende nutsvariabelen. De kleur van

een bus is irrelevant voor de voorkeuren van

reizigers, en dus is U2 = U3 met kans één.

Als nu de rode bus ineens niet meer beschik-

baar is verwacht je dat er niet meer of minder

mensen met de auto gaan: ieder die eerst de

rode bus nam kiest nu voor de blauwe bus.

In het MNL-model verandert de kans dat ie-

mand voor de auto kiest echter wél, name-

lijk van exp(E[U1])/(exp(E[U1])+2 exp(E[U2]))

naar exp(E[U1])/(exp(E[U1])+exp(E[U2])). Dit

fenomeen maakt MNL in sommige situaties

een onrealistisch model.

Het ‘mixed multinomial logit model’ (MMNL-

model) is een uitbreiding van MNL die ver-

onderstelt dat β in (3) zelf ook een stochas-

tische variabele is. Deze multidimensionale

stochast β modelleert mogelijke heterogeni-

teit van de populatie. Als F de cumulatieve

verdelingsfunctie is van β, dan is de kans dat

een persoon kiest voor optie i gelijk aan

P

(
Ui > Uj , ∀j 6= i

)

=

∫

Rd

eβ
⊤xi

∑n
j=1 e

β⊤xj
dF (β).

(4)

Een van de resultaten van reeds genoemde

Nobelprijswinnaar McFadden is dat hij, sa-

men met Kenneth Train, heeft laten zien dat

ieder RUM arbitrair goed benaderd kan wor-

den door een MMNL-model [11]. De klasse van

MMNL-modellen is daarmee veel rijker dan de

MNL-modellen, en doordat het correlaties tus-

sen U1, . . . , Un modelleert heeft het niet het

hierboven beschreven nadeel van MNL. Het

schatten van de verdeling van β kan nume-

riek erg uitdagend zijn, evenals optimalisa-

tieproblemen die gebruikmaken van MMNL-

modellen.

Multi-armed bandit-problemen

Multi-armed bandit-problemen (MAB-proble-

men) zijn dynamische beslissingsproblemen

waarbij de te optimaliseren doelfunctie on-

bekend is, maar gaandeweg geleerd wordt

uit binnenkomende data. Het cruciale verschil

met statische problemen is dat de beschik-

bare dataset groeit, doordat genomen beslis-

singen nieuwe data genereren. Deze nieuwe

data kan helpen om de doelfunctie beter te

leren en in de toekomst betere beslissingen

te nemen. Er ontstaat zo een wisselwerking

tussen statistiek en optimalisatie: je zoekt

naar beslissingen die niet alleen de verwachte

kortetermijnopbrengst maximaliseren, maar

ook bijdragen aan het zo goed en snel mo-

gelijk leren van de doelfunctie. Deze twee

doelen zijn meestal conflicterend: korteter-

mijnopbrengst maximaliseren zorgt er vaak

voor dat beslissingen snel convergeren naar

de beslissing die het beste lijkt op grond

van de data, terwijl het leren van de doel-

functie juist sneller gaat als er spreiding in

de beslissingen is. Het vinden van beslis-

regels die de juiste balans vinden in deze

zogenaamde exploration–exploitation trade-

off is een belangrijk terugkerend vraagstuk

in MAB-problemen.

MAB-problemen zijn momenteel een hot

topic in de operations research, en wor-

den ook veelvuldig bestudeerd in de sta-

tistiek, econometrie en computer science.

Dat komt door de vele maatschappelijke en

commerciële toepassingen van MAB, maar

ook door de wiskundige uitdagingen die het

biedt (MABs zijn in de regel niet exact oplos-

baar).

Veni-onderzoek: MABs met keuzemodellen

In mijn Veni-onderzoek verbind ik discrete-

keuze modellen met multi-armed bandit-

problemen.

Dit is gemotiveerd door dynamische be-

slisproblemen uit de praktijk die met men-

selijk keuzegedrag te maken hebben. Twee

voorbeelden uit de (online) retail zijn assor-

timentsoptimalisatie (welke producten moet

een retailer in zijn schap zetten, of op zijn

website tonen, om de verwachte opbrengst te

maximaliseren) en prijsoptimalisatie (bij wel-

ke verkoopprijzen is de verwachte opbrengst

het grootst). Dit zijn allebei MAB-problemen

waarbij menselijk keuzegedrag een belang-

rijke rol speelt. Bij assortimentsoptimalisa-

tie gaat het om het bepalen van de alter-

natieven waaruit personen kunnen kiezen,

bij prijsoptimalisatie om het bepalen van ei-

genschappen van de alternatieven. Ik be-

kijk problemen waarbij zowel de alternatie-

ven als hun eigenschappen geoptimaliseerd

kunnen worden.

Formeel beschouw ik het volgende type

MAB-probleem: aan N ∈ N achtereenvolgen-

de personenn = 1, . . . ,N wordt een verzame-

ling alternatieven S(n) ∈ S met eigenschap-

pen X(n) ∈ X ter keuze aangeboden. Hier is S

een collectie niet-lege deelverzamelingen van

alle J ∈ N alternatieven {1, . . . , J} die aan-

geboden kunnen worden; X(n) is een d × J

matrix waarvan de j-de kolom Xj (n) eigen-

schappen van alternatief j modelleert, en is

X ⊂ R
d×J een collectie van toegestane eigen-

schapmatrices.

Het keuzegedrag van personen wordt ge-

modelleerd met een MMNL-model: de kans

dat een persoon kiest voor alternatief j uit

beschikbare alternatieven S met eigenschap-

pen X is gelijk aan

∫

Rd

e
X⊤
j
β

∑
k∈S e

X⊤
k
β

dF (β), j ∈ S. (5)

Hier is F de (onbekende) cumulatieve ver-

delingsfunctie van β. De keuze voor j geeft

vervolgens een opbrengst r (j, S,X), waar r :

{1, . . . , J}×S×X→ R een bekende continue

functie is.

Zij j(n) de keuze van persoon n, en zij

F een verzameling van verdelingsfuncties die

de onbekende F bevat. Het doel nu is om een

reeks (S(n),X(n)) (n = 1, . . . ,N) alternatieven

en eigenschappen te vinden die de worst-case

cumulatieve verwachte opbrengst

min
F∈F

E



N∑

n=1

r (j(n), S(n),X(n))


 (6)

maximaliseert. Elk paar S(n),X(n) mag afhan-

gen van observaties in het verleden (dat wil

zeggen van j(m), S(m),X(m) voor m < n),

maar niet van toekomstige observaties.

Dit is een technisch uitdagend probleem

waarvoor in het algemeen geen exacte oplos-
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sing bestaat. Om er toch grip op te krijgen

onderzoek ik de volgende twee deelproble-

men:

1. Karakteriseer de kwaliteit van schatters

van F in eindige samples. Goede beslis-

regels in MAB-problemen hebben een

goede balans tussen exploration en

exploitation: zij nemen niet altijd de

beslissing die het beste lijkt op grond

van een schatting F̂n van F , maar wijken

daar soms van af om F sneller te leren.

Om te bepalen hoeveel of hoe vaak je

dit moet doen is een goed begrip nodig

van de kwaliteit van F̂n; in het bijzonder

begrip hoe de verwachte schattingsfout

E[||F̂n − F||], voor een zorgvuldig geko-

zen norm, afhangt van de eerdere be-

slissingen {(S(m),X(m)) | m < n}.

Voor MLE in het MNL-model heb ik zul-

ke resultaten afgeleid [5] en toegepast

op dynamisch prijzen [3–4, 6]; voor het

MMNL-model zijn zulke resultaten niet

bekend.

2. Ontwerp asymptotisch optimale beslisre-

gels. Omdat het niet mogelijk is een be-

slisregel te vinden die (6) maximaliseert,

zoek ik een asymptotisch optimale bena-

dering. In het bijzonder zoek ik een serie

functies πn : (S × X × {1, . . . , J})n−1 →

(S × X), n ∈ N, zodat, als (S(n),X(n)) =

π ({(S(m),X(m), j(m)) | m < n}) voor al-

le n, dan de groeisnelheid van (6) in n zo

laag mogelijk is. Om te bepalen of de ge-

vonden beslisregel asymptotisch optimaal

is, ga ik ook de laagst mogelijke groeisnel-

heid van (6) die een willekeurige beslisre-

gel (πn)n∈N kan behalen, karakteriseren.

Het oplossen van deze twee uitdagingen

zal de twee vakgebieden van discrete-keu-

zetheorie en multi-armed bandit-problemen

met elkaar verbinden, en hopelijk tot veel

nieuw boeiend en relevant onderzoek leiden.

Daarnaast zal het voor heel concrete proble-

men uit de praktijk, zoals het assortimentsop-

timalisatieprobleem, een belangrijke bijdrage

leveren. k
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