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Georg Cantor, Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen, Crelles

Journal fiir Mathematik 77 (1874), 258—262.

Georg Cantor, Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre, Jahresbericht der Deut-
schen Mathematischen Vereinigung 1 (1890-91), 75—78.

In deze rubriek worden klassiek geworden artikelen besproken die een blijvend stempel hebben
gedrukt op de wiskunde. Dit keer bespreekt Klaas Pieter Hart twee baanbrekende bewijzen van
Georg Cantor: de overaftelbaarheid van R en het diagonaalargument. Voor het lezen van dit
artikel is enige voorkennis van afbeeldingen, injecties, surjecties en bijecties vereist.

Georg Cantorstaat bekend als de vadervan de
verzamelingenleer. Wie zijn verzameld werk,
[6], doorleest zal daar niet alleen veel klassie-
ke resultaten over deelverzamelingen van R
terugvinden, maar ook de eerste stappen op
weg naar een algemene theorie van machtig-
heden en orde-typen.

Twee artikelen springen er in mijn ogen
uit: in [2] bewees Cantor dat de reéle rechte
overaftelbaaris enin [3] vinden we zijn diago-
naalargument. Beide artikelen zijn vrij kort en
beide zijn op hun eigen wijze baanbrekend.
Het eerste toonde een essentieel verschil aan
tussen N en R en het tweede introduceerde
een methode, de diagonaalmethode, die zeer
vruchtbaar is gebleken.

R is overaftelbaar

We kunnen de ontdekking van de overaftel-
baarheid van R vrij nauwkeurig dateren: in
een brief van Cantor aan Dedekind, geschre-
ven op 29 november 1873 (zie [11]), lezen wij
de volgende vraag: “Man nehme den Inbe-
griff aller positiven ganzzahligen Individuenn
und bezeichne ihn mit (n); ferner denke man
sich etwa den Inbegriff aller positiven reellen
Zahlgrossen x und bezeichne ihn mit (x); so

ist die Frage einfach die, ob sich (n) dem (x)
so zuordenen lasse, dass zu jedem Individu-
um des einen Inbegriffes ein und nur eines
des andern gehort?”

In moderne termen: bestaat er een bijec-
tie tussen N en de verzameling der positieve
reéle getallen? Uit de weergegeven brieven,
en aantekeningen van Dedekind, in [11], is
af te leiden dat Cantor en Dedekind wisten
te bewijzen dat de verzameling van alle al-
gebraische getallen wel afgeteld kan worden.
Op 7 december schreef Cantor een brief met
daarin een bewijs dat het open interval (0, 1)
niet aftelbaaris. Het argument in de brief was
wat gecompliceerder dan het bewijs dat uit-
eindelijk in [2] gepubliceerd is.

De inhoud van dat artikel is al eens sa-
mengevat in [9]: het bevat een bewijs van de
aftelbaarheid van het lichaam der reéle alge-
braische getallen en een bewijs dat het ant-
woord op de vraag van 29 november nega-
tief is. Dat laatste bewijs verschilt nogal van
het argument dat in populariseringen van de
verzamelingenleer wordt gepresenteerd. Uit-
gaande van een rij (w,), reéle getallen en
een interval («, B) bepalen we een getal n in
dat interval dat niet in de rij voorkomt, als

volgt. Schrijf g = &« en Bo = B en neem, ge-
geven &, en By, de eerste twee termen van
de rij die in het interval (ayn, Bn) liggen, en
noem de kleinste o&,,+1 €n de grootste By+1.
Als dit proces voortijdig stopt, omdat er nog
maar één (of geen) term van de rij in (¢, Bn)
ligt, dan is de gewenste n snel bepaald. In
het andere geval krijgen we een strikt stijgen-
de rij (ot ), en een dalende rij (85 )n zoda-
nig dat «;; < By voor alle n. Dan is elke i in
het interval [sup,, &y, inf, B,] als gewenst.
Immers, de keuze van o, en 8, garandeert
dat w1, w2 # (g, B1) en in het algemeen
Wan-1, Wan & (&, Bn).

In de in [11] opgenomen aantekeningen
van Dedekind zien we dat deze de oorspron-
kelijke vraag van Cantor niet erg de moei-
te waard vond maar dat hij later van me-
ning veranderde: “Die von mir ausgesproche-
ne Meinung aber, dass die erste Frage nicht
zu viel Mithe verdiene, weil sie kein besonde-
res praktisches Interesse habe, ist durch den
von Cantor gelieferten Beweis fiir die Existenz
transcendenter Zahlen schlagend widerlegt.”

Inderdaad, als de rij (w,), een aftelling
van de verzameling der algebraische getallen
is dan is de gevonden n transcendent. In het
artikel is die aftelling geheel constructief; het
bewijs van de niet-aftelbaarheid van R is in
dat geval ook een constructief bewijs van het
bestaan van transcendente getallen.

Het diagonaalargument

Het bovenstaande bewijs van de overaftel-
baarheid van R gebruikt alleen de ordestruc-
tuur en dan met name de orde-dichtheid —
tussen elk tweetal punten ligt nog een punt,
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en de (zwakke) orde-volledigheid — elke niet-
lege en naar boven begrensde verzameling
heeft een supremum. Elke lineair geordende
verzameling met deze twee eigenschappen is
dus overaftelbaar.

In veel populariseringen van de verzame-
lingenleer ziet men een bewijs van de over-
aftelbaarheid van R dat, op de achtergrond,
veel meer inspanning vergt. Men schrijft van
elk reéel getal in de rij de decimale ontwikke-
ling op en creéert door middel van een diago-
naalprocedure een getal dat nietin de rij voor-
komt. Vaak verwijst men dan naar het arti-
kel [3] dat Cantorin het eerste deelvan Jahres-
bericht der Deutschen Mathematischen Verei-
nigung publiceerde. Cantor was nauw betrok-
ken bij de oprichting van die vereniging en
hij presenteerde zijn argument op de eerste
bijeenkomst.

Lezing van het artikel leert dat het er Can-
tor niet om ging nogmaals te bewijzen dat
R overaftelbaar is; de inleiding is hier dui-
delijk over: “In dem Aufsatze, betitelt: Uber
eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen
algebraischen Zahlen ([2]), findet sich wohl
zum ersten Male ein Beweis fiir den Satz,
daf} es unendliche Mannigfaltigkeiten gibt,
die sich nicht gegenseitig eindeutig auf die
Gesamtheit aller endlichen ganzen Zahlen 1,
2,3, ..., V, ... beziehen lassen, oder, wie
ich mich ausdrucken pflege, die nicht die
Mdchtigkeit der Zahlenreihe 1, 2, 3, ..., v,
... haben. Aus dem in §2 Bewiesenen folgt
namlich ohne weiteres, daf’ beispielweise die
Gesamtheit aller reeller Zahlen eines beliebi-
gen Intervalles (... B) sich nicht in der Rei-
henform

W1, W2,...,Wy,...

darstellen aBt. Es lafit sich aber von jenem
Satze ein viel einfacherer Bewies lieferen, der
unabhdngig von der Betrachtung der Irratio-
nalzahlen ist.”

Wat Cantor kennelijk voor ogen stond was
een nieuw, en veel eenvoudiger, bewijs te ge-
ven van het bestaan van overaftelbare verza-
melingen, onafhankelijk van de irrationale ge-
tallen.

Dat nieuwe bewijs begint met “zwei einan-
der ausschlieSende Charaktere” m en w, en
beschouwt dan deverzameling M van alle ele-
menten

E=(x1,X2,...,Xy,...)

met oneindig veel codrdinaten xq, x2, ..., Xy,
..., die alle gelijk zijn aan m of w. Deze ver-
zameling heeft meer elementen dan N. Laat

Georg Cantor

namelijk Eq, E>, ..., Eg, ... een rij elementen
van M zijn, waarbij

Ey=(@u1,au2,---,pv,--.)-
Nu definiéren we een rij by, ba, ..., by, ...
waarin elke b, gelijk is aan m of w maar on-
gelijkaanay,,.Dus,alsa,, =mdanb, =w
enalsay,y =w dan b, =m.

Het element

Eoz(bl,bz,...,b‘;,...)

van M is ongelijk aan elke E,; immers, de u-
de coordinaat van Eg is ongelijk aan de u-de
codrdinaat van Ey.

Dit laat zien dat geen enkele afbeelding
van N naar M surjectiefis, laat staan bijectief.

Daarnaast is de afbeelding van N naar M die
het getal n naar de rij met een w in de n-
de codrdinaat en een m in alle andere stuurt
injectief.

Conclusie: M heeft strikt meer elementen
dan N.

Cantor merkte op dat dit bewijs, ofschoon
eenvoudig, breder toepashaar was: voor el-
ke gegeven verzameling L kan men op de-
zelfde wijze een verzameling M construeren
met strikt meer elementen dan L. Als voor-
beeld nam hij L = [0,1] en voor M de ver-
zameling van {0, 1}-waardige functies op L.
Gegeven een functie f : L — M, defi-
niéren we een functie ¢ : [0,1]°> — {0,1}
door @(s,t) = f(s)(t). Dan definieert t ~
1 — @(t,t), een functie die ongelijk is aan

alle £(s).

Wikipedia.org
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Latere ontwikkelingen

Wat niet in [3] staat maar wat Cantor zich re-
aliseerde was dat dit bewijs een paradox in
zich bergde. Cantor had een ruime opvatting
van wat een verzameling was, zie [4]: “Un-
ter einer ‘Menge’ verstehen wir jede Zusam-
menfassung M von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objecten m unserer Anschauung
oder unseres Denkens (welche die ‘Elemente’
von M genannt werden) zu einem Ganzen.”

Het diagonaalproces toegepast op het ‘ge-
heel’, V, van alle verzamelingen leidt tot een
verzameling die strikt meer elementen bevat
dan V zelf en tegelijk een deel van V is, ten-
zij V zelf natuurlijk geen verzameling is. Dit
bracht Cantor er toe onderscheid te maken
tussen ‘eigenlijke’ en ‘oneigenlijke’ verzame-
lingen, hetgeen zijn theorie er niet mooier op
maakte.

Nu lijkt deze paradox niet echt erg omdat
de erbij betrokken verzamelingen onvoorstel-
baar groot zijn, veel groter dan de ‘normale’
verzamelingen die we in de praktijk tegenko-
men, zoals N en R. Echter, in [12] gebruikte
Russell Cantors bewijs om een veel eenvoudi-
gere paradox in de verzamelingenleer bloot te
leggen. Hij begon met een herformulering van
het argument (NB: het woord ‘class’ in on-
derstaande citaten van Russell is synoniem
met ‘verzameling’): “Let u be any class, and
R a one-one correlation of all the members
of u to some (or all) of the classes contained
inu. There are such correlations, since one of
them is obtained by correlating each member
of u with the class whose only term is that
member. Consider now the following norm:
“x is a member of u, but is not a member
of the class with which R correlates it.” Sup-
pose this norm defines a class w. Then w is
omitted from the correlation; for, if w were
correlated with x, then, if x is any member
of w, it follows from the definition of w that
x is not a member of its correlate, i.e., is not
a member of w; while, conversely, if x is not
a member of w, it is a member of its corre-
late, i.e., of w. Hence the supposition that
w is the correlate of x leads to a contradic-
tion. Hence, in any one-one correlation of all
the terms of u with classes contained in u,
at least one class contained in u is omitted.
Therefore, whatever class u may be, there are
more classes contained in u than there are
members of u.”

Wat efficiénter: als R : u — P(u) een (in-
jectieve) afbeelding is, danis w = {x € u :
x & R(x)} geen element van het beeld van R.
Immers, als w = R(x) dan volgt “x € w dan
en slechts dan als x & w?”, hetgeen een dui-
delijke tegenspraak oplevert.

De hierboven gebezigde term ‘norm’ slaat
op wat wij nu een (welgevormde) formule
zouden noemen: een uitspraak/beschrijving
waar objecten al dan niet aan kunnen vol-
doen — zie verderop voor de definitie. Elke
verzameling, X, bepaalt een norm, namelijk
“x behoort tot X”. Het omgekeerde, dat el-
ke norm een verzameling bepaalt, zou men
kunnen zien als een formalisering van Can-
tors opvatting van het begrip verzameling.

Wat Russell zich realiseerde was dat deze
opvatting tot tegenspraken moet leiden: “We
may test this conclusion, in the case of the
class of all entities, by constructing, according
to the method of the proof of the Schroder-
Bernstein theorem, an actual one-one corre-
lation of all terms with all classes, and then
considering the class which Cantor shows to
be omitted. This process leads us to the con-
sideration of the norm: “x is not a class which
is a member of itself.” If this norm defines a
class w, then the class w is omitted from our
correlation. But it is easy to see that this norm
does not define a class at all. For, if it defi-
ned a class w, we should find that, if w is a
member of itself, then it is not a member of
itself, and vice versa. Hence there is no such
class as w. Essentially the same argument
may be stated as follows:—If u be any class,
then, when x = u, the statement “x is not
an x” is equivalent to “x is not a u.” Hence,
whatever class 1 may be, there is one value
of x—namely, u—for which “x is not an x”
is equivalent to “x is not a w”; thus there is
no class w such that “x is not an x” is always
equivalent to “x is a w.” Hence, again, this
norm does not define a class.” En dit leidt
tot een onverbiddelijke conclusie: “We thus
find that, quite apart from any view as to the
nature of cardinals, and without any conside-
rations belonging to arithmetic, we can prove
that at least one perfectly determinate norm
does not define a class.”

Dat was niet zo mooi maar aan de andere
kant wel nuttig, want het dwong de wiskundi-
gen zich er op te bezinnen wat nu wel en niet
geoorloofd was binnen de verzamelingenleer.
Eén van de eersten die die koe bij de horens
vatte was Zermelo, die in [16] een axiomatise-
ring van de verzamelingenleer opstelde. Het
volgende axioma (Axiom der Aussonderung)
maakt de paradox van Russell onschadelijk
door, als het ware, alleen toe te laten dat ei-
genschappen gebruikt worden om verzame-
lingen uit voorgegeven verzamelingen af te
zonderen:

“Axiom lll. Ist die Klassenaussage E(x) definit
fiiralle Elemente einer Menge M, so besitzt M

immereine Untermenge Mg, welche alle dieje-
nigen Elemente x von M, fiirwelche E(x) wahr
ist, und nur solche als Elemente enthalt.”

Wat Zermelo precies met een ‘Klassenaus-
sage’ en ‘definit’ bedoelde was nog niet ge-
heel duidelijk; Skolem zorgde in [13] voor
klaarheid doorin feite het begrip ‘welgevorm-
de formule’ te definiéren: alle formules die
door herhaalde conjunctie, disjunctie, nega-
tie en kwantificatie uit atomaire formules van
de vorm x € y en x = y opgebouwd kun-
nen worden en alleen deze. Hiermee was alle
ambiguiteit uit de verzamelingenleer wegge-
werkt.

Overigens wordt Cantors onderscheid tus-
sen ‘eigenlijke’ en ‘oneigenlijke’ verzamelin-
gen in de verzamelingenleer op informele wij-
ze nog wel gehanteerd, alleen spreekt men
liever van verzamelingen en (echte) klassen.
De uitspraak “de klasse der ordinaalgetallen
is welgeordend” bekt iets lekkerder dan de
formele versie: “voor elke welgevormde for-
mule (x) met x als vrije variabele en met de
eigenschap dat er een ordinaalgetal o is dat
aan y voldoet, is ereen kleinste ordinaalgetal
dat aan y voldoet”.

Andere toepassingen
De diagonaalmethode is op vele problemen
toepasbaar.

De bekendste onmogelijkheidsbewijzen
uit de mathematische logica maken alle ge-
bruik van een versie van Cantors idee om
op een diagonaal alle elementen om te klap-
pen. De eerste onvolledigheidsstelling van
Godel, Turings oplossing van het beslissings-
probleem en Tarski’s stelling ([14]) over de on-
definieerbaarheid van waarheid in N. Telkens
wordt er een welgedefinieerde lijst gemaakt
met een welgedefinieerde diagonaal en een
geschikte omklapprocedure leidt tot de ge-
wenste onmogelijkheid.

Tarski’s stelling is van de drie wellicht de
minst bekende, daarom hier een korte be-
schrijving. Zoals Godel liet zien in het bewijs
van zijn onvolledigheidsstellingen kunnen we
aan elke (welgevormde) formule, ¢, in de taal
van de rekenkunde een nummer, #¢, toeken-
nen, en wel zo dat van elk natuurlijk getal me-
chanisch vastgesteld kan worden of het een
nummer van zo’n formule is. Laat F de ver-
zameling van de nummers van formules zijn
en T de deelverzameling van F die bestaat
uit de nummers van de formules die waar zijn
in N. Van het nummer van de formule die de
grote stelling van Fermat uitdrukt weten we
dat dit tot T behoort; van de formalisering
van het vermoeden van Goldbach weten we
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dat nog niet. De stelling van Tarski zegt nu
dat T niet definieerbaar is, in de zin dat er
geen formule, @, in de taal der rekenkunde
is met één vrije variabele en die voldoet aan
T = {n: (n)}. Op de diagonaal die hier tot
detegenspraak leidt staat voor elke formule
een gesloten formule ¢’ met de eigenschap
dat ¢’ — @w#y') bewijsbaaris in de elemen-
taire rekenkunde en dus waar in N. Toepas-
sing op de negatie van @ levert een formule 0
met de eigenschap dat 0 —~ —~@#0) waar is.

Het idee van diagonaliseren vinden we al
eerder bij Paul du Bois-Reymond in [1]: ge-
geven een rij positieve en stijgende functies
A1(x), A2(x), Az(x),... op het interval [0, )
die voldoen aan

: An(x) _
)!I_'I’]" A1'L+1(X) -

voor alle n, bestaat er een stijgende positieve
functie @ die voldoet aan limy_ Y(x) = o
en voor alle n aan

. An(x)
] — 7 -
% ()

De constructie is redelijk recht-door-zee:
neem een stijgende rij x1, x2, X3, ... met de
eigenschap dat

A1) > - - > Apx)=n

als x > x;, en laat @ de stuksgewijs lineai-
re functie zijn die voldoet aan ¢(0) = 0 en
Y(xn) =nvooralle n.
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