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Stochastische partiele
differentiaalvergelijkingen

Op de WONDER-lezingenmiddag van 13 december 2013 is de Stieltjesprijs 2012 uitgereikt aan
Sonja Cox. Deze jaarlijkse prijs eert het beste wiskundig proefschrift verdedigd aan een Neder-
landse universiteit in het desbetreffende jaar. Sonja promoveerde in Delft op het proefschrift
Stochastic Differential Equations in Banach Spaces: Decoupling, Delay Equations and Approxi-
mations in Space and Time bij promotor Jan van Neerven. Naar aanleiding van deze prijs vertelt
zij hier over haar onderzoeksgebied; in het bijzonder wordt uitgelegd wat een stochastische
partiéle differentiaalvergelijking is en hoe men die numeriek kan simuleren.

Stel u wilt de oplossing van een stochasti-

sche partiéle differentiaalvergelijking (SPDV)

simuleren... Waarschijnlijk komen er nu

meteen enkele vragen bij u op, zoals:

— Wat is een stochastische partiéle differen-
tiaalvergelijking ook alweer?

— Waarom zou ik een simulatie van de oplos-
sing willen?

— Hoe wordt een dergelijke simulatie ge-
maakt?

— Waarom word ik met ‘u’ aangesproken?

Doel van dit artikel is deze vier vragen te be-

antwoorden, beginnende bij de laatste (en

makkelijkste): de gehanteerde beleefdheids-

vorm is het gevolg van mijn verblijf in het

Duitstalig gebied.

Enkele interessante SPDV’s

Een stochastische partiéle differentiaalverge-
lijking is een partiéle differentiaalvergelijking
met een ruisterm, die toevallige invloeden be-
oogt te beschrijven. Men kan denken aan on-
zekerheden in de parameters van het model,
externe of interne ruisbronnen zoals thermi-
sche ruis en afrondingsfouten bij simulaties.
Slechts bij hoge uitzondering is het mogelijk

de oplossing van een SPDV in gesloten vorm
op te schrijven. Om toch enig inzicht te krij-
gen in de aard van de oplossing kan men die
simuleren op een computer.

De bekendste voorbeelden van SPDV’s
komen uit de natuurkunde, bijvoorbeeld
de stochastische Navier-Stokes-vergelijking
en de Kardar—Parisi-Zhang-vergelijking (KPZ-
vergelijking) — die laatste wordt onder an-
dere gebruikt als een model voor random
grensvlakken. Het probleem van deze verge-
lijkingen is dat ze in hoge mate niet-lineair
zijn en dat men bovendien in het algemeen
geinteresseerd is in ruis die nogal ‘wild’
van aard is, de zogenaamde additieve wit-
te ruis (zie onder). Voor de KPZ-vergelijking
is pas recent een oplossingsconcept ontwik-
keld (en dan ook voor enkele speciale ge-
vallen), zie [7] en het artikel van Jan van
Neerven in het vorige nummer van dit blad.
Het is voorlopig nog een uitdaging simula-
tiemethoden te ontwikkelen voor deze ver-
gelijkingen.

De stochastische Burgers-vergelijking is
een voorbeeld van een SPDV die behapbaar
en toch interessant is. De deterministische

Burgers-vergelijking is een vereenvoudiging
van de Navier-Stokes-vergelijking, die geen
turbulent gedrag kan modelleren. Dit gebrek
poogt men dan op te heffen door een sto-
chastische term toe te voegen, hetgeen de
stochastische Burgers-vergelijking oplevert.
Deze vergelijking is weliswaar ook in hoge
mate niet-lineair (de niet-lineairiteit is nauw
verwant aan de niet-lineairiteit in de KPZ-
vergelijking), maar in de eendimensionale
setting met additieve witte ruis is de conver-
gentievan numerieke schema’sinmiddels be-
wezen, zie bijvoorbeeld [1-2].

Ook de stochastische Cahn—Hilliard-verge-
lijking geniet veel aandacht. De determinis-
tische Cahn—Hilliard-vergelijking, die even-
eens niet-lineair is, beschrijft hoe een meng-
sel van twee vloeistoffen zich opsplitst in
gebieden die puur uit één van de twee
vloeistoffen bestaan. In een artikel uit 1970
merkt H. Cook op dat als men de Cahn-
Hilliard-vergelijking uitbreidt met een sto-
chastische term, de oplossing beter over-
eenkomt met de waarnemingen. Zie bijvoor-
beeld [8] voor numerieke simulaties van deze
vergelijking.

Het zal u niet ontgaan zijn dat de bovenge-
noemde vergelijkingen allemaal niet-lineair
zijn.lknoem deze voorbeelden omdat ik denk
dat ze interessant zijn, maar ook omdat de
theorie voor numerieke simulaties van niet-
lineaire SPDV’s pas in de laatste jaren goed
op gang is gekomen — het is dus momenteel
een interessant gebied.
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Wat is een SPDV?

Een stochastische partiéle differentiaalverge-
lijking is een partiéle differentiaalvergelijking
die gedreven wordt door ruis. Om dit uit te
leggen, beginnen we eerst heel eenvoudig
met een gewone differentiaalvergelijking: zij
ug € R, zij a: [0,0) — R continu differen-
tieerbaar, a(0) = 0, en zij b: [0, o) — R conti-
nu. Beschouw de vergelijking

t
u(t) =u(0) + J u(s)dals)
0
, @
+J b(s)ds, t=0.
0

Het is welbekend (dan wel eenvoudig te con-
troleren) dat de unieke oplossing van deze
vergelijking wordt gegeven door

t
_ pall) —al(s)
ut)=e (uo + Jo e h(s)ds) , )

t=0.

Stel nu dat de afbeeldingen [Ja(s)ds en
f(g b(s)ds stochastisch zijn, dat wil zeggen,
zij (Q, F,P) een kansruimte, zij voor elke t €
[0, ) toevalsgetallen Q > w —~ A(t,w) € R
en Q > w — B(t,w) € R gegeven (met an-
dere woorden: A,B: Q x [0, o) — R zijn sto-
chastische processen), en beschouw nu de
vergelijking

t
U(t, w) = uo + L Uls, w) dA(Gs, w)

+B(t,w), t=0.

Voor de meeste modellen is het zeer aanne-
melijk dat de ruis ongecorreleerd is in de tijd.
Om dat te garanderen neemt men aan dat
de stochastische processen A en B onafhan-
kelijke incrementen hebben, dat wil zeggen:
A(t) — A(s) is onafhankelijk van {A(r): v €
[0,s]} vooralle 0 < s <t < . Dit heeft
echter tot gevolg dat de processen A en B
— mits niet op al te triviale wijze gekozen —
bijna zeker (dat wil zeggen met kans één) ner-
gens differentieerbaar zijn. Er moet dus enig
werk worden verricht om een zinvolle beteke-
nis te geven aan de oplossing van de verge-
lijking (3).

Om een concreet voorbeeld te geven: als
A(t,w) = ot + BW(t), B(t,w) = 0, waarbij
W 1[0, ) x QO — R een Brownse beweging is
en «, B € R, dan interpreteert men de inte-
graal met betrekking tot A in (3) in het alge-
meen als een Ité-integraal. In dat geval wordt

de oplossing van (3) gegeven door

U(t, w) = uge @ 2FI+BW(E,w)
(@)
(t, w) € [0, ) x Q.

Merk op dat men op grond van vergelijking (2)
de term ‘—%th’ in de exponent niet direct
zou verwachten — deze term ontstaat door
het gebruik van de Ité-integraal.

Een goede interpretatie voor de oplossing
van een stochastische partiéle differentiaal-
vergelijking is nog lastiger, aangezien er dan
ruis in de tijd en in de ruimte kan optreden.
Een concreet voorbeeld van een SPDV is de
stochastische warmtevergelijking:

0 02 02

EU(t,x) = ﬁU(t,xH mW(t,x),
(t,x) €10, T1x][0, 1]; ()

U(0,x) = Uy(x), x €]0,1];

U(t,0)=U(t,1)=0, te<[0,T].

De term ‘+%W(t,x)’ wordt additieve witte
ruis genoemd. Men kan dit interpreteren als
de afgeleide in de tijd en in de ruimte van een
tweedimensionaal Gaussisch veld (een soort
tweedimensionale Brownse beweging). Aan-
gezien dit toevalsveld bijna zeker zowel in de
tijd als in de ruimte nergens differentieerbaar
is (laat staan in de tijd en in de ruimte), is het
niet triviaal om een interpretatie te geven aan
de oplossing van (5).

In deze sectie hebben we alleen lineai-
re vergelijkingen beschouwd, maar hopelijk
heeft u nu een idee van wat stochastische
partiéle differentiaalvergelijkingen zijn. Klas-
sieke boeken over SPDV, waarin onder andere
vergelijking (5) en de stochastische Burgers-
vergelijking worden behandeld, zijn [5] en [6].

uitx)

In [10] worden SPDV’s met niet-Gaussische
ruis behandeld. Een mooie inleiding voor SP-
DV’s geinterpreteerd als SDV’s in een Banach
ruimte is te vinden in [9].

Numerieke methoden

Het verschil tussen een simulatie van een
deterministische PDV en een stochastische
PDV is uiteraard dat men — naast discreti-
saties in de ruimte en de tijd — ook een
discretisatie in de waarschijnlijkheidsruim-
te moet maken. Alvorens dat te doen dient
men zich de vraag te stellen waarin men
geinteresseerd is. In sommige gevallen vol-
staat wellicht een plaatje van één moge-
lijk oplossingspad (x,t) — U(t, w)(x) met
w € Q vast (zie Figuur 1). In dat geval
hoeft men feitelijk alleen een tijds- en ruim-
tediscretisatie te maken. Voor een SPDV met
een globale oplossing is het vaak niet moei-
lijk aan te tonen dat deze discretisatie bij-
na zeker met een bepaalde snelheid conver-
geert (zie bijvoorbeeld [3, Hoofdstuk 8]), het-
geen een dergelijke simulatie enige waarde
verleent.

Meestal is men echter niet geinteresseerd
in één enkel oplossingspad, maar in een sto-
chastische kwantiteit die afgeleid wordt van
de oplossing U, zoals de verwachte maxi-
male waarde van de oplossing van (5) op
[0, t] x [0, 1]:

IE[ sup IU(s,x)\] ,

sel0,t],xeD

of misschien de verwachte totale energie op

tijdstip t:
1
E Uo U%,x)dx] ,

X

Figuur 1 Een simulatie van één mogelijk oplossingspad voor (5), verkregen door een impliciete Euler-approximatie in de tijd

en een spectrale Galerkin-approximatie in de ruimte.
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of,in de meest algemene vorm: E[g(U)], waar-
bij g : C([0, ) X [0,1]) = R

Wanneer men geinteresseerd is in E[g(U)],
waarbij U de oplossing is van een stochas-
tische gewone differentiaalvergelijking in R4
met Gaussische ruis kan men een beetje vals-
spelen: in dat geval wordt de afbeelding

[0, 00) x B 3 (£, x) — E(g(U1)|U(0) = x)

beschreven door een (deterministische!)
tweede-orde-partiéle  differentiaalvergelij-
king, de zogenaamde voorwaartse Kolmogo-
rov-vergelijking. Men kan dus in plaats van
de stochastische differentiaalvergelijking de
bijbehorende Kolmogorov-vergelijking simu-
leren. Deze insteek is echter erg inefficiént als
de dimensie d groot is, dus in het bijzonder
bij stochastische partiéle differentiaalverge-
lijkingen, waarbij d = .

Een andere insteek is de zogenaamde sto-
chastische Galerkin-methode, waarbijmen op
zoek gaat naar een orthonormale basis in de
beeldruimte van de ruis en de ruis aan de
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