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Vakantiecursus

Het vormen van ruimte:
van Poincare tot Perelman

Op de Vakantiecursus 2013 van het Platform Wiskunde Nederland geeft Roland van der Veen
een kort overzicht van recente ontwikkelingen in het vakgebied van de (laagdimensionale)
topologie. In 2003 bewees Grigori Perelman het Poincaré-vermoeden, een doorbraak zowel
binnen als buiten de topologie. Aan de hand van oppervlakken wordt in dit artikel een indruk
gegeven van de belangrijkste ideeén, methoden en toepassingen.

Aan het einde van de negentiende eeuw ont-
wikkelde de Franse wiskundige Herni Poin-
caré een nieuwe tak van de wiskunde: de to-
pologie. Dat kwam zo: In zijn bestudering van
de bewegingen van de planeten en andere dif-
ferentiaalvergelijkingen viel het Poincaré op
dat de precieze vorm van de vergelijkingen
vaak niet zo heel belangrijk is. Kwalitatieve
vragen als “Loopt het systeem uit de hand of
niet?” worden vaak al bepaald door de globa-
le vorm van de oplossingen. Hetzelfde feno-
meen kwam hij tegen bij het uitrekenen van
complexe integralen. De uitkomst van de in-
tegraal verandert vaak niet wanneer we het
integratiegebied een klein beetje veranderen.
Het gaat blijkbaar om de globale vorm van het
gebied, niet om de details.

Poincaré zocht naar een nieuwe wiskundi-
ge taal om de globale eigenschappen van zijn
ruimten mee te beschrijven. Wat blijft er over

van meetkunde als je irrelevante details zoals
hoeken, afstanden en rechte lijnen allemaal
overboord zet? Poincaré ontdekte dat je dan
nog steeds een zinnige theorie krijgt en noem-
de het topologie. Het bekendste deel van de
topologie is de grafentheorie van netwerken.
In een netwerk gaat het alleen om welke pun-
ten verbonden zijn met welke, niet hoe het er
precies uitziet. Topologie wordt ook wel rub-

Figuur 1 Deze drie objecten zijn topologisch gezien hetzelfde. De vrij ingewikkelde vorm van het konijn links wordt vereen-
voudigd tot een perfect ronde bol rechts.
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Figuur 2 Voorbeelden van oppervlakken. Eerste rij (zonder rand): De bolschil, de torus en de fles van Klein. Tweede rij (met

rand): De schijf, de ring en de Mébiusband.

bermeetkunde genoemd, een object veran-
dert immers topologisch gezien niet wanneer
we het uitrekken en vervormen alsof het van
rubber was, zie Figuur 1. Een beroemd voor-
beeld is dat een topoloog het verschil niet kan
zien tussen zijn koffiekop en de donut die er-
naast ligt.

De centrale vragen in de topologie zijn:
Hoeveel verschillende ruimten zijn er mo-
gelijk? Passen ze in een classificatiesche-
ma? Is er een soort periodiek systeem van
alle mogelijke ruimten? Poincaré probeer-
de rond 1900 de eenvoudigste ruimten in
kaart te brengen. Hij vermoedde dat dit
juist de cirkel, de bol en de hogerdimen-
sionale bollen waren. Deze uitspraak is in
de honderd jaar daarna bekend geworden
als het Poincaré-vermoeden. Een van de be-
ruchtste en belangrijkste problemen in de
wiskunde.

Pas in 2003 slaagde de Rus Grigori Pe-
relman er uiteindelijk in om Poincarés ver
moeden op een spectaculaire manier te be-
vestigen. Perelman geeft een volstrekt nieuwe
visie op de topologie. Het geeft een effectieve
en intuitieve manier om willekeurige ruimten,
hoe ingewikkeld ook, in kaart te brengen. De
eenvoudigste ruimten waar Poincaré over na-
dacht zijn slechts een kleine toepassing. Het
zijn inderdaad de bollen zoals Poincaré ver-
moedde.

De kern van Perelmans visie is dit: Breng
je ruimte in een zo mooi en symmetrisch mo-
gelijke standaardvorm. Een eenvoudige illus-
tratie hiervan is Figuur 1. Het vrij ingewikkelde
konijnenbeeld® links wordt teruggebracht tot
een perfect symmetrische bol rechts. Topo-
logisch gezien gebeurt hier helemaal niets,
maar in de praktijk is de bol veel makkelij-
ker te begrijpen. Het briljante van Perelman is
dat hij het gebrek aan vorm in de topologie
just aangrijpt om zo mooi mogelijke vormen
te creéren. In deze optimale vorm worden de
eigenschappen van de ruimte veel makkelij-
ker zichtbaar. In plaats van abstracte ruimten
te classificeren kunnen we dus optimaal sym-
metrische standaardruimten bestuderen. Zo
heeft Perelman de centrale vraagin de topolo-
gie teruggebracht tot een eenvoudiger meet-
kundig probleem. De wiskunde is namelijk
veel beter in staat om met mooie symmetri-
sche objecten om te gaan dan met vormloze
ruimten.

Hieronder geven we een korte en niet-
technische inleiding in de topologie met na-
druk op de visie van Perelman. We illustre-
ren de belangrijkste ideeén aan de hand van
heel speciale ruimten: opperviakken. We zul-
len zien hoe we oppervlakken in kaart kun-
nen brengen en hoe Perelman deze ruimten
in hun optimale vorm brengt. De begrippen
Eulergetal en kromming zullen een hoofdrol

Figuur 3 Twee losse driehoeken links worden iets vervormd zodat ze netjes tegen elkaar aan geplakt kunnen worden. De
twee plaatjes rechts stellen (topologisch gezien) allebei dezelfde schijf voor.

spelen. Differentiaalvergelijkingen komen ook
aan bod en tot slot heeft de techniek van Pe-
relman onverwachte toepassingen.

Topologie en oppervlakken

Topologie gaat over het beschrijven en clas-
sificeren van abstracte ruimten. Om het nog
abstracterte maken mogen we bovendien niet
naar de details van de ruimte kijken, het gaat
om de grote lijn, de globale vorm. Maar wat
is een ruimte eigenlijk? En wat bedoelen we
met de globale vorm?

In plaats van dezevragenin hun algemeen-
heid te beantwoorden zullen we ons beperken
tot een speciaal soort ruimten: opperviakken.
In Figuur 2 hebben we alvast wat voorbeelden
van oppervlakken getekend. Hieronder zullen
we precies zeggen wat we bedoelen met een
oppervlak en wanneer twee oppervlakken to-
pologisch gezien hetzelfde zijn.

Oppervlakkenvormen eenideale proeftuin
voor de topologie omdat er veel over bekend
is en ze vrij goed te visualiseren zijn. We zul-
len zien hoe we ze kunnen classificeren envan
elkaar kunnen onderscheiden. Zo kunnen we
in de volgende paragraaf de ideeén van Pe-
relman heel mooi in actie zien. Aan het einde
van de paragraaf gaan we kort in op driedi-
mensionale ruimten waar Poincaré over na-
dacht.

Definitie van een oppervlak

Wat is een oppervlak? Als we nog eens naar
Figuur 2 kijken, dan zijn het een soort flexi-
bele dunne zeepvliezen met gaten erin. Ook
kunnen ze een rand hebben. Omdat dit idee
concreter te maken brengen we alles terug tot
de eenvoudigst mogelijke bouwstenen: drie-
hoeken.

Definitie 1. Een opperviak is een ruimte die je
kunt construeren door (eindig veel) driehoe-
ken netjes aan elkaar te plakken.

Met netjes aan elkaar plakken bedoelen
we dat twee driehoeken met de zijden tegen
elkaar geplakt worden, zie Figuur 3. In het re-
sultaat komen op iedere zijde maximaal twee
driehoeken samen en is er geen verdere over-
lap.

Het is belangrijk dat de driehoeken géén
specifieke vorm of grootte hebben. Ze zijn als
het ware van rubber en kunnen naar believen
uitgerekt en ingekrompen worden (hoewel we
ze voor het gemak meestal recht tekenen). Zo-
lang het patroon waarmee ze op elkaar aan-
sluiten maar niet verstoord wordt, beschou-
wen we het oppervlak als onveranderd. Het
opbouwen van een oppervlak uit driehoeken
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Figuur 4 Drie triangulaties van de bol. Topologisch gezien is er geen verschil.

heet ook wel een triangulatie van het opper-
vlak.

Bij het aan elkaar plakken van de driehoe-
ken hoeven niet alle zijden aan een andere
zijde vastgeplakt te worden. De overgebleven
zijden vormen dan samen de rand van ons
oppervlak. Dit gebeurde in Figuur 3 waar we
een schijf plakten uit twee driehoeken. De vier
overgebleven zijden vormen de rand van de
cirkelschijf.

Alle oppervlakken op de onderste regel
van Figuur 2 hebben een rand. Bij de ring be-
staat die zelfs uit twee cirkels (de onderste
hebben we rood gemaakt). In het algemeen
bestaat de rand altijd uit een aantal losse cir-
kels, de randcirkels. Je kunt nagaan dat dit
komt doordat er nooit meer dan twee drie-
hoeken een lijn gemeen hebben.

De driehoeken zijn alleen maar een manier
om over het oppervlak te kunnen praten. We
stellen ons het oppervlak vaak meer als een
glad object voor, zoals de bol(schil) en de an-
dere voorbeelden uit Figuur 2. Het werken met
driehoeken is niet echt een beperking want
alles wat je om je heen ziet, dit tijdschrift, je
hand, je stoel, alles kun je met kleine drie-
hoekjes benaderen. Dit gebeurt bijvoorbeeld
dagelijks in de computergraphicstoepassin-
gen. Zo zie je in Figuur 4 bijvoorbeeld een
grove triangulatie van het konijn uit Figuur 1.
Daarnaast staan in Figuur 4 nog twee alter-
natieve triangulaties van dezelfde bol. Kun je
ook triangulaties vinden van de andere op-
pervlakken in Figuur 2?

De kernvraag van de topologie is: hoe kun-
nen we herkennen of twee opperviakken (to-
pologisch gezien) hetzelfde zijn? Maar wat
bedoelen we hier nu precies mee? We heb-
ben gezien dat er heel veel verschillende ma-
nieren zijn om een oppervlak uit driehoeken
op te bouwen, te trianguleren. Intuitief zijn
twee oppervlakken gelijk als ze geleidelijk
in elkaar om te vormen zijn, waarbij we zo
nodig de driehoeken onderverdelen in klei-
nere driehoekjes, maar dat is nog erg vaag.
Daar hebben we niets aan als we bijvoor-
beeld willen begrijpen hoe het kan dat twee

Mobiusbanden, langs hun randen aan elkaar
geplakt, de Kleinse fles vormen (rechtsboven
in Figuur 2). Om in de volgende paragraaf
Perelmans ideeén te kunnen volgen hebben
we een precieze definitie nodig van wanneer
we twee oppervlakken als hetzelfde beschou-
wen:

Definitie 2. We zeggen dat oppervlakken A en
B topologisch gelijk zijn als we een gemeen-
schappelijke verfijning van hun triangulaties
kunnen vinden.

Met een gemeenschappelijke verfijning
bedoelen we dat we de driehoeken van A en
B kunnen verdelen in kleinere driehoeken zo
dat er een een-op-eenverband ontstaat tus-
sen de kleine driehoeken van A en die van
B. Bovendien moeten dan twee kleine drie-
hoeken elkaars buren zijn precies wanneerde
corresponderende driehoekjes in B dat zijn en
omgekeerd.

In Figuur 5 staat een voorbeeld waar je aan
kunt zien hoe dit in de praktijk werkt. We la-
ten zien dat het rode oppervlak linksboven
gelijk is aan het blauwe oppervlak rechtsbo-
ven. Beide stellen ze de topologische schijf
voor. De rode triangulatie uiterst links bestaat
uit vier driehoeken, de blauwe rechts uit drie.
Volgens de definitie hierboven moeten we een
gemeenschappelijke verfijning vinden van de
blauwe en de rode driehoeken. Daaruit volgt
dan dat de twee oppervlakken topologisch ge-
lijk zijn. Links- en rechtsonder staat met fijne
lijntjes de gezochte gemeenschappelijke ver-
fijning aangegeven in de twee triangulaties.
De verfijning bestaat uit 17 kleinere driehoe-
ken.

Op de twee regels met plaatjes daartussen
zien we hoe we aan deze verfijning kwamen.
Eerst vervormen we de rode en de blauwe op-
pervlakken tot ze ‘op elkaar passen’. Dat is
gemakkelijk voor elkaar te krijgen door beide
de vorm van een ronde schijf te geven. Vervol-
gens leggen we deze twee schijven bovenop
elkaar (paars). De lijnen van de twee trian-
gulaties snijden elkaar nu en maken een pa-

troon van (kromme) veelhoeken (vette lijnen).
Op de volgende regel voegen we extra lijntjes
toe aan dit patroon om er een triangulatie van
te maken. Deze triangulatie is onze gezoch-
te gemeenschappelijke verfijning. We kunnen
die nu ook ‘terughalen’ naar de oorspronkelij-
ke triangulaties (fijne lijntjes). Anders gezegd
krijgen we via het paarse plaatje de gevraagde
een-op-eencorrespondentie tussen de kleine
driehoekjes.

Devoorgaande procedure werkt niet alleen
voor ons voorbeeld van de schijven. Voor ie-
dertweetal triangulaties van hetzelfde opper-
vlak kunnen we zo een gemeenschappelijke
verfijning vinden.

Als een directe toepassing van Definitie 2
kunnen we nu bewijzen dat oppervlakken met
rand nooit gelijk kunnen zijn aan oppervlak-
ken zonderrand. We kunnen de rand namelijk
nooit wegkrijgen door een triangulatie te ver-
fijnen of te vervormen. Sterker nog, het aantal
randcirkels moet gelijk zijn. Zo heeft de ring
twee randcirkels en de schijf maar één (zie
Figuur 2). Daarom zijn deze oppervlakken to-
pologisch niet gelijk. Het aantal randcirkels
is dus een nuttig getal waarmee we opper-
vlakken kunnen beschrijven. In de volgende
paragraaf komen we nog zo’n getal tegen, het
Eulergetal, dat beschrijft wat erbinnen het op-
pervlak zelf gebeurt.

Opgave. Bewijs dat als je twee ringen met hun
randcirkels aan elkaar plakt je de torus krijgt
(zie Figuur 2). Laat ook zien dat als je twee
Mobiusbanden langs hun randcirkels aan el-
kaarplakt, je de Kleinse fles krijgt (moeilijker).

A\ 4
A

Figuur 5 Boven: twee triangulaties van de schijf. Tweede
regel: vervorming tot een ronde schijf en overlap (midden).
Derde regel: onderverdeling in driehoeken (fijne lijntjes).
Onder: De oorspronkelijke triangulaties met daarin hun ge-
meenschappelijke verfijning.
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1 = 4 — 5 + 2

Figuur 6 Berekemng van het Eulergetal x van de schijf.
x(schijf) =

Het Eulergetal

De kernvraagin de topologie is hoe je ruimten
kunt classificeren en van elkaar kunt onder-
scheiden. Voor oppervlakken gaat dat heel
goed met het zogenaamde Eulergetal (naar
Leonhard Euler). Het Eulergetal x (chi) van
een oppervlak komt neer op het tellen van
het aantal hoekpunten, zijden en driehoeken
in een triangulatie van je oppervlak. Traditi-
oneel geven we het aantal punten, lijnen en
driehoeken aan met respectievelijk de letters
V,EenF.

Definitie 3. Het Eulergetal x van een opper-
vlakisx =V —E+F.

In Figuur 6 staat een simpel voorbeeld
waarin we berekenen dat het Eulergetal van
de schijf gelijk is aan 1 dus x(schijf) = 1. De
aantallen punten, lijnen en driehoeken, V, E
en F staan aangegeven en hun alternerende
som is inderdaad 1.

We hadden het onszelf ook makkelijker
kunnen maken door één enkele driehoek te
nemen, dat is immers ook een topologische
schijf. Er zijn nu evenveel lijnen als punten
en maar één driehoek, dus nog steeds is
x=3-3+1=1.

In de twee bovenstaande voorbeelden zien
we dat het Eulergetal niet af lijkt te hangenvan
de triangulatie van de schijf die we gebruiken.
Dat is geen toeval want volgens Definitie 2
hebben twee triangulaties van hetzelfde op-
pervlak een gemeenschappelijke verfijning.
Je kunt nagaan dat het Eulergetal niet veran-
dert wanneer we een triangulatie verfijnen en
daarom leveren beide triangulaties hetzelfde
antwoord op.

a
A

Figuur 7 De Eulergetallen van de ring, twee schijven en de
bol op een rijtje.

In het volgende voorbeeld berekenen we
de Eulergetallen van de bol en de ring. In Fi-
guur 7 links is een triangulatie van de ring
gegeven met zes driehoeken. In de bereke-
ning x =V — E + F valt het aantal driehoeken
weg tegen de zes inwendige lijnen en de pun-
ten tegen de randlijnen. Het antwoord is dus
x(ring) = 0.

Het Eulergetal van de bol berekenen we uit
de octaéder (rechts) in Figuur 7. De octaéder
is een triangulatie van de bol met acht drie-
hoeken. In het middelste plaatje hebben we
de octaéder langs de evenaar in twee pira-
midevormige schijven opgedeeld (de pirami-
des hebben geen grondvlak!). We weten al
dus samen hebben de twee dat x(schijf) = 1,
schijven Eulergetal 2. Plakken we de schij-
ven op elkaar dan verdwijnen er evenveel
hoekpunten V als lijnen E en blijft F ge-
lijk. Daarom blijft ook x = V — E + F ge-
lijk bij het plakken. Met andere woorden
x(ol)=1+1=2.

De laatste observatie is interessant omdat
we hier het Eulergetal van een oppervlak (de
bol) berekenden door de Eulergetallen van
twee eenvoudigere oppervlakken op te tellen.
Die twee eenvoudigere bouwstenen werden
langs een van hun randcirkels aan elkaar ge-
plakt. We zagen namelijk in dat het Eulergetal
niet verandert wanneer we twee randcirkels
van een oppervlak aan elkaar plakken. An-
dersom mag je dus ook het Eulergetal van je
oppervlak berekenen door het langs cirkels
in stukjes te snijden. Het Eulergetal van het
geheel is niets anders dan de som van de
Eulergetallenvan de stukjes. Zo kun je bijvoor-
beeld de torus uit Figuur 2 in cylindervormi-
ge plakjes snijden. Al die plakjes zijn ringen
(met x = 0) dus het Eulergetal van de torus
is ook 0.

Tot nu toe zijn alle Eulergetallen die we
hebben gevonden positief of 0 maar dit is
misleidend. Snij je namelijk een klein kap-
je af van de bol dan gaat het Eulergetal
1 omlaag. Dit volgt weer uit de redenering
hierboven. Een bol met veel gaten (rand-
cirkels) heeft dus een heel negatief Euler-
getal.

Opgave. Zijn erook oppervlakken zonderrand
met negatief Eulergetal?

Classificatie van opperviakken

Het Eulergetal is heel praktisch om oppervlak-
ken te onderscheiden, maar kun je hiermee
ook werkelijk alle oppervlakken beschrijven?
August M6bius (van de band) gaf hierop in
1861 het volgende antwoord. Poincaré was
toen 7 jaar oud.

Stelling 1 (Classificatiestelling van oppervlak-
ken). Een samenhangend opperviak wordt ge-
heel bepaald door drie parameters:

1. Het Eulergetal x.

2. Het aantal randcirkels v.

3. Of het oriénteerbaar is of niet.

Met samenhangend bedoelen we alleen
maar dat we ervan uitgaan dat het opper-
vlak niet uiteenvalt in losse stukken. Het
begrip oriénteerbaarheid slaat op het ver-
schil tussen de ring en de Mobiusband:
op de eerste kun je consistent praten over
links en rechts, op de tweede niet. Daar-
om noemen we de ring oriénteerbaar en de
Mobiusband niet.

Mobius gaf ook een expliciete opsom-
ming van alle mogelijke oppervlakken. Een
oriénteerbaar oppervlak ziet eruit als een
bol met handvatten en gaten als in Figuur
8. Met een gat bedoelen we dat er een
schijf uit het boloppervlak is weggelaten,
waarbij een cirkelvormige rand ontstaat. Is
het oppervlak niet oriénteerbaar dan is aan
een aantal van de randcirkels van de ga-
ten een Mobiusband vastgeplakt. Hoe dit
er precies uitziet laten we aan de fantasie
van de lezer over.

Een bewijs van deze uitspraken zou te ver
voeren, hoewel het niet erg moeilijk is en ze-
ker de moeite waard. We verwijzen naar een
mooi bewijs van John Conway [6]. Ook is er
interessant Nederlands lesmateriaal over op-
pervlakken gemaakt door Jacobien Carstens
en Sebas Eliéns [4].

Opgave. Teken een zo goed mogelijk plaatje
van een Mobiusband die met zijn randcirkel
aan de rand van een schijf vastzit. Stel je ver-
volgens een oppervlak voor met één hand-
vat en twee gaten waarvan er aan één van de
randcirkels een Mobiusband geplakt zit. Is dit
de Kleinse fles? Zo nee, hoe kan die dan be-
schreven worden in termen van de standaard-
vorm van Mobius?

Figuur 8 Een bol met drie handvatten en twee gaten.
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Figuur 9 We zetten een bouwplaat van een tetraéder in elkaar. Hierbij moeten de gekleurde pijltjes op elkaar komen. De
bouwplaat uiterst links is intrinsiek, de tetraéder rechts extrinsiek.

Intrinsieke opperviakken

Voorwe ons in hogere dimensies begeven kij-
ken we nog even van een hoger standpunt
naar onze oppervlakken. We stellen ons op-
pervlakken graag voor als ruimtelijke objec-
tenindrie dimensies, maarlogisch gezien zijn
ze dat niet noodzakelijk. Als we terugkijken
naarde definities staat eralleeniets overdrie-
hoeken waarvan de zijden aan elkaar zitten.
Die driehoeken zelf zijn objecten uit het platte
vlak dus in zekere zin zijn oppervlakken dat
ook. We noemen oppervlakken dan ook wel
tweedimensionale topologische ruimten.

Dit standpunt van waaruit we oppervlak-
ken zien als opzichzelfstaande ruimten heet
wel intrinsiek. We praten over oppervlakken
zonder te refereren aan hoe (en of!) ze in
de ruimte liggen. In zekere zin worden we
gedwongen tot dit standpunt omdat sommige
oppervlakken nu eenmaal niet in onze gewo-
ne R3 passen. De fles van Klein is hier een
voorbeeld van. ledere poging om hem toch
als een ruimtelijk object te tekenen levert een
schijnbare zelfdoorsnijding op, zie Figuur 2.

Vanuit hetintrinsieke standpunt stellen we
ons oppervlakken voor als bouwplaten. Van
elke driehoek geven we aan waar hij aan vast-
zit maar zonder te vertellen hoe het geheel
eruitziet. In het geval van de bol is dit een
bekende procedure. Hier is bijvoorbeeld een
bouwplaatvan eentriangulatie van de bol met
vier driehoeken (tetraéder), zie Figuur 9. De
zijden met dezelfde kleur moeten in de rich-
tingvan de pijltjes aan elkaar geplakt worden.

In het bovenstaande geval kunnen we de
bouwplaat van de tetraéder ook daadwerke-
lijk in elkaar zetten in onze ruimte. Voor de
meeste bouwplaten lukt dat niet. Zelfs voor
triangulaties van de bol kan het verwarrend
zijn. Vergelijk bijvoorbeeld de volgende bouw-
plaat van een triangulatie van een bol in een
noordelijke en zuidelijke driehoek (Figuur 10).

Figuur 10 Een bouwplaat van de bol met twee driehoeken,
noordelijk en zuidelijk halfrond.

Ze passen netjes op elkaar als je de driehoe-
ken flink wat buigt.

Een buitenissiger oppervlak is het projec-
tieve vlak. Abstract (intrinsiek) kunnen we het
projectieve vlak als volgt beschrijven. Het is
de verzameling van alle lijnen door de oor-
sprong in R3. Deze lijnen zijn als het ware de
lichtstralen die ons oog in de oorsprong be-
reiken en zo kunnen we perspectivische con-
structies als verdwijnpunten eenvoudig be-
schrijven. Omdatiedere lijn de eenheidsbolin
R3 in twee tegenoverliggende punten snijdt,
kunnen we de punten van het projectieve vlak
ook iets eenvoudiger beschrijven. Het projec-
tieve vlak bestaat uit alle tegenoverliggende
paren punten op de bol. Het is niet direct
duidelijk hoe en of dit wel een oppervlak be-
schrijft, want we hebben nog geen bouwplaat
bij het oppervlak gemaakt. We komen hier la-
ter (en in de opgave) op terug.

Opgave. In Figuur 11 zeven uitslagen van ze-
ven oppervlakken met twee driehoeken. Be-
reken van iedere uitslag het Eulergetal en het
aantal randcirkels. Maak ook een zo goed mo-
gelijke schets van het oppervlak. Hebben we
nu alle oppervlakken die een triangulatie met
maximaal twee driehoeken toestaan in kaart
gebracht?

Driedimensionale ruimten

Gewapend met onze kennis over oppervlak-
ken wagen we ons nu aan ingewikkeldere to-
pologische ruimten: driedimensionale ruim-
ten (of korter: 3-ruimten). Dit zijn de ruim-
ten waar Poincaré en Perelman zich het hoofd
over braken. Nog steeds wordt er veel onder-
zoek gedaan naar deze ruimten. We kunnen
helaas alleen een korte indruk geven zonder
in al te veel details te treden.

Net zoals oppervlakken uit driehoeken zijn
opgebouwd, zo zijn (massieve) tetraéders de
bouwstenen voor de 3-ruimten. Volgens Poin-
caréis de eenvoudigste 3-ruimte de 3-bol. Net
als de gewone bolschil (2-bol of kortweg ‘bol’)
kunnen we die uit twee stukken samenstel-
len: een noordelijk en een zuidelijk ‘halfrond’,
zie Figuur 12. Het verschil is dat deze twee
stukken nu twee tetraéders zijn in plaats van
twee driehoeken. Dat neemt niet weg dat de
3-bolwel degelijk ook als ronde bol te realise-

ren is, maar dan wel als de eenheidsbol in R*.
De intrinsieke bouwplaat van twee tetraéders
is vaak praktischer.

Een nog eenvoudigervoorbeeld van een 3-
ruimte is natuurlijk een enkele (massieve) te-
traéder. Deze heeft een rand en dat is een (to-
pologische) 2-bol. Je kunt nagaan dat de rand,
hoe je de tetraéders ook plakt, altijd een op-
pervlak zal zijn. In Figuur 13 (boven) hebben
we een driehoekig prisma aan elkaar geplakt
uit drie tetraéders. Deze 3-ruimte is topolo-
gisch gezien volkomen gelijk aan de enkele
tetraéder van net. Het wordt anders wanneer
we de boven- en ondervlakken van het pris-
ma aan elkaar plakken. Dan krijgen we een
massieve torus. Dat is een 3-ruimte waarvan
de rand een torusoppervlak is, zie Figuur 14
(rechts).

Met behulp van de prisma’s kunnen we
onze kennis van oppervlakken gebruiken om
ook 3-ruimten te maken. Dat gaat als volgt,
zie Figuur 13. Begin met een bouwplaat van
je favoriete oppervlak (in het voorbeeld is
dat een bouwplaat van de torus met twee
driehoeken). Op iedere driehoek in de bouw-
plaat zetten we nu een driehoekig prisma.
Vervolgens plakken we de prisma’s met hun
verticale vlakken aan elkaar volgens de in-
structies van de bouwplaat van het opper-
vlak. De 3-ruimte die we zo krijgen is een
‘verdikking’ van het oorspronkelijke opper-
vlak. ledere horizontale doorsnede van de
prisma’s vormt immers een bouwplaat van
het oppervlak. De boven- en ondervlakken
van de prisma’s worden verder nergens aan
vastgeplakt en vormen dus de rand. Ze vor-
men een kopie van het oppervlak en de
ondervlakken ook. De rand bestaat dus uit
twee delen.

Tot slot kunnen we dan de horizontale
boven- en ondervlakken van ieder prisma aan
elkaar plakken. In het geval dat ons opper-
vlak de schijf was (een enkele driehoek) krij-
gen we zo de massieve torus. Heeft ons op-
pervlak geen rand dan krijgen we interessan-
te voorbeelden van 3-ruimten zonder rand. In
ons voorbeeld waarbij we beginnen met het
torusoppervlak en na de prisma’s erop te zet-
ten en aan elkaar te plakken krijgen we de
zogenaamde 3-torus.

Dit is nog maar een begin van de enor-
me rijkdom aan verschillende mogelijke 3-
ruimten. De meesten zijn ingewikkelder dan
die we met de oppervlak-constructie hierbo-
ven kunnen maken. Meer hierover is te le-
zen in het prachtige boek van Jeff Weeks
[10]. Ook de paragraaf over het Poincaré-
vermoeden in de bundel [3] gaat hier dieper
opin.
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Figuur 11 Bouwplaten voor oppervlakken met twee driehoeken. De gekleurde pijltjes moeten met de juiste richting tegen

elkaar geplakt worden.

<4 g

PN

Figuur 12 Links: de bouwplaat voor de gewone bol uit twee stukken. Rechts: Een driedimensionale bouwplaat voor de 3-
bol. De twee (massieve) tetraéders moeten met alle zijvlakken aan elkaar geplakt worden als een soort noordelijk en zuidelijk

halfrond. De gekleurde punten komen dan op elkaar te liggen.

Een driedimensionaal Eulergetal. Ons ge-
heime wapen bij het bestuderen van de
oppervlakken (ook wel 2-ruimten) was het
Eulergetal. Is er ook een Eulergetal voor 3-
ruimten? Het Eulergetal x = V — E + F was
de alternerende som van de aantallen pun-
ten, lijnen en driehoeken. Voor de 3-ruimten
speelt ook het aantal tetraéders T een rol.
Het Eulergetal is daarom gedefinieerd als
x=V-—E+F-T.

Zo is het Eulergetal van de 3-bol bijvoor-
beeld 4 — 6 +4 — 2 = 0, want we konden de
3-bol maken uit twee tetraéders door alle zij-
vlakken van de een aan alle zijvlakken van de
ander te plakken. Dus T = 2 en de punten, lij-
nen en driehoeken worden in paren op elkaar
geplakt zodat er nog maar 4 punten, 6 lijnen
en 4 vlakken overblijven.

Een ander voorbeeld is de enkele te-
traéder. Deze 3-ruimte met rand heeft Euler-
getal x =4 —-6+4 — 1 =1. 0mdat het prisma
topologisch equivalent is, moet dit ook Euler-
getal 1 hebben (dat klopt ook met de bereke-
ning). Plakken we de boven- en ondervlakken
aan elkaar om de massieve torus te krijgen
dan verliezen we drie punten, drie lijnen en
één driehoek, dus neemt het Eulergetal 1 af.
Het Eulergetal van de massieve torus is dus 0.

Met iets meer moeite kun je berekenen dat
het Eulergetal nulis van alle 3-ruimten zonder
rand die we hierboven met prisma’s constru-
eerden. Dat is geen toeval want het blijkt dat
het Eulergetal van alle (behoorlijke) 3-ruimten
zonder rand altijd gelijk is aan 0.

Om 3-ruimten toch te kunnen bestude-
ren bedacht Poincaré iets anders. Hij keek
naar de mogelijke paden door de 3-ruimte.
Met een pad bedoelen we een aantal lijn-
tjes van de tetraéders die samen punt A met
punt B verbinden. Er zijn een hoop moge-
lijke paden van A naar B maar de meeste
lijken erg op elkaar. Poincaré noemde daar-
om twee paden equivalent als ze met kleine
stapjes in elkaar over kunnen gaan, name-
lijk door het pad steeds maar in één enkele
tetraéder te veranderen.

De eenvoudigste 3-ruimten zijn die waar
alle paden van A naar B equivalent zijn (dit
heet ook wel enkelvoudig samenhangend).
Dat is bijvoorbeeld zo in de tetraéder en ook
in de 3-bol, maar niet in de massieve torus en
ook niet in de 3-torus. In de massieve torus is
goed te zien dat er meerdere niet-equivalente
paden tussen A en B mogelijk zijn. Je kunt
namelijk van A naar B linksom het gat en
rechtsom het gat, zie Figuur 14.

Poincaré vroegzich nu af of de 3-bol de eni-
ge 3-ruimte was waar alle paden tussen twee
punten equivalent zijn. Dit is het beroemde
Poincaré-vermoeden.

Poincaré-vermoeden. De enige 3-ruimte zon-
der rand waar alle paden tussen twee punten
equivalent zijn is de 3-bol.

Opgave. Is de 2-bol ook het enige oppervlak
zonderrand waar alle paden tussen twee pun-
ten equivalent zijn? Laat zien dat er op het
projectieve vlak precies twee verschillende
paden zijn tussen ieder tweetal punten.

Meetkunde op oppervlakken

We hebben nu een hele dierentuin aan to-
pologische ruimten opgebouwd. Hoe kunnen
we hier orde in aanbrengen? Voor de opper-
vlakken konden we het Eulergetal gebruiken
om ze te classificeren, maar voor 3-ruimten
lukte dat niet. De visie van Perelman was om
het vormeloze vorm te geven. Tot nu toe zijn
de ruimten opgebouwd uit driehoeken of te-
traéders zonder specifieke vorm. Ze zijn van
rubber want in de topologie maakt de precie-
ze vorm niet uit. Dat was nu juist de kracht van
detopologie: om de ingewikkelde vorm van fi-
guren te negeren en alleen naar de hoofdzaak
te kijken.

Perelman wilde de vormloze topologische
ruimten vorm geven. Wij zullen dat doen door
aan iedere zijde van de driehoeken een leng-
te toe te kennen. Dat heeft op de topolo-
gie geen enkel effect. Perelman liet echter
zien dat je ruimten een heel speciale vorm
kunt geven die uniek is en als het ware
opgelegd wordt door de manier waarop de
driehoeken aan elkaar zitten. Deze unieke
standaardvorm van Perelman vertelt ons dan
wel degelijk iets over de topologische ruimte

Figuur 13 Boven: Een driehoekig prisma is opgebouwd uit
drie tetraéders (rood, blauw en groen). Onder: een bouw-
plaat van een oppervlak wordt een bouwplaat voor een 3-
ruimte door op iedere driehoek een prisma te zetten.
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Figuur 14 Twee aanzichten van de massieve torus met daarop drie paden van punt A naar punt B. Het rode pad is equivalent

met het paarse pad, maar niet met het groene pad.

zelf. Het is een fantastisch classificerend prin-
cipe.

Om de ingewikkelde machinerie van de
Riemannse meetkunde te vermijden werken
we met een discrete versie van de theorie van
Perelman. Dat wil zeggen dat we geen pun-
ten toelaten die oneindig dicht bij elkaar lig-
gen. In deze context zullen we precies zeggen
wat we bedoelen met de optimale standaard-
vorm van een oppervlak. Dit doen we in ter-
men van het meetkundige begrip kromming.
Verrassend is dat het Eulergetal hier weer een
belangrijke rol speelt. Het essentiéle punt is
dat deze methode van Perelman ook voor ho-
gerdimensionale ruimten werkt.

Metrieken op een triangulatie

Om de vormloze topologische oppervlakken
vorm te geven doen we het volgende. We kie-
zen een triangulatie en geven de zijden van ie-
dere driehoek een specifieke lengte. Intuitief
zijn de driehoeken nu niet meer van rubber
maar juist van kristal. ledere driehoek is nu
een specifieke vlakke euclidische driehoek
die geheel is vastgelegd door de lengten van
zijndrie zijden. De essentiéle meetkundige in-
formatie zit hem in het geven van een positief
getalvooriedere zijde, we noemen dit wel een
metriek. Om te zorgen dat een drietal zijden
ook werkelijk een euclidische driehoek geeft,
eisen we dat ze aan de zogenaamde drie-
hoeksongelijkheid voldoen. De driehoekson-
gelijkheid stelt dat in iedere euclidische drie-
hoek de langste zijde korter is dan de som
van de lengtes van de overige twee zijden.

Definitie 4. Een (discrete) metriek op een
getrianguleerd oppervlak is een functie die
aan iedere zijde van de triangulatie een po-
sitief getal toekent (de lengte). Voor elke drie-
hoekin de triangulatie moeten de lengten van
de zijden bovendien aan de bovengenoemde
driehoeksongelijkheid voldoen.

Het tekenen van een getrianguleerd opper-
vlak in R3 zoals het nijlpaard, de icosaéder en
het konijn in Figuur 4 geeft impliciet een me-

triek aan. We kunnen dan namelijk de lengten
van alle zijden meten. Aan de driehoekson-
gelijkheid is automatisch voldaan omdat de
driehoeken er anders nooit recht uit zouden
kunnen zien. Een metriek geven is echter niet
hetzelfde als het oppervlak ruimtelijk reali-
seren in R3. Het begrip metriek is namelijk
intrinsiek, het is niets meer dan een functie
lengte : E — R die aan een aantal ongelijk-
heden voldoet.

In Figuur 15 zijn drie bouwplaten van ge-
trianguleerde oppervlakken getekend die de
betekenis van de metriek duidelijk maken.
Bij iedere lijn staat de lengte gegeven en bo-
ven de bouwplaat hebben we geprobeerd het
meetkundige object natuurgetrouw te teke-
nen. Voor de schijf links lukt dat heel aardig.
In het middelste plaatje staat de bouwplaat
van de tetraéder uit Figuur 9. In de gekozen
metriek is de top wat spitser dan in het eer-
dere figuur.

Helemaal rechts staat een bouwplaat van
de Kleinse fles maar hiervan hebben we niet
geprobeerd om een correct plaatje te tekenen.

3
5 5
4‘5 ‘
5 3 3

5 5

Dat lukt niet in onze ruimte vanwege de zelf-
doorsnijdingen. Dat neemt niet weg dat het
een prima meetkundig oppervlak is waar we
van alles over te weten kunnen komen.

Vergelijking met Riemannse metrieken. Een
probleem met onze meetkunde op opper-
vlakken is dat we met een vaste triangula-
tie werken. Het is natuurlijker om, zoals in
de Riemannse meetkunde, oppervlakken voor
te stellen als gladde (differentieerbare) ob-
jecten. In dit geval wordt de metriek gegeven
door inproduct op de raakruimte in elk punt.
De lengte van een pad meten we dan door
de lengte van de raakvector te integreren. On-
ze grovere (discrete) aanpak met platte drie-
hoeken zien we als een benadering van de
werkelijke gladde situatie die Perelman be-
schreef. Naarmate het aantal driehoeken gro-
ter en groter wordt beginnen onze resultaten
heel goed te lijken op het gladde geval.

Opgave. Gegeven is een willekeurige metriek
op de tetraéder-triangulatie van de bol. Dus
zes positieve getallen, één voor elke zijde,
die aan de driehoeksongelijkheden voldoen.
Kunnen we altijd een euclidische tetraéder
construeren in R3 waarvan de lengten van zij-
den overeenkomen met de metriek?

Kromming

In de Riemannse meetkunde beschrijven
we gladde oppervlakken allereerst door hun
raakvlakken. Zien we een oppervlak als de
grafiek van een functie dan is het raakvlak
niets anders dan de beste lineaire benadering

(?

5 4

Figuur 15 Onder: Bouwplaten van de schijf, de bol en de Kleinse fles met metriek. Boven: Zo mogelijk een kloppende teke-

ning van het bijbehorende meetkundige object.
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in het punt. We krijgen nog een beter beeld
van het oppervlak door te kijken hoe het weg-
buigt van zijn raakvlak. Dat kan in ieder punt
p anders zijn en we noemen dit de (Gauss)
kromming kp in punt p. Als we ons opper-
vlak weer zien als de grafiek van een functie
dan beschrijft de kromming k, de beste kwa-
dratische benadering van onze functie in het
punt p.

Boven in Figuur 16 zien we een punt p en
de drie kwalitatief verschillende mogelijkhe-
den voor de kromming k, in het punt p. Het
gaat alleen om hoe het er dichtbij p uitziet.
Is de kromming positief dan is het oppervlak
rondom p bolvormig, is k, negatief dan lijkt
het juist op een zadel dichtbij p. Kromming
0 is heel speciaal, in dat geval is het platte
raakvlak zelf juist de beste benadering.

In onze discrete context kunnen we het be-
grip kromming heel goed benaderen in ter-
men van de hoeken van de driehoeken. Dit
werkt alleen voor de hoekpunten van de drie-
hoeken. Voor alle andere punten is de krom-
ming 0, maar meestal zullen we alleen over de
kromming in de hoekpunten praten. Gegeven
een metriek op een getrianguleerd oppervlak
is de kromming k, in een punt p als volgt
gedefinieerd.

Definitie 5. De kromming kp in een punt p is
gelijk aan 271 min de som van de hoeken van
de driehoeken die samenkomen rondom p.
Is p een randpunt dan gebruiken we T min
hoeksom.

Onderin Figuur 16 staat de discrete krom-
ming in een punt op een getrianguleerd schijf-
je getekend. Hoewel we hier maar vier drie-
hoeken gebruiken in onze bouwplaten bena-
dert het resultaat het gladde geval verrassend
goed.

Kromming is een intrinsiek begrip. Het
wordt namelijk bepaald door de hoeken van
de driehoeken en die kun je met de cosi-
nusregel berekenen. Alle lengten van de zij-
den zijn namelijk gegeven door de metriek.
De driehoeksongelijkheid zorgt er bovendien
voor dat de hoeken zich gedragen zoals we
dat gewend zijn. Ter herinnering is hier de for-
mule voor een driehoek met lengten a, b, c.
De hoek o tegenover a wordt gegeven door:

—a?+b%+c?

CoOS X = ohe

Het begrip kromming laat overigens goed
zien waarom wereldkaarten nooit helemaal
waarheidsgetrouw zijn. Het aardoppervlak is
namelijk een bol en heeft dus positieve krom-

ming. We kunnen dit dus nooit correct af-
beelden in het platte vlak. Dat heeft namelijk
kromming 0.

Als een eenvoudig voorbeeld berekenen
we de krommingin de puntenvan de tetraéder
uit Figuur 15 (midden). We beginnen met de
top. Hier komen drie identieke hoeken samen
en volgens de cosinusregel is een zo’n hoek
gelijk aan cos ‘5%. De hoeksom is daarom on-
geveer 1,83 radiaal en de kromming in het
toppunt is dus ongeveer 4,46. De kromming
in de drie andere punten is ongeveer 2,70.
We zien, hoe scherper de punt, hoe groter de
kromming. Daar komen we later nog op terug.

Opgave. Bereken de kromming in de hoek-
punten van de regelmatige tetraéder, oc-
taéder en de icosaéder. Trianguleer ook een
regelmatige kubus en bereken de kromming
in de hoekpunten daar. Was het nodig om
te trianguleren? Bereken voor ieder van de-
ze voorbeelden en het voorbeeld hierboven
ook de som van de krommingen in alle pun-
ten samen.

Kromming en het Eulergetal

In de vorige opgave zagen we al dat als we de
kromming in alle punten van een bol optellen
we altijd op 47 uit lijken te komen. Dit doet

Kkp <0

denken aan het Eulergetal uit de vorige pa-
ragraaf want dat was ook onafhankelijk van
de gekozen triangulatie. Er kwam altijd 2 uit
en hier komt altijd 47T uit. Inderdaad speelt
het Eulergetal achter de schermen een heel
belangrijke rol in de meetkunde. Volgens de
beroemde stelling van Gauss—Bonnet is na-
melijk de totale kromming van het oppervlak
gelijk aan 27t maal het Eulergetal. Met totale
kromming bedoelen we de som van de krom-
ming in ieder hoekpunt.

Stelling 2 (Gauss—Bonnet). Voor ieder opper-
vlak geldt:

Totale kromming = > kp = 2TTX,
P

waarbij de som over alle punten van het op-
pervlak loopt.

Dit is een verbluffend resultaat. Het laat
bijvoorbeeld zien dat de totale kromming niet
verandert wanneer we de metriek verande-
ren. Zelfs niet wanneer we een totaal ande-
re triangulatie gebruiken. De totale kromming
is blijkbaar net als het Eulergetal een topolo-
gisch begrip. De stelling van Gauss—Bonnetis
een speciaal geval van de belangrijke index-

kp > 0

hoeksom > 27

XS

hoeksom = 27

5
&

hoeksom < 27

Figuur 16 Het effect van het teken van de kromming «, in het punt p, op een glad en een getrianguleerd oppervlak en zijn

uitslag. Hoeksom slaat op de som van de hoeken rond p.



Roland van der Veen

Het vormen van ruimte: van Poincaré tot Perelman

NAW 5/15 nr. 1 maart 2014 59

stelling van Atiyah—-Singer [7]. Gelukkig is de
stelling van Gauss—Bonnet in onze getriangu-
leerde context veel eenvoudiger te bewijzen.

Bewijs van de Stelling van Gauss—Bonnet.
Voor het gemak zullen we de stelling bewij-
zen in het speciale geval dat het oppervlak
geen rand heeft. We gaan op een handige
manier de krommingen van alle punten optel-
len en zullen dan vanzelf het Eulergetal zien
verschijnen. Onthoud dat de formule voor de
kromming was: 27t min hoeksom.

Om te beginnen levert ieder punt een fac-
tor 27t op, dus krijgen we 21tV (V is het aantal
punten). Verderwordtiedere hoek precies een
keer afgetrokken. Verzamel de hoeken nu per
driehoek waar ze bij horen, dan vinden we
—1TF. De som van de hoeken van een drie-
hoek is immers 7. Het linkerlid is dus gelijk
aan 2m(V — F/2).

Om het bewijs af te maken hoeven we al-
leennogte latenziendatV—F/2 =V —E+F =
X. ledere driehoek heeft drie zijden en elke
zijde wordt gedeeld door twee driehoeken,
dus 3F = 2E. We kunnen dit herschrijven tot
—-F/2=—-E+F,ofwelV-F/2=V—-E+F.O

Opgave. Kun je het bewijs uitbreiden naar het
geval met rand? Let op de aangepaste defini-
tie van kromming in de randpunten.

Constante kromming: de optimale meetkunde
Na deze inleiding in de meetkunde gaan we
terug naar de vragen van Perelman. Gegeven
een getrianguleerd oppervlak. Wat is dan de
mooist mogelijke meetkunde (metriek) die we
hierop kunnen leggen? Wat is de eenvoudig-
ste? Maar wat bedoelen we eigenlijk met een-
voudig en mooi?

Een goed criterium hiervoor is kromming.
Dat bepaalt immers voor een groot deel hoe
het oppervlak eruitziet. Als de kromming in
een punt nul is, is het oppervlak daar in de
buurt plat. Misschien kunnen we de krom-
ming wel overal 0 maken zodat het oppervlak
overal mooi plat is? Dit lijkt een goed idee
maar de stelling van Gauss—Bonnet (Stelling
2) maakt dit onmogelijk. De totale kromming
isimmers altijd 27T x ongeacht de metriek. Als
X niet nul is zoals bij de bol dan moet er voor
iedere metriek altijd een punt zijn met posi-
tieve kromming.

Wat we wel kunnen proberen is de krom-
ming zo gelijkmatig mogelijk te verdelen.
Dat past ook goed bij de intuitie dat in de
optimale meetkunde ieder punt er hetzelf-
de uitziet. Dat is waarom de ronde bol zo
mooi is: perfecte symmetrie. Met driehoe-
ken wordt het natuurlijk niet helemaal per-

fectrond maarmet een paar miljoen driehoek-
en begint het er aardig op te lijken.

Hoe zit het met de andere oppervlakken
die we hebben leren kennen? Hoe ziet hun op-
timale vorm eruit? Voor het gemak denken we
hier aan een triangulatie met heel veel drie-
hoeken, zodat we het oppervlak kunnen te-
kenen als een glad vlies. Neem bijvoorbeeld
de torus. Het gebruikelijke plaatje is verre van
optimaal: de punten in de binnenring hebben
een negatieve kromming (het is daar net een
zadel) terwijl aan de buitenring het meer lijkt
op een bol, de kromming is hier positief (zie
Figuur 17). Maar wat is dan wel de optimale
torus? Het Eulergetal van de torus geeft ons
een hint: het is 0 dus volgens Gauss—Bonnet
is de totale kromming ook 0. Als we elk punt
hetzelfde willen laten zijn dan moet de krom-
ming dus overal 0 zijn. Kromming 0 betekent
plat, dus we zoeken een volstrekt platte torus.
Datis moeilijk voorte stellen maar het dichtst-
bij komt de bouwplaat zelf: een vierkantje uit
het platte vlak waarvan de tegenoverliggen-
de zijden aan elkaar zouden moeten zitten.
De kromming in de punten op de rand van
het vierkant lijkt misschien meer dan 0, maar
dat komt omdat hier juist twee (of vier) rand-
punten aan elkaarvastzitten. De hoeken moe-
ten we dan optellen en zo komt de kromming
overal netjes op 0.

Het in zijn geheel zien van de optimale
meetkundige vorm van de meeste oppervlak-
ken is helaas geen optie. Onze ruimte R3 is
er te klein voor, ze passen er niet in. Wat we
wel goed kunnen zien zijn de optimale bouw-
platen. Als het oppervlak er toch overal het-
zelfde uitziet is het misschien niet eens zo erg
om het hier en daar open te snijden zodat we
het beter kunnen zien. Zo kwamen we aan het
platte vierkantje voor de torus.

DeflesvanKlein, deringen de M&biusband
hebben ook allemaal Eulergetal 0, dus de al
bekende platte bouwplaten zijn optimaal.

Voor de schijf en het projectieve vlak ligt
de situatie een beetje subtieler: het Eulerge-
tal is voor beide gelijk aan 1, dus volgens on-
ze logica moeten we ze overal positief laten
krommen, net als de bol. In het geval van de
schijf zijn we dus op zoek naar een stukje bol.
Alle inwendige punten hebben dan namelijk
de goede kromming.

De vraag is alleen welk deel van de bol
we het beste kunnen kiezen. Ook hier heeft
Gauss—Bonnet een antwoord op. Het Euler-
getal van de bol is precies de helft van het
Eulergetal van de schijf (zie Figuur 7). Volgens
Gauss—Bonnet is de totale kromming van de
optimale schijf dus ook precies de helft van
de totale kromming van de bol. Als de krom-

Figuur 17 Links de gebruikelijke, niet optimale torus.
De kromming is aangegeven in kleur, blauw is positief,
rood negatief. Rechts de optimale platte bouwplaat van
de torus.

ming gelijk verdeeld is, moeten we dus wel de
halve bol kiezen.

Eris alleen wel iets speciaals aan de hand
met de randpunten van onze schijf. Daar is de
kromming precies half zo groot als in de rest
van de punten. De optimale kromming is dus
overal constant maar net de helft op de rand.
Dat klopt mooi met onze intuitie dat de totale
kromming van het geheel de som is van de
totale krommingen van de delen.

Het projectieve vlak is wat lastiger om
een optimale bouwplaat voor te vinden want
tot nu toe hadden we er nog helemaal geen
bouwplaat van. Het enige dat we wisten was
dat de punten van het projectieve vlak uit pa-
ren tegenoverliggende punten op de bol be-
staan. Kiezen we van ieder puntenpaar het
punt op het noordelijk halfrond dan krijgen
we een bouwplaat in de vorm van de opti-
male schijf. Alleen moeten we op de evenaar
de tegenoverliggende punten nog aan elkaar
plakken, zie Figuur 18 (rechts). Met rode pijlen
hebben we aangegeven hoe het plakken moet
gebeuren. We merken op dat de kromming in
de punten op de evenaar aan de rand van de
bouwplaat precies de helft is van de krom-
ming van de andere punten. Gelukkig plak-
ken we aan ieder randpunt een ander rand-
punt vast zodat de kromming inderdaad over-
al constant en dus optimaal wordt.

En hoe zit het met de oppervlakken met
negatieve Eulergetallen? Bijvoorbeeld een bol
met drie gaten. Die passen noch in het viak
noch op de bol, want in hun optimale meet-
kunde is de kromming steeds negatief. Is er
wel een ruimte waar we bouwplaten mooi op
neer kunnen leggen? Het antwoord is het hy-
perbolische vlak. Het is de tegenhanger van
de bol en is juist op ieder punt negatief ge-
kromd, als een zadel.

Figuur 18 Links de optimale schijf. Rechts de optimale
bouwplaat voor het projectieve vlak.
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Figuur 19 Een driehoek gevormd door de cirkelmetriek. De
lengten van de zijden zijn v4+vp,rp+vc €n ve+rg.

Zo krijgt ieder oppervlak, hoe ingewikkeld
ook, zijn optimale vorm binnen een van
de drie fundamentele meetkundes: Bolmeet-
kunde voor positieve Eulergetallen (positieve
kromming), de vlakke meetkunde voor Euler-
getal 0 en de wat minder bekende hyperbo-
lische meetkunde voor x < 0. Dit resultaat
staat wel bekend als de Uniformisatiestelling.
Poincaré en Felix Klein (van de fles) bewezen
hem onafhankelijk rond 1882, voordat Poin-
caré zich met driedimensionale ruimten be-
zighield en zijn beroemde vermoeden formu-
leerde.

Het werk van Perelman draait om een drie-
dimensionale versie van de uniformisatiestel-
ling. ledere 3-ruimte krijgt ook een optimale
vorm. We komen daar straks op terug.

Opgave. Probeer een oppervlak in R3 te schet-
sen dat overal negatieve kromming heeft.

Cirkelmetrieken

Vanaf nu beperken we ons voor het gemak
tot een speciaal soort metrieken, namelijk de
zogenaamde cirkelmetrieken (ook wel confor-
me metrieken). Een gewone metriek is niets
meer dan het geven van de lengte van iedere
lijn van je triangulatie. Bij een cirkelmetriek
kennen we juist aan ieder punt van de trian-
gulatie een positief getal (de straal) toe. De
lengte van de lijnen zelf is dan gegeven door
de som van de stralen, zie Figuur 19.

Definitie 6. Een cirkelmetriek op een getrian-
guleerd oppervlakis een functier : V — R.g.
Dus aan ieder punt p kennen we een getal 7,
toe. En de lengte van zijde pgq wordt gegeven
doorry, +74.

Figuur 20 Drie metrieken met constante kromming op de
bol. De rechter is geen cirkelmetriek want de lengte van de
blauwe zijden zijn onmogelijk.

Cirkelmetrieken zijn veel bijzonderder dan
gewone metrieken. Voor cirkelmetrieken hoe-
ven we bijvoorbeeld de driehoeksongelijkhe-
den niet apart te controleren. Ze volgen au-
tomatisch uit de constructie. Dat maakt cir-
kelmetrieken makkelijker om mee te werken,
want alle driehoeken zijn altijd automatisch
nette rechte euclidische driehoeken.

Ons hele verhaal draait om de volgende
discrete versie van de uniformisatiestelling
die we in de vorige paragraaf tegenkwamen.
De stelling laat zien dat er optimale cirkelme-
trieken bestaan.

Stelling 3 (Discrete uniformisatiestelling).
Voor iedere triangulatie van een oppervlak is
er een (op schaling na) unieke cirkelmetriek
met constante kromming.

Met schaling bedoelen we dat we alle stra-
len met dezelfde factor mogen vermenigvul-
digen. Er verandert dan immers niets aan de
hoeken en dus aan de kromming. Heeft ons
oppervlak een rand, dan bedoelen we met de
term constante kromming dat de kromming
in de randpunten half zo groot is als de krom-
ming in de inwendige punten.

De regelmatige veelvlakken geven eenvou-
dige voorbeelden van de stelling in het ge-
val van de bol. Ze hebben duidelijk constan-
te kromming door hun symmetrie. De regel-
matige octaéder en de icosaéder in Figuur
20 zijn inderdaad de cirkelmetrieken, waar-
bij alle stralen even groot zijn. De afgeknot-
te kubus rechts is daarentegen wel een voor-
beeld van een metriek met constante krom-
ming (weer door symmetrie), maar geen cir-
kelmetriek. Dat komt omdat we de vierkante
vlakken met blauwe lijnen in tweeén moesten
verdelen om er een triangulatie van te ma-
ken. De lengten van de blauwe lijnen kunnen
echter niet komen van een cirkelmetriek. Om-
dat alle andere zijden dezelfde lengte hebben
moeten alle stralen namelijk gelijk zijn, maar
dan moeten de blauwe lijnen even lang zijn
als de zwarte en dat is niet zo.

Op de torus heet de cirkelmetriek met con-
stante kromming ook vaak een circle packing,
zie Figuur 21. Als we rond punt p de cirkel met
straal 7, tekenen raken de cirkels elkaar na-
melijk precies. Het patroon waarin de cirkels
elkaarraken wordt gegeven door de triangula-
tie. Merk op dat erin beide triangulaties maar
twee punten zijn. De vier hoekpunten van het
vierkant stellen namelijk hetzelfde punt op de
torus voor. Daarom zijn de cirkels in deze vier
punten ook even groot. We zouden ze eigen-
lijk als kwartcirkels moeten tekenen want sa-
men vormen ze een grote cirkel op de torus.

lets ingewikkelder is het voorbeeld in Fi-
guur 22, op de computer berekend met de
Ricci-flow uit de volgende paragraaf.

In de volgende paragraaf zullen we een be-
wijs van Stelling 3 schetsen. Deze paragraaf
sluiten we af met een korte blik in de driedi-
mensionale meetkunde.

Opgave. Zijn er tetraéders in R3 waarvan de
lengten van de zijden nooit van een cirkelme-
triek kunnen komen? Wat is de relatie met vier
elkaar paarsgewijs rakende bollen? Bereken
de optimale cirkelmetriek voor de triangula-
tie van de schijf met één inwendig punt, drie
punten op de rand en drie driehoeken (een
tetraéder zonder grondvlak).

Meetkunde in drie dimensies

Ook voor 3-ruimten kunnen we metrieken in-
voeren, weer door de lengten van de zijden
van de tetraéders vast te leggen. Het begrip
kromming is hier alleen veel subtieler. Er zijn
namelijk veel meer manieren om krom te zijn.
Hoe hoger de dimensie, hoe meer getallen
er nodig zijn om de kromming in een enkel
punt weer te geven. Een manier om de krom-
ming van een 3-ruimte te onderzoeken in een
punt p is als volgt. We bekijken alle mogelij-
ke deeloppervlakken die door zijvlakken van
de tetraéders rond p gevormd worden. leder
oppervlak heeft een kromming die we kunnen
berekenen. Aldeze krommingen samen geven
een idee van de driedimensionale kromming
in het punt p.

De uniformisatiestelling voor oppervlak-
ken zegt dat we van ieder opperviak een
bouwplaat maken die constante kromming
heeft. Afhankelijk van het Eulergetal x moe-
ten we hiervoor de bolmeetkunde gebruiken
(x > 0), de vlakke euclidische meetkun-
de (x = 0) of de hyperbolische meetkun-
de (x < 0).

Rond 1980 formuleerde de Amerikaanse
wiskundige William Thurston een equivalente
stelling voor 3-ruimten, het zogenaamde ge-
ometrisatievermoeden. Naast de driedimen-
sionale bolmeetkunde, euclidische en hyper-
bolische meetkunde had Thurston nog vijf an-
dere soorten meetkunde nodig.

De laatste vijf zijn nodig omdat het niet
meer altijd mogelijk is om de driedimensi-
onale kromming overal constant te krijgen.
Thurstons oplossing was om in die geval-
len een voorkeursrichting te kiezen en te ei-
sen dat de kromming van alle oppervlakken
loodrecht daarop constant was. Dit fenomeen
komt bijvoorbeeld voor bij de 3-ruimten die
we maakten uit oppervlakken door prisma’s
op de driehoeken te leggen. Die prisma’s ge-
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Figuur 21 Twee triangulaties van de torus met ernaast de unieke cirkelmetriek met constante kromming 0. De rode cirkels

geven de stralen aan.

ven zo’n voorkeursrichting en loodrecht daar-
op bepaalt het oorspronkelijke oppervlak de
kromming.

Thurstons geometrisatievermoeden was
dat iedere 3-ruimte een bouwplaat heeft die
precies zo kromt als een van de acht opti-
male soorten meetkunde voorschrijft. Deze
bouwplaat stelt dan de optimale standaard-
vorm van de 3-ruimte voor, zijn blauwdruk.
Net als de uniformisatiestelling geeft het een
ruwe classificatie van alle 3-ruimten in termen
van meetkunde. Het grote voordeel is dat we
nu met meetkunde kunnen onderzoeken wat
de mogelijkheden zijn voor de bouwplaten.

Uit het geometrisatievermoeden volgt dat
het Poincaré-vermoeden waar is. Hoe dat pre-
cies gaat voert te ver, maar het komt erop
neer dat we ruimten die sterk lijken op de 3-
bol volgens het geometrisatievermoeden ook
een bouwplaat in de bolmeetkunde moeten
hebben. Omdat bolmeetkunde relatief een-
voudig is, zijn er dan geen andere mogelijk-
heden meer dan de 3-bol zelf.

De grote doorbraak van Perelman was om
Thurstons geometrisatievermoeden in zijn ge-
heel te bewijzen. Zijn bewijs is erg gecompli-
ceerd, maar in de volgende paragraaf zullen
we de hoofdpunten van zijn techniek aan de
hand van oppervlakken illustreren.

Opgave. De 3-torus kunnen we maken met
de optimale meetkunde door de tegenover-
liggende zijden van een kubusvormige ka-
mer aan elkaar te plakken. De optimale meet-
kunde op de 3-bol komt van de eenheids-
bolin R4.

Om wat meer gevoel te krijgen voor de
meetkunde van de 3-bol en de 3-torus
stel je voor dat je in een ruimteschip bin-
nenin een van deze ruimten zou rondvliegen.
Als we aannemen dat licht de kortste weg

neemt, wat zou je dan zien? Kun je jezelf zien?
En zo ja, hoe dan?

Perelmans Ricci-flow

In deze paragraaf geven we een inleiding op
de Ricci-flow. Dit is de techniek waarmee Pe-
relman het geometrisatievermoeden en daar-
mee het Poincaré-vermoeden de baas kon.
Het woord flow slaat op een stroming, een
proces waarin we de metriek op onze ruimte
geleidelijk laten veranderen. Ricci is de naam
van een ltaliaanse tijdgenoot van Poincaré die
onderzoek deed naar kromming.

Zoals in de vorige paragrafen, concentre-
ren we ons hier op oppervlakken en in het
bijzonder cirkelmetrieken. Met behulp van de
Ricci-flow zullen we laten zien hoe je een wille-
keurige cirkelmetriek kunt laten veranderen in
de unieke cirkelmetriek van constante krom-
ming. Dit geeft een bewijs van de discrete uni-
formisatiestelling (Stelling 3)

Tot slot zullen we wat opmerkingen maken
over problemen die in het driedimensionale
geval een rol spelen en noemen we een aantal
onverwachte toepassingen van Ricci-flow.

Ricci-flow op opperviakken

Het basisidee van Ricci-flow is heel eenvou-
dig. Stel we hebben een getrianguleerd op-
pervlak en we zoeken er de cirkelmetriek
bij die een zo constant mogelijke kromming
heeft. Om te beginnen kiezen we een wil-
lekeurige cirkelmetriek? en passen die dan
stapje voor stapje aan zo dat de kromming
steeds beter verdeeld raakt.

Om de kromming overal gelijk te maken
aan het gemiddelde gaan we als volgt te werk.
Is de kromming in een punt p te groot? Dan
passen we de straal ¥, in het punt p wat aan.
Maken we de straal groter, dan wordt ook de
kromming k, groter en maken we de straal

Figuur 22 Een triangulatie van de torus met de bijbehorende kromming 0 cirkelmetriek. Tegenoverliggende cirkels aan de

rand van het vierkant zijn even groot.
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kleiner dan neemt juist de kromming ook af
in p. Intuitief volgt dit al uit Figuur 16. Een
scherpe punt heeft een grote kromming en
lange zijden. Maken we de zijden wat korter
dan neemt de kromming af.

Omdat dit het fundament van de Ricci-flow
is gaan we nog wat preciezer na waarom dit
zo werkt. De kromming is 21T min de som van
de omliggende hoeken. In Figuur 23 zien we
waarom vergroten van de straal in een punt
p juist de hoeken rond p verkleint en zo de
kromming vergroot. We kunnen deze observa-
tie ook nagaan door met de cosinusregel de
hoek o in de figuur uit te rekenen in termen
van de stralen. Differentiéren naar r, geeft
dan inderdaad iets negatiefs.

Helaas heeft het veranderen van de straal
in p niet alleen effect op de kromming in p
maar ook op de krommingin de naburige pun-
ten. Wat gebeurt er met die krommingen? Zij
gedragen zich precies tegengesteld. Dat moet
ook want anders zou de totale kromming niet
behouden kunnen blijven onder deze veran-
dering van metriek (Gauss—Bonnet). Ook dit
kunnen we vinden door stug door te rekenen
met de cosinusregel.

Samenvattend zien we de krommingin een
punt p nuals een functie k,(rp, 74, 7s,...) van
destralen¥y,¥4,7s,...van p en de omliggen-
de punten g, s, ... Uit de figuur blijkt dat de
kromming heel eenvoudig reageert op veran-
deringen van de stralen. Dit kunnen we sa-
menvatten in de volgende ongelijkheden:

oK
— >0 en — <0. (1)
¥

Uit het behoud van de totale kromming
(Gauss—Bonnet) volgt dat er precies evenveel
kromming bij de buurpunten komt als er af-
gaat in het punt p als we 7, verkleinen.
Hoewel dit een goed begin is, is het nog
niet direct duidelijk dat we zo de kromming
ook daadwerkelijk gelijk kunnen verdelen.
Neem bijvoorbeeld een tetraéder met twee
heel scherpe punten p en g van gelijke krom-
ming. Verkleinen we de kromming in p door
de straal 7, te verkleinen, dan vergroten we
de kromming k; juist. Natuurlijk wordt de
kromming in de stompe punten ook iets gro-
ter. In dit eenvoudige geval kunnen we dit op-
lossen door dan gewoon de k; weer kleiner
te maken, zo klein als hij eerst was. Dit heeft
tot gevolg dat k, weer groter wordt maar niet
zo groot als hij was, want er is wat kromming
‘weggelekt’ naar de andere twee punten.
Toch is het nog steeds niet helemaal dui-
delijk dat we de kromming ook overal exact

gelijk kunnen krijgen op deze manier. Waar-
om blijft het bijvoorbeeld niet eindeloos op
en neergaan? In de volgende paragraaf geven
we daarom een wat gestructureerdere versie
van dit proces waarbij we dit wel kunnen be-
wijzen.

Opgave. Vereenvoudig het voorbeeld van de
tetraéder hierboven zo dat de stralen in twee
punten gelijk zijn aan x en de stralen in de
twee andere punten gelijk zijn aan . Bere-
deneer hoe we in dit geval stap voor stap x
en y dichter bij elkaar krijgen zo dat de krom-
ming constant wordt.

Differentiaalvergelijkingen

Om meer greep te krijgen op het veranderen
van de stralen en de verschillende krommin-
gen schreef Perelman de cirkelmetriek als een
functie van de tijd. Voor ieder punt p hebben
we dus een bijbehorende straal 7, (t) op tijd-
stipt.De krommingin p berekenen we steeds
uit de stralen, dus die wordt zo ook een func-
tie van t. We schrijven ky(t). In termen van
deze functies kon Perelman heel precies voor-
schrijven hoe de functies moesten verande-
ren. Deze regels zijn te schrijven in de vorm
van een stelsel differentiaalvergelijkingen dat
de Ricci-flow heet.

We beginnen met een eenvoudig voor-
beeld, de triangulatie van de torus met twee
punten uit Figuur 21.

Voor het gemak stellen we de straal van
het punt g gelijk aan 1. Dat kan, want alles is

Tp p
s E

q

toch bepaald op schalen na. De straal 7, in
het inwendige punt p noemen we in de figuur
voor het gemak 7. Zoals blijkt uit Figuur 24 is
de kromming in het punt p gelijk aan

2
Kp(t) = 21T — 4 arccos <1 - W) .

De hoeken rond p zijn namelijk alle vier gelijk
aan « en die vinden we uit de cosinusregel.

Begin nu met een willekeurige cirkelme-
triek op tijdstip t = 0. In ons voorbeeld is
1p(0) = 0,8, getekend als de gele cirkel. Het
Ricci-flowproces houdt nu steeds bij hoe ver
de kromming op tijdstip t weg is van de ge-
wenste constante kromming k¢. Het verschil
geven we aan met kp(t) = Kp(t) — Kkg. In
ons voorbeeld van de torus is kg = 0, dus
Kp(t) = Kp(t).

We passen de stralen v, (t) aan zo dat kK (t)
steeds kleiner wordt en hopelijk naar 0 gaat
voor t naar oneindig. Dat doen we zoals eer-
der: als i, (t) positief is dan moet 7, (t) afne-
men, dus drgl’t(t) < 0. Is kp(t) negatief, dan
moet de afgeleide juist positief zijn. Dit druk-
ken we uit met behulp van de volgende diffe-
rentiaalvergelijking (discrete Ricci-flow):

arp(t)
dt

= —1p(E)kp(D). @)

De Ricci-flow is niets anders dan een pre-
cisering van onze eerdere wensen. Om be-

A
£

Figuur 23 Vergroten van de straal 1, in punt p verkleint de hoek o en vergroot dus de kromming «p, in p.
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q 2 q
riH 1 «
r+1
p

Figuur 24 Ricci-flow op de torus. De straal van het middelste punt p (geel) noemen we », de straal van het andere punt q

(rood) zetten we stil op 1.

ter te zien hoe dit werkt laten we de tijd in
stapjes At lopen. Dan kunnen we de afge-
leide benaderen met het differentiequotiént

77”(t+§2_7’”(” en krijgen we:

Tp(t + At) = 7, (1)1 — Rp(DAL).

Dus de straal een tijdje later, v, (tf + At) is
de straal nu, 7,(t) vermenigvuldigd met 1 —
Kp(t)At. De factor 1 — kp(t)At reguleert of de
nieuwe straal groter of kleiner zal worden. Is
Kp(t) positief, dan is de kromming te groot
en weten we dat 7, kleiner moet worden. Dat
klopt want dan is de factor juist kleiner dan 1.
Anders is de factor juist groter dan 1.

Anders dan in ons intuitieve voorbeeld met
de tetraéder veranderen we volgens de Ricci-
flow alle stralen tegelijk. Voor ieder punt p
hebben we dezelfde vergelijking (2) (de pre-
cieze formule voor de kromming is voor ie-
dere p net anders). De Ricci-flow zorgt er op
deze manier voor dat we een straal nooit te
veel tegelijk aanpassen. We gaan dus recht
op ons doel (constante kromming) af zoals
inderdaad blijkt uit de volgende stelling.

Stelling 4. Voor iedere cirkelmetriek p is
er een unieke oplossing r(t) van de Ricci-
flowvergelijkingen met v(0) = p. Deze oplos-
sing convergeert naar de unieke cirkelmetriek
met constante kromming.

Aan de hand van ons eenvoudigste geval
op de torus schetsen we het bewijs van deze
stelling.

Hiervoor gebruiken we de volgende sub-
stitutie. We gaan over op de variabele u =
In7,, dus %%’” = %‘. Als we de nota-
tie k(u) = kp(e') gebruiken gaat de Ricci-
flowvergelijking (2) over in:

du
E = —k(u).

Hier kunnen we al veel aan zien, maar we ma-
ken het nog wat mooier door een primitieve
Ku) = f(}‘ k(v)dv in te voeren, dus K’ = k.
De Ricci-flow ziet er dan uit als:

du  dK

ar - au’ )
Dit lijkt een nietszeggende verandering, maar
de vorm van deze vergelijking is heel bij-
zonder. Het is een zogenaamde gradiént-
stroming. Dat betekent dat we de vergelijking
als volgt kunnen lezen. We stellen ons u(t)
voor als de projectie op de horizontale as van
een balletje dat over de grafiek van K(u) rolt,
zoals in Figuur 25. De positie van het balletje
is dus (u, K(u)) en u verandert in de tijd vol-
gens de differentiaalvergelijking (3). In het lin-
kerlid staat namelijk dat de horizontale snel-
heid van het balletje % gegeven wordt door
de helling 7% van de grafiek van K op dat
punt. Het minteken zorgt ervoor dat het balle-
tje daadwerkelijk omlaag rolt.

Maar als het balletje dan omlaag rolt, waar
rolt het dan heen? We weten dat K’ = k
en k(u) = k(e%). Bovendien was de afge-
leide van k(r) naar r positief, zie vergelij-
king (1). Volgens de kettingregel is K" (u)
daarom altijd groter dan 0. Dat betekent dat
de grafiek dalvormig is met een uniek mi-
nimum bij u = umin. Volgen we het balle-
tje dus maar lang genoeg, dan ligt het uit-
eindelijk op het minimum en daar blijft het
stabiel liggen. Zo weten we dus zeker dat
limy . o U(t) = Umin-

Vertalen we dit terug naar de gewone
straal ¥ = e%, dan komen we tot de volgen-

de conclusie: ongeacht de beginstraal ¥(0)
convergeert de Ricci-flow ¥(t) naar de waar-
de ¥min = e“min, i, is bovendien de opti-
male cirkelmetriek, dus met k(#min) = 0. Dat
komt omdat als we de definities teruglezen,
we zien dat:

Kmin) = k(Umin) = K (Umin) = 0.

De laatste formule is 0 omdat upin het mi-
nimum van K is. In dit voorbeeld is vmin =
V2 -1.

Precies dezelfde redenering werkt ook als
we meer punten (en dus variabelen) hebben.
Voor ieder punt p gaan we dan over op de
nieuwe variabele u, = Inr,. Net als eerder
stellen we ky(u,) = kp(e™r) en gaat de Ricci-
flowvergelijking over in:

% = —kp(up).
Nu gaat de truc van de primitieve werkelijk
een rol spelen. We kiezen namelijk één enke-
le functie K(up, uq,...) die afhangt van alle
variabelen up, ugq, ... zo dat ETI; =kp. Netals
eerder kunnen we K weer schrijven als een
(wat ingewikkelder) integraal.3

De Ricci-flow gaat nu overin de vergelijking

duy dK

at — dup’

Hierstaat weer de gradiént-stroomvergelijking,
maar nu in meerdere variabelen. We kun-
nen deze vergelijking nog steeds inter-
preteren als het rollen van een balletje
over de grafiek van de functie K(up, ug,...).
De functies u,(t) geven dan de codrdinaten
aan van de horizontale positie van het balle-
tje.

Door te differentiéren kunnen we weer in-
zien dat de grafiek van K een dalvorm heeft.

(u, K (u))

Umin ’lt(t)

Figuur 25 De grafiek van K gezien als functie van u. Het
balletje rolt langs de grafiek naar beneden met snelheid
-K'(w).
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Zo concluderen we dat het balletje weer naar
het unieke minimum van K rolt en is de stel-
ling bewezen. De Ricci-flow convergeert dus
naar de unieke cirkelmetriek waar k, = 0 of-
wel kp = K¢, de kromming is constant.

Hier en daar hebben we wat details weg-
gelaten maar de hoofdlijn van het bewijs is
hopelijk duidelijk geworden. Het volledige be-
wijs is te vinden in [s5, Stelling 1.2].

Opgave. Teken een triangulatie op de torus
met drie punten en vind hier de optimale cir-
kelmetriek bij met behulp van de Ricci-flow.
Stel een van de stralen in de cirkelmetriek ge-
lijk aan 1. De twee andere stralen zijn varia-
belen ¥ en s. Schrijf de kromming in de twee
punten in termen van ¥ en s. Ga over op de
variabelen u = In7 en v = Ins en vind een
‘primitieve’ K voor de krommingsfuncties.

Drie dimensies

In drie dimensies is het nog steeds mogelijk
om de vergelijkingen van de Ricci-flow op te
schrijven, maar er werkelijk iets over zeggen
vereist heel veel nieuwe wiskundige techniek.
Een groot probleem is dat er geen equiva-
lent van het Eulergetal is die ons vertelt wel-
ke kromming we precies kunnen verwachten.
Het was van groot belang om in de vergelijkin-
gen van de vorige paragraaf te werken met de
afwijking van de kromming van de gemiddel-
de kromming kp = kp — Kg. Maar wat als we
niet weten wat k¢ is? Probeer bijvoorbeeld
de Ricci-flow met de verkeerde ks op de te-
traéder. Nemen we k¢ = 0, dan proberen we
de positief gekromde tetraéder plat te maken
maar volgens Gauss—Bonnet kan dat nooit.
De tetraéder zal dus terugvechten en zorgen
dat de Ricci-flow spaak loopt. Als je het pro-
beert zul je zien dat alle stralen gelijk aan
0 worden. Positieve kromming geeft namelijk
kleinere stralen.

In drie dimensies is het zelfs nog erger, ver-
schillende delen van de 3-ruimte kunnen nei-
gen naar een verschillende meetkunde. De
optimale bouwplaat bestaat dan uit een aan-
tal losse stukken. Dat openbaart zich dan als
het opblazen van de Ricci-flow langs een be-
paald oppervlak in de 3-ruimte. Daarlangs
moet de 3-ruimte vervolgens worden openge-
sneden om de Ricci-flow op ieder afzonderlijk
stuk opnieuw te starten.

Perelman bewees onder andere dat de
Ricci-flow maar eindig vaak opblaast zodat
we eindig veel meetkundige stukken overhou-
den.

Toepassingen

Tot slot bespreken we kort een aantal een-
voudigere toepassingen van Perelmans Ricci-
flow. Belangrijk hierbij is dat onze discrete
Ricci-flow niet alleen convergeert naar de op-
timale metriek, maar dat de convergentie ook
uitzonderlijk snel gaat. Daardoor is de tech-
niek populair geworden in de numerieke wis-
kunde en computergraphics.

Zelfs voor de schijf, het eenvoudigste op-
pervlak, zijn er interessante toepassingen
mogelijk. Zo zegt de stelling van Fary bij-
voorbeeld dat als een graaf in het vlak ge-
tekend kan worden, we dit kunnen doen
met alleen maar rechte lijnen. Met Ricci-flow
kunnen we zo’n tekening eenvoudig vinden.
Hieronder beschrijven we kort hoe dat in
zijn werk gaat.

Door wat lijntjes toe te voegen maken we
van de graaf een triangulatie van de schijf. Op
deze triangulatie laten we Ricci-flow los en zo
vindenwe de cirkelmetriek met constante (po-
sitieve) kromming. De driehoeken kunnen we
in R3 tekenen als rechte euclidische driehoe-
ken envormen een mooie benadering van het
zuidelijk halfrond van een ronde bol. Projec-
teren vanuit de noordpool zoals in Figuur 26

Figuur 26 Met de stereografische projectie wordt de graaf op het zuidelijk halfrond van de bol geprojecteerd op het vlak.

geeft de gezochte triangulatie met rechte lij-
nen in het vlak. De oorspronkelijke graaf is
daar onderdeel van.

Een ingewikkelder stelling langs dezelf-
de lijnen is de afbeeldingsstelling van Rie-
mann. Deze beroemde stelling uit de com-
plexe functietheorie zegt dat ieder gebied
in het vlak hoekbehoudend op de een-
heidsschijf kan worden afgebeeld. Met an-
dere woorden, we kunnen een een-op-een-
verband vinden tussen de punten in het ge-
bied en alle punten in de cirkelschijf. Met
hoekbehoudend bedoelen we dat de hoek
tussen twee lijnen in het gebied gelijk is aan
de hoek tussen de corresponderende krom-
me lijnen in de schijf. Weer geeft de Ricci-
flow een snelle benadering voor deze stelling.
Dat gaat als volgt.

Kies een gebied en betegel het vlak
erin en eromheen met kleine gelijkzijdige
driehoekjes van dezelfde grootte in regel-
matig honingraatpatroon. Alle driehoekjes
die binnen het gebied vallen vormen sa-
men een oppervlak dat ons gebied bena-
dert. Topologisch gezien is dit oppervlak
natuurlijk al een schijf, maar met Ricci-
flow kunnen we die schijf in optimale vorm
brengen zoals hierboven. De halve bol die
we zo krijgen projecteren we weer vanuit
de noordpool op het vlak zoals in Figuur
26. Zo krijgen we een goede benadering
van de ronde schijf.

Watwe hiermee bereikt hebbenis een een-
op-eenverband tussen de gelijkzijdige drie-
hoekjes in het gebied en de driehoekjes in
de ronde schijf. Hoe kleiner de driehoekjes
waar je mee begint, hoe beter dit gaat lij-
ken op Riemanns afbeelding. Een bewijs van
de convergentie en de hoekbehoudendheid
heeft wat meer voeten in de aarde. Een goed
leesbaar bewijs hiervan is te vinden in het
project van Joran van Apeldoorn en Nastasha
Wijers, tweedejaars wiskunde aan de Univer-
siteit van Amsterdam [1].

Soortgelijke resultaten kunnen natuurlijk
ook voor andere oppervlakken worden ge-
vonden en steeds leveren de cirkelmetrie-
ken prachtige cirkelpatronen. De theorie staat
daarom ook wel bekend onder de naam circle
packings. Zie bijvoorbeeld [9] en ook de bij-
behorende website (met software) www.cir-
clepack.com.

Een andere erg mooie toepassing is het
vinden van discrete minimale oppervlakken
[8]. Hierbij speelt de Ricci-flow voor de bol
een grote rol in de vorm van de discrete
Gauss-afbeelding. Voor de theorie van dis-
crete differentiaalmeetkunde verwijzen we tot
slot naar [2].
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Samenvatting

We hebben een overzicht gegeven van hoe
topologie, meetkunde en differentiaalverge-
lijkingen nauw verweven zijn. De topologie
vraagt naar de classificatie van alle mo-
gelijke ruimten. Voor de eenvoudige op-
pervlakken hebben we gezien hoe dit in
zijn werk gaat. Hier is een mooie classifi-
catiestelling mogelijk, voornamelijk in ter-
men van het Eulergetal. Voor de iets in-
gewikkeldere 3-ruimten is de classificatie
meteen een ontzettend moeilijk probleem.
Het Poincaré-vermoeden is hier een klein
onderdeel van.

De doorbraak van Grigori Perelman was
niet zo zeer alleen het bewijzen van het Poin-
caré-vermoeden als wel het veel omvangrijke-
re geometrisatievermoeden. Dit vermoeden
hebben we aan de hand van oppervlakken le-
ren kennen als de uniformisatiestelling: ieder
oppervlak heeft een optimale vorm (bouw-
plaat). Dat wil zeggen een bouwplaat met con-

Noten

1 Dit konijn is de beroemde Stanford bunny. Een
van de eerste ingescande 3D-modellen. Het is
nog steeds een veel gebruikt voorbeeld in de
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