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Vakantiecursus

Navier-Stokes

De Navier-Stokes-vergelijkingen behoren tot de meeste gebruikte vergelijkingen voor de bere-
kening van gas- en vloeistofstromingen. Op de Vakantiecursus 2013 van het Platform Wiskunde
Nederland vertelt Barry Koren over de Navier—Stokes-vergelijkingen, over stromingsleer en over

het openstaande millenniumprobleem.

We berekenen allerlei stromingen met de
Navier—Stokes-vergelijkingen, luchtstromin-
gen om vliegtuigontwerpen bijvoorbeeld.
Vliegtuigen waar we dan vervolgens gewoon
instappen als ze gebouwd zijn, ofschoon
we niet zeker weten of de bij het ontwer-
pen van die vliegtuigen met de Navier—
Stokes-vergelijkingen berekende luchtstro-
mingen wel echt betrouwbaar zijn. Een van de
zes nog openstaande millenniumproblemen
betreft het leveren van een bewijs voor het
bestaan van betrouwbare oplossingen van de
Navier—Stokes-vergelijkingen. De bijna twee
eeuwen oude Navier-Stokes-vergelijkingen
vormen nog steeds een uitdagend werkterrein
voor wiskundigen.

Navier-Stokes-vergelijkingen

Vergelijkingen van Euler

Om de beweging van een vloeistof (het kan
ook een gas zijn) in een driedimensionaal,
vast, rechthoekig x, v, z-assenstelsel te be-
schrijven beschouwen we een oneindig klei-
ne kubus van die vloeistof met snelheidscom-
ponenten u, v en w in respectievelijk de x-,
- en z-richting. Deze snelheidscomponen-

ten zijn in het algemeen functies van de drie
plaatscodrdinaten en de tijd. Noteren we de
tijd met t, dan kunnen we dus schrijven voor
de snelheidscomponenten van onze onein-
dig kleine vloeistofkubus: u = u(x,y, z,t),
v =vx,¥y,2zt),w=wlk,y,zt). Voor de
kleine verandering van bijvoorbeeld de snel-
heidscomponent u van het vloeistofkubusje,
van tijdstip t naar het iets latere tijdstip t +dt,
kunnen we schrijven:

ou ou ou ou
du= ﬁdt+ adx + @dy + gdz, (1)

waarin

dx =udt, dy=vdt, dz=wdt. (2

In (2) zijn dx, dy en dz de in het tijdstapje dt
door het vioeistofkubusje afgelegde afstand-
jes in respectievelijk x-, - en z-richting. In-
vulling van (2) in (1) levert

du ou ou ou ou

dit—ait+ua+1}@+waiz.

Voor limgy g is ‘(jj—’t‘ de versnelling in x-richting
van het vloeistofkubusje op tijdstip t. Voor de
versnelling in - en z-richting gelden verge-
lijkbare uitdrukkingen. Voor de versnellings-
vector van het vloeistofkubusje kunnen we
schrijven:
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Volgens de Tweede Wet van Newton geldt dat
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Figuur 1 Oneindig kleine vloeistofkubus met drukkracht
op de zijwandjes.
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Figuur 2 Oneindig klein, rechthoekig vloeistofviervlak met
drukkrachten op de zijwandjes. De wet van Pascal zegt dat
in elk punt (x, ¥, z) de druk in alle richtingen even groot

is;px =Py =Pz=Pp.

massa x versnelling van onze oneindig klei-
ne vloeistofkubus gelijk is aan de som van de
krachten op het kubusje. Als notatie voor de
dichtheid (massavan de vloeistof pervolume-
eenheid) voeren we p in, waarbij, evenals
voor de snelheidscomponenten, ook voor de
dichtheid geldt: p = p(x, y, z, t). Vervolgens
beschouwen we — in navolging van Euler —
als kracht die vanuit de omringende vloeistof
op dit vloeistofkubusje kan werken: een op-
pervlaktekracht loodrecht op de zijwandjes
van het kubusje, de drukkracht (Figuur 1). Ver-
der beschouwen we ook een volumekracht,

een kracht die van buitenaf op alle vloeistof
in het kubusje werkt, bijvoorbeeld de zwaar-
tekracht.

Het bijzondere van de drukkracht is dat
deze, in tegenstelling tot de snelheid en de
versnelling, in elk punt in alle richtingen het-
zelfde is. De druk is isotroop; de drukkracht
is geen vector maar een scalar. Dit resultaat
staat bekend als de Wet van Pascal en kan
worden afgeleid door te eisen dat de versnel-
lingvan een oneindigklein, rechthoekig vloei-
stofviervlak (Figuur 2) in geen van de drie
codrdinaatrichtingen oneindig groot mag wor-
den. De volumekracht kan wel een vector zijn
(opgebouwd uit bijvoorbeeld de componen-
ten van de zwaartekracht in elk van de drie
codrdinaatrichtingen).

De (scalaire) drukkracht noteren we met p
en de (vectoriéle) volumekracht met (f, g, h),
waarbij ook hier druk- en volumekracht func-
ties van de ruimtecodrdinaten en de tijd kun-
nen zijn; p = p(x,y,zt), enzovoort. De
Tweede Wet van Newton kunnen we dan uit-
eindelijk voor de oneindig kleine vloeistofku-
bus schrijven als:

P*Gyr

Figuur 3 Oneindig kleine vloeistofkubus met druk- en
schuifkrachten op de zijwandjes.
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Dit zijn de in 1755 gepubliceerde Euler-
vergelijkingen [6]. De vergelijkingen lieten al
snel de juistheid zien van het reeds eer-
der door Daniel Bernoulli voorgestelde ver-
band tussen druk en snelheid in bepaal-
de eenvoudige stromingen. Echter, de Euler-
vergelijkingen toonden ook de ‘juistheid’ aan
van de eveneens eerder gevonden Paradox
van d’Alembert, welke zegt dat een lichaam

Sir George Gabriel Stokes (1819-1903)

George Gabriel Stokes werd op 13 augustus 1819 geboren, in Skreen, een plaatsje in het
noorden van lerland. Hij groeide op in een godsdienstig milieu; zijn vader was predikant, zijn
grootvader aan de kant van zijn moeder ook, en drie van zijn broers waren voorganger in de
kerk. Stokes koos voor de wetenschap en bleef zijn gehele leven ook belijdend christen. Hij
was sterk geinteresseerd in geloof en wetenschap. Zo was hij president van een vereniging
ter bestudering van de relatie tussen het christelijk geloof en wetenschap.

Stokes genoot degelijk onderwijs, als kind thuis van zijn vader en als tiener op het Bristol
College in Engeland. Op 18-jarige leeftijd ging hij studeren, aan het Pembroke College aan
de Universiteit van Cambridge. Hij moet een uitstekend student zijn geweest; bij zijn afstu-
deren kreeg hij een beurs aangeboden om als wetenschappelijk medewerker op Pembroke
College te blijven. En acht jaar later al werd hij hoogleraar op dezelfde leerstoel waar Newton
bijna twee eeuwen daarvoor hoogleraar was geweest, de Lucasian Chair. Stokes was meer
theoretisch natuurkundige dan wiskundige. Zijn onderzoeksonderwerp was eigenlijk niet
stromingsleer, maar optiek, in het bijzonder de voortplanting van licht door de ether, een
denkbeeldige, dunne vloeistof waar de aarde doorheen zou bewegen in het hemelruim. Het
doel van Stokes’ afleiding van vergelijkingen voor de beschrijving van vloeistofstroming was
niet het berekenen van zoiets aards als bijvoorbeeld de stroming van water door een rivier,
maar de berekening van de stroming van hemelse ether om de aarde. Als opticus was Stokes
zeer succesvol. Zo gaf hij een verklaring voor het verschijnsel van zichtbaar licht uitgestraald
door een kleurloze stof als daar onzichtbare ultravioletstraling op invalt, een verklaring waar-
in hij het woord fluorescentie invoerde en waarvoor hij in 1852 een prijs ontving van de Royal
Society. Hij stelde ook voor om met fluorescentie de moleculaire eigenschappen van stoffen
te onderzoeken en legde daarmee mede de basis voor de spectraalanalyse.

Stokes bleef de Lucasian Chair tot aan zijn dood bezetten.
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dat in zijn geheel wordt omstroomd door
eenvloeistof, daarvan geen weerstand onder-
vindt, hetgeen in strijd is met onze alledaagse
ervaring.

Vergelijkingen van Stokes

De Euler-vergelijkingen veronderstellen dat
de enige vloeistofkracht die in vloeistofstro-
mingen kan optreden de drukkracht is. Voor
praktische toepassingen schieten de Euler-
vergelijkingen vaak tekort. In vloeistofstro-
mingen kunnen naast de drukkracht ook
schuifkrachten (wrijvingskrachten) optreden;
krachten tangentieel aan de zijvlakjes van ons
vloeistofkubusje (Figuur 3).

Het was in 1845 dat in Cambridge de
natuur- en wiskundige Stokes een beter mo-
delinvoerde dan datvan Euler, een model met
schuifkrachten [14]. Voor het modelleren van
de schuifkrachten maakte Stokes gebruik van
stromingsleerwerk van Newton, werk dat in
het algemeen veel minder bekend was dan de
Tweede Wet van Newton, zij het waarschijn-
lijk niet bij Stokes als houdervan de Lucasian
Chair. Stokes postuleerde dat Eulers scalaire
druk in feite een krachttensor is:

-p 0 O
0 -p 0],
0 0 -p

en wel een te eenvoudige. Stokes breidde
Eulers tensor uit tot:

—P +Oxx Oxy Oxz
Oyx —P+0yy Oyz , 3
Ozx Ozy —p+O0z;

waarin de niet-diagonaaltermen schuifkrach-
ten zijn, en hij drukte alle nieuwe o-termen
uit in partiéle differentialen van u, v en w.
Om te beginnen schreef hij voor de nieuwe
diagonaaltermen Oxx, 0y €n 0;;:

ou ov ow ou
UXX=A<$+@+§>+2H*X, ]

ow
O'ZZ—/\(—+—+—Z>+2;1§, (6)

waarin A en u uit metingen bekende eigen-

schappen zijn van de specifieke beschouw-
de vloeistof (water, lucht of wat dan ook). Dit
zijn de viscositeitscoéfficiénten, getallen die
de mate van viscositeit (stroperigheid) van de
vloeistof kwantificeren. De belangrijkste van
de twee is u, de afschuifviscositeit, de ma-
te van weerstand die een vloeistof biedt te-
gen afschuiving (uitsmering). Hoe groter p,
hoe stroperiger (minder goed uitsmeerbaar)
de vloeistof. Honing heeft bijvoorbeeld een
grotere u dan water. Bij temperatuurverla-
ging neemt u in het algemeen toe; honing
wordt minder goed uitsmeerbaar als het kou-
der wordt. De viscositeitscoéfficiént A hangt
samen met de visceuze weerstand die een
vloeistof biedt tegen samendrukking of uitzet-
ting. Het vakgebied waarin vloeistofkrachten
worden gemodelleerd, beschreven in termen
van vervormingstermen, heet reologie. De
door Stokes voorgestelde reologische relaties
(4), (5) en (6) lijken misschien ingewikkeld,
maar zijn in feite eenvoudig; ze veronderstel-
len een lineair (en dus eenvoudig) verband
tussen krachten en vervormingssnelheidster-
men. Voor de niet-diagonaalelementen in (3),
de schuifkrachten, schreef Stokes nog een-
voudiger lineaire verbanden:

ov  ou
Oxy =0yx =HU aJr@ ,

ow ov
Oyz=0zy =H @Jrg y

sz=azx=u<ai+a£>-

0z 0x

Het argument dat hij gebruikte voor het sym-
metrisch laten zijn van de krachttensor (o« =
Oyx, Oyz = Ozy, Oxz = Ozx) Was vergelijk-
baar met het argument dat al door Pascal
was gebruikt in het isotroop laten zijn van
de druk: de hoekversnellingen van het vloei-
stofkubusje zijn eindig aldus Stokes. Stokes
ging nog verder in zijn vereenvoudiging: hij
stelde voor om de zogenaamde bulkviscosi-
teitfi=A+ %u, de visceuze weerstand tegen
samendrukking en uitzetting, gelijk aan nul te
nemen, dus:

Tot zover de bijdrage van Stokes.

Vergelijkingen van Navier en Saint-Venant

Als we aannemen dat p = p(x, y, z,t) = con-
stant, dat wil zeggen, als we aannemen dat
onzevloeistofincompressibel (onsamendruk-

baar) is, dan vereenvoudigen de door Stokes
afgeleide bewegingsvergelijkingen nog ver-
der, en wel tot:

u
0 0 0
p(a ua+v@+w$) v
w
0
I
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0
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Stelsel (7) is een gekoppeld stelsel van
drie partiéle differentiaalvergelijkingen, met
vier te bepalen oplossingscomponenten:
u = ulx,y,z,t), v = vix,y,z,t), w =
w(x,y,z,t), p = px,y,z,t). Om het stel-
sel vergelijkingen sluitend te maken wordt de
wet van behoud van massa toegevoegd, wel-
ke zich voor een incompressibele vloeistof-
stroming laat schrijven als

ou ov  ow
E‘F@‘Fg—o. (8)

Vergelijking (8) is al stilzwijgend gebruikt bij
het afleiden van (7). Stelsel (7) met daaraan
toegevoegd vergelijking (8) vormen tezamen
de wijd en zijd gebruikte incompressibele
Navier—Stokes-vergelijkingen, de vergelijkin-
gen waarvoor een van de zes nog openstaan-
de millenniumproblemen is geformuleerd [7].

Het stelsel vergelijkingen (7)-(8) is reeds
in 1822 afgeleid door de Fransman Navier
[10]. Navier was niet uitgegaan van de in Fi-
guur 3 geschetste situatie, de situatie met
normaal- en tangentiaalkrachten werkend op
de zijvlakjes van de oneindig kleine vloeistof-
kubus. Naviers uitgangspunt was het aanpas-
sen van de Euler-vergelijkingen voor krachten
die tussen vloeistofmoleculen kunnen wer-
ken. Navier nam aan dat deze krachten af-
stotend zijn bij kleine afstanden tussen de
moleculen en aantrekkend bij grotere afstan-
den. Daarnaast nam hij aan dat deze krach-
ten evenredig zijn met de snelheid van mo-
leculen ten opzichte van elkaar. Navier leid-
de op basis hiervan als stelsel vergelijkingen
af: de Euler-vergelijkingen met daaraan toege-
voegd termen voorintermoleculaire krachten;
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Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836)

Claude Louis Marie Henri Navier werd geboren op 10 februari 1785 in Dijon en bracht zijn kin-
derjaren grotendeels door in Parijs, waar zijn vader juridisch medewerker was in de Nationale
Assemblee. Toen de kleine Claude acht jaar oud was overleed zijn vader en werd hij voor zijn
opvoeding toevertrouwd aan een oom van zijn moeder, Emiland Gauthey. Oudoom Emiland
was een uitstekend ingenieur. Onder zijn invloed ging Claude Navier in 1802 studeren aan de
Ecole Polytechnique. In 1806 studeerde hij af, als ingenieur in de weg- en waterbouwkunde.
Hij pakte door; hij ging studeren bij Fourier. Fouriers invloed op Navier was groot en blijvend;
Navier werd zijn beschermeling en vriend voor het leven.

Navier werkte zich op tot een van Frankrijks beste ingenieurs. Hij publiceerde ook; hij gaf
het werk van zijn oudoom uit en schreef ook zelf. In zijn publicaties legde hij, met zijn bij
Fourier verworven analytische inslag, mede de wetenschappelijke basis voor de ingenieurs-
wetenschappen, een basis die tot dan toe toe tamelijk empirisch was. Het belang van Naviers
vernieuwende ingenieursstijl werd erkend. In 1819 werd hij docent aan de Ecole des Ponts
et Chaussées. Zijn ster als wetenschapper begon ook te rijzen. In 1826 werd hij lid van de
Academie van Wetenschappen in Parijs. Hij ontwikkelde zich steeds meer tot wiskundige,
maar bleef ook ingenieur; in 1831 volgde hij Cauchy op als docent aan de prestigieuze Ecole
Polytechnique, maar bleef ook nog bruggen ontwerpen.

termen die precies hetzelfde waren als
die welke later formeel werden afgeleid
als zijnde schuifkrachten in incompressi-
bele vloeistofstromingen. Navier kende het
begrip schuifkrachten in vloeistofstromin-
gen vermoedelijk niet eens, maar vond
deze indirect in feite toch. Naviers aflei-
ding en resultaat waren geen kwestie van
geluk. Uit de kinetische gastheorie we-
ten we nu dat de viscositeitscoéfficiént u
te maken heeft met de vrije weglengte
tussen de moleculen. Al met al knap funda-
menteel werk van Navier, die was opgeleid
als ingenieur en was gespecialiseerd in het
ontwerpen van bruggen.

Navier overleed op betrekkelijk jonge leef-
tijd, in 1836. Zijn werk aan de beschrijving
van vloeistofstromingen was echter niet on-
opgemerkt gebleven. Op zijn hypothese over
de intermoleculaire krachten werd voortge-
borduurd door Cauchy en Poisson. En de in-
genieur Adhémar Jean Claude Barré de Saint-
Venant (1797-1886) was er ook mee be-
kend, zoals blijkt uit een boek van hem [2].
Zeven jaar na Naviers dood leidde Saint-
Venant de door Navier gevonden vergelij-
kingen opnieuw af, nu echter wel uitgaan-
de van schuifkrachten in de vloeistofstro-
ming, en zonder gebruik te maken van Na-
viers moleculaire aanpak. Hij had het he-
lemaal bij het juiste eind en publiceerde
de resultaten van zijn onderzoek [3], twee
jaar voor de publicatie van Stokes! Eigenlijk
zouden we van de Navier-Barré de Saint-
Venant-Stokes-vergelijkingen moeten spre-
ken, maar dat is natuurlijk wel een hele
mond vol. De geschiedenis vertelt dat Stokes
ook niet van dit werk van Saint-Venant wist.

Paradox

Met de introductie van de Navier—Stokes-
vergelijkingen, nu al bijna twee eeuwen gele-
den, leek het probleem van het begrijpen en
beheersen van een grote klasse stromingen
onder handbereik. Het probleem was immers
teruggebracht tot het oplossen van een hand-
vol partiéle differentiaalvergelijkingen.

Hoewel de Navier-Stokes-vergelijkingen
grote vooruitgang brachten, bleek de analy-
tische oplossing van de complete vergelijkin-
gen, de ‘oplossing met potlood en papier’, te
hoog gegrepen. Het gevolg was het ontstaan
van een groot aantal van Navier-Stokes af-
geleide, vereenvoudigde vergelijkingen voor
speciale gevallen, die wel analytisch waren
aan te pakken. Het was paradoxaal om te
zien dat de invoering van de Navier-Stokes-
vergelijkingen leidde tot een steeds grote-
re fragmentatie in verschillende stromings-
modellen, die allemaal de stroming beschre-
ven van hetzelfde medium, een theoretisch
hoogst ongewenste situatie.

Experimentele stromingsleer ontwikkelde
zich sterk tijdens de industriéle revolutie. The-
oretische stromingsleer daarentegen stag-
neerde langs een front van niet-lineaire pro-
blemen. Het doorbreken daarvan zou uit-
eindelijk pas in de tweede helft van de
twintigste eeuw gebeuren, met numeriek-
wiskundige methoden: met getallen, bij be-
nadering, en ten koste van veel, vaak heel
veel rekenwerk. Een sleutelrol hierbij zou
worden gespeeld door de oorspronkelijk
uit Hongarije afkomstige wiskundige John
von Neumann. Hoe dit is gegaan illustre-
ren we aan de hand van het probleem van
weersvoorspelling.

Numerieke Stromingsleer

Numerieke weersvoorspelling

Een alledaagse toepassing van de Navier—
Stokes-vergelijkingen is weersvoorspelling.
Voor de Tweede Wereldoorlog was weersvoor-
spelling meer een kunst dan een kunde. El-
ke dag werden weergegevens van verschillen-
de plaatsen verzameld. Deze gegevens wer-
den op land- en zeekaarten uitgezet, waarna
er lijnen van constante druk en temperatuur
op deze kaarten werden geschetst. Door ver-
gelijking met oude druk- en temperatuurver-
delingen en bijbehorende, bekende weers-
verlopen werd vervolgens door een weerkun-
dige een weersvoorspelling gedaan. De per-
soonlijke deskundigheid van deze meteoro-
loog drukte een zwaar subjectief stempel op
de weersvoorspelling. Wat wiskunde betreft
werd slechts gebruik gemaakt van elementai-
re statistiek en wat eenvoudige interpolatie-
en extrapolatiemethoden.

In een poging om tot een meer weten-
schappelijk gefundeerde weersvoorspelling
te komen had de Noor Vilhelm Bjerknes aan
het begin van de twintigste eeuw het idee
geopperd om het weer te voorspellen op
basis van de Navier-Stokes-vergelijkingen,
waar nodig aangevuld met andere vergelij-
kingen [4]. Voor een weersvoorspelling wil
je verdelingen weten in ruimte en tijd —
de toekomst uiteraard — van onder an-
dere windsnelheid en luchtdruk. Deze ver-
delingen zitten diep in de Navier—Stokes-
vergelijkingen verpakt; ze zijn er niet gemak-
kelijk uit op te lossen. Exacte oplossing van de
Navier—Stokes-vergelijkingen is vandaag de
dag nog steeds onmogelijk. Bjerknes kwam
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niet verder dan zijn idee, wel een belangrijk
idee.

Het niet exact, maar bij benadering op-
lossen van de Navier-Stokes-vergelijkingen
is wel te doen. In het geval van weersvoor-
spelling gaat dat bijvoorbeeld als volgt. In
de atmosfeer om de gehele aarde leggen
we een grote verzameling netjes verdeelde
punten neer (bijvoorbeeld 1000 punten in
lengterichting, helemaal rondom de aarde;
500 punten in breedterichting, van pool tot
pool; en 100 punten in hoogterichting, vanaf
het aardoppervlak tot ergens hoog in de at-
mosfeer, totaal in dit voorbeeld dus 1000 x
500 x 100 = 50 miljoen punten). De driedi-
mensionale verzameling punten noemen we
het rooster. Het rooster zit aan de aarde
vast. In elk roosterpunt willen we de snel-
heidsvector en de druk uitrekenen op één
of meerdere tijdstippen in de toekomst. We
nummeren de roosterpunten in elk van de
drie codrdinaatrichtingen, bijvoorbeeld met
i=1,2,3,....0ima0 J = 1,2,3,..., jmaxs
k=1,2,3,..., kmax. In het getallenvoorbeeld
van hiervoor geldt: imax = 1000, jmax =
500, kmax = 100. Deze discrete (puntsge-
wijze) benadering van de continue driedi-
mensionale ruimte kan nauwkeuriger wor-
den gemaakt door met kleinere onderlinge
afstanden tussen de roosterpunten te wer-
ken; door meer roosterpunten te gebruiken.
Echter, hoe meer roosterpunten, hoe meer
rekenwerk en dus rekentijd. We willen geen
‘weersnaspelling’.

Niet alleen in de ruimte maar ook in de tijd
passen we een discrete benadering toe; we
vervangen de continue tijd t door de discrete
tijd IAL,1=0,1,2,..., max, Wwaarbij At een te
kiezen, kleine stap vooruitin de tijd is, en lmax
het nummer van een eindtijdstip tot waaraan
toe we willen rekenen. Voor [ = 0 zitten we op
het begintijdstip van waaraf we willen gaan
rekenen.

De Navier-Stokes-vergelijkingen (7)-(8)
worden nu herschreven op dit discrete ruimte-
tijdrooster. We vervangen hiertoe alle par-
tiéle differentialen in de Navier—Stokes-
vergelijkingen door eindige differenties. Hier
enige voorbeelden (alternatieven zijn moge-
lijk) van deze eindige differenties, waarbij een
viervoudig subscript aangeeft in welk punt we
ons bevinden in ruimte en tijd:

(37“) Wikl — Uijk,l
i,j,k,l

ot At ’
7u> WUirl,jkl — Ui-1,jk,l
0x/ijkl  Xisljk — Xi-1jk

Wi, j kL =Ui-1,5,k,L
Xij k= Xi-1,j,k

) Wit jkl~Wij k!l
( ou ) Xiw1,jk—Xij K
1
i,j.k,L 2 (Xi+1,j,k - Xi—l,j,k)

enzovoort. (Tweede-orde-differentialen wor-
den dus herschreven als differenties van
differenties.) Op deze manier vervangen
we het stelsel van vier partiéle differen-
tiaalvergelijkingen door een stelsel van, in
ons voorbeeld, 4 x 50 miljoen eindige-

differentievergelijkingen. Dus geen onop-
losbare partiéle differentiaalvergelijkingen
meer, maarrelatief gemakkelijke algebraische
vergelijkingen. De algebraische vergelijkin-
gen zijn wel groot in aantal, niet-lineair en
bovendien gekoppeld. Het laatste omdat elk
roosterpunt is gekoppeld aan buurpunten.

Het rekenwerk kan nu beginnen. Op ba-
sis van meetgegevens van het weer over de
gehele aarde op een bepaald tijdstip kunnen
we een beginoplossing voor onze numerieke
weersvoorspelling definiéren: in elke rooster-
punt de daar ter plaatse gemeten waarden
van windsnelheid en luchtdruk. Voor rooster-
punten waar meetgegevens ontbreken moet
de beginoplossing door interpolatie of extra-
polatie vanuit de meetgegevens worden aan-
gemaakt. Deze beginoplossing kunnen we
vervolgens invullen in het stelsel eindige-
differentievergelijkingen, en uit dat stelsel
kunnen we dan in alle roosterpunten de op-
lossing op het nieuwe tijdsniveau [ = 1 uitre-
kenen, dus voor alle i, j, k de numerieke op-
lossing op tijdstip t = At: U jk1=1, Vi j k=1
Wijkl=1» Pijki=1, 1 = 1,2,3,...,imax, J =
1,2,3,...,jmax» kK = 1,2,3,...,kmax. Een
complicatie is dat in het stelsel (7) - (8) geen
term aa—‘t’ voorkomt. Met de druk kunnen we
dus niet rechttoe rechtaan vooruit stappen in
de tijd. Voor wie wil weten hoe dit probleem is
opgelost, zij verwezen naar bijvoorbeeld het
klassieke numerieke stromingsleerboek van
Pieter Wesseling [16]. Een subtiliteit tenslot-
te is de keuze van de tijdstap At. Deze kan
gemakkelijk te groot worden genomen, met
numerieke instabiliteit tot gevolg.

We hebben hier in grote lijnen al een nu-
meriek algoritme te pakken. We zagen: hoe
fijnmaziger het rooster, hoe nauwkeuriger de
ruimtelijke weergave van het weer. Hetzelf-
de geldt voor het verloop van het weer in de
tijd; hoe kleiner de stap At vooruit in de tijd,
hoe nauwkeuriger de voorspellingen, maar
ook hier: hoe meer rekenwerk tot we bij de
gewenste eindtijd zijn. De hoeveelheid re-
kenwerk voor betrouwbare weersvoorspelling
over een redelijk lange termijn is gigantisch.

De Britse meteoroloog Lewis Fry Richards-
on was de eerste die aan echte numerieke
weersvoorspelling ging doen [12]. Richardson
deed in de jaren twintig van de vorige eeuw
een poging om het reeds voorbije weer van
20 mei 1910 over een tijdsduur van zes uur te
‘voorspellen’. Hij koos die dag omdat het een
internationale ballonvaartdag was geweest,
een dagwaarvoorveel weergegevens voorzijn
beginoplossing beschikbaar waren. Richard-
sons numerieke weersvoorspelling werd een
grote teleurstelling, in twee opzichten. De
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voorspelling was helemaal fout en kostte bo-
vendien veel te veel tijd: zes weken hard
rekenen voor zes uur ‘weersnaspelling’. Al-
le rekenwerk was nog met de hand gedaan,
in teamverband, dat wel. Bjerknes’ idee van
numerieke weersvoorspelling op basis van
de Navier—Stokes-vergelijkingen ging weer de
mottenballen in, tot de Tweede Wereldoorlog.

Een goede weersvoorspelling is van groot
militair-strategisch belang. Toen de Verenig-
de Staten in de Tweede Wereldoorlog werden
betrokken besloot men daar tot opleiding van
maar liefst 5000 extra weerambtenaren. En
in 1942 pakte de Hongaars-Amerikaanse wis-
kundige Johnvon Neumann erde handschoen
van numerieke weersvoorspelling weer op.
Voor numerieke berekeningen waarin heel
veel keer dezelfde soort sommen worden her-
haald is numerieke stabiliteit, het niet buiten-
sporig groeien van kleine foutjes (afrondfout-
jes bijvoorbeeld), van cruciaal belang. Von
Neumann bedacht een goede methode voor
het vooraf analyseren (en zo nodig verbe-
teren) van de stabiliteit van numerieke me-
thoden. De eerder door Richardson gebruik-
te numerieke methode voor weersvoorspel-
ling bleek altijd instabiel te zijn volgens Von
Neumanns stabiliteitsanalyse, dat wil zeggen
voor elke positieve tijdstap At. Dat verklaart
mogelijk ook waarom Richardsons resultaten
niet klopten.

Von Neumann ging verder. Hij zag de
ontwikkeling van een automatische, elektro-
nische, digitale rekenmachine met interne
programma-opslag — de computer zoals we
die nu kennen — als de manier om onder de
te lange rekentijden uit te komen. Hij stortte
zich ook op de ontwikkeling van zo’n machi-
ne, in al zijn facetten: van abstracte compu-
terarchitectuur tot concrete invoer- en uitvoe-
rapparatuur, en van algemene richtlijnen voor
programmeren tot details over getallenrepre-
sentatie.

Von Neumann had veel succes met al dit
werk. Hij is de grondlegger van het vak nume-
rieke stromingsleer. Numerieke weersvoor-
spelling is de manier van weersvoorspellen
van vandaag de dag. Een gedetailleerd over-
zicht van Von Neumanns werk aan numerieke
weersvoorspelling, aan numerieke wiskunde
en informatica in het algemeen, is te vinden
in [1].

Numerieke wiskunde

Met het werk van Von Neumann kwam de
numerieke stromingsleer en daarmee nume-
rieke wiskunde tot grote groei en bloei. Er
kwam financiering voor onderwijs en onder-
zoek in de numerieke wiskunde. Wiskundig

Figuur 4 Tekening van turbulente stroming aan de voet van een waterval, Leonardo da Vinci (1508).

talent voelde zich steeds meer aangetrokken
tot het vak. Allerlei elegante en krachtige nu-
merieke algoritmen werden en worden nog
steeds ontwikkeld. Numerieke wiskunde is
een breed vakgebied geworden met daarbin-
nen allerlei specialismen.

Numerieke algoritmen speciaal ontwik-
keld voor de Navier—Stokes-vergelijkingen
zijn misschien wel het verst ontwikkeld van
alle numerieke algoritmen. Nog steeds echter
— ondanks het zeer wijdverbreide numeriek-
wiskundige gebruik van de Navier-Stokes-
vergelijkingen — is het niet met zekerheid be-
kend of er nog wel een oplossing bestaat in
het limietgeval waarin roosterpuntafstanden
en tijdstapgrootte naar nul gaan (de existen-
tievraag).

Millenniumprobleem

Turbulentie
Oplossingvan het Navier—Stokes-millennium-
probleem is niet alleen vanuit wetenschappe-
lijk maar ook vanuit praktisch oogpunt van
groot belang. Binnen de stromingsleer is bij-
voorbeeld turbulentie een uitgebreid, reeds
lang bestaand onderzoeksterrein. Turbulen-
tie is het (ogenschijnlijk?) wanordelijk door
elkaar heen bewegen van wervels in stromin-
gen, wervels van allerlei lengteschalen, van
groot tot zeer klein. Leonardo Da Vinci had
dat al gezien, waarbij hij ook coherente struc-
turen meende te zien in de wirwar van wer-
vels (Figuur 4).

Turbulentie treedt op in bijna alle vloei-
stofstromingen, ten goede of ten kwade. Tur-

bulentie is goed bij bijvoorbeeld het roeren
van melk door koffie. U maakt met een le-
peltje één korte beweging in uw kopje waar-
door er één of twee grote wervels in de koffie
ontstaan. De grote wervels vervallen snel in
vele, steeds kleinere en steeds chaotischer
bewegende wervels. De vele kleine wervels
zorgen voor een prima menging van de melk
door uw koffie; turbulentie als nuttig proces.
Turbulentie treedt echter ook op in bijvoor-
beeld de torusvormige vaten waarin, in een
magneetveld en bij extreem hoge tempera-
tuur een plasma van deuterium en tritium
wordt opgesloten ten behoeve van de opwek-
king van energie uit de fusie van hun atoom-
kernen. Hierbij is turbulentie juist ongewenst;
het deel van het plasma waarin kernfusie op-
treedt mag namelijk niet te veel mengen met
koeler plasma; de kernfusie zou daardoor im-
mers kunnen stilvallen.

Turbulentie is een onderzoeksonderwerp
met nog veel onbeantwoorde vragen.

Existentie

Het Navier—Stokes-millenniumprobleem be-
treft de bewegingsvergelijkingen (7) plus mas-
sabehoudsvergelijking (8). Om stelsels par-
tiéle differentiaalvergelijkingen te kunnen op-
lossen moet de oplossing (of differentialen
daarvan) op het begintijdstip en op de ruim-
telijke randen van het rekengebied worden
voorgeschreven; er moeten begin- en rand-
voorwaarden worden gespecificeerd. Begin-
en randvoorwaarden zijn meestal probleem-
specifiek; ze beschrijven bijvoorbeeld de ini-
tiéle stromingstoestand (de beginvoorwaar-
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de) van de koffie in het koffiekopje van hier-
voor, alsmede de geometrie van het kop-
je en de stromingstoestand van de kof-
fie op de binnenkant van het kopje (de
randvoorwaarden).

In de beschrijving van het Navier-Stokes-
millenniumprobleem [7] zijn ook beginvoor-
waarden gegeven. Deze zijn echter niet pro-
bleemspecifiek, maar zeer algemeen. Aan de
beginoplossing wordt ‘slechts’ de voorwaar-
de opgelegd dat deze oneindig vaak diffe-
rentieerbaar is. En voor wat betreft de rand-
voorwaarden: deze zijn er in feite niet; de
randen mogen worden beschouwd als aan el-
kaar vastgeplakt; de rechter rand op de x-as
is vastgeplakt aan de linker rand op die as,
idem voor de randen op de - en z-as: zoge-
naamde periodieke randvoorwaarden. Van de
volumekracht tenslotte wordt geéist dat deze
oneindig vaak differentieerbaar is op alle tijd-
stippen.

Oplossingen van het aldus gespecificeer-
de algemene begin-randwaardenprobleem
kunnen dus in principe slechts in zeer alge-
mene termen worden bepaald, aannemen-
de dat er een oplossing bestaat. Dit laat-
ste is nu een vraag in het Navier-Stokes-
millenniumprobleem: heeft het hiervoor be-
schreven algemene begin-randwaardenpro-
bleem geen, één, of meerdere oplossingen,

Referenties

1 W. Aspray, John von Neumann and the Origins
of Modern Computing, MIT Press, 1990.

2 A.J.C. Barré de Saint-Venant, Mécanique ap-
pliquée de Navier, Paris, 1858.

3 AJ.C. Barré de Saint-Venant, Note a joindre
au mémoire sur la dynamique des fluides,
Comptes Rendus des Scéances de I’ Académie
des Sciences 17 (1843), 1240.

4  V.Bjerknes, Das Problem der Wettervorhersage,
betrachtet von Standpunkte der Mechanik
und der Physik, Meteorologische Zeitschrift 21
(1904), 1-7.

5 L. Caffarelli, R. Kohn and L. Nirenberg, Par-
tial regularity of suitable weak solutions of the
Navier-Stokes equations, Communications on
Pure and Applied Mathematics 35 (1982), 771-
831.

6  L.Euler, Principes généraux du mouvement des
fluides, Mémoires de I’ Académie des Sciences
de Berlin 11 (1755), 274—315.

waarbij van deze oplossingen wordt geéist
dat zij oneindig vaak differentieerbaar zijn
en blijven, en tevens dat de totale hoeveel-
heid bewegingsenergie die zij bevatten be-
grensd is op elk tijdstip na het begintijdstip.
Voor het Navier-Stokes-millenniumprobleem
hoeft dus geen exacte, algemene oplossing
van de Navier—Stokes-vergelijkingen te wor-
den bepaald. ‘Slechts’ het wel of niet bestaan
van zo’n oplossing hoeft te worden bewe-
zen, een oplossing die voldoende differen-
tieerbaar is en begrensd in bewegingsener-
gie. Voor het aantonen dat er een oplossing
bestaat mag de volumekracht zelfs gelijk aan
nul worden genomen; een moeilijkheid min-
der. Wat dit millenniumprobleem toch nog zo
moeilijk blijft maken is dat erin de vergelijkin-
gen (7) niet-lineaire termen voorkomen, ter-

men als u 3% bijvoorbeeld.

Onderzoek

In de vorige eeuw is al veel onderzoek ge-
daan aan de existentie van Navier-Stokes-
oplossingen. Te denken valt aan het werk
van Oseen [11], Leray [9], Hopf [8], Schef-
fer [13], en Caffarelli en collega’s [5]. Onder-
zoek op het snijvlak van klassieke en nu-
merieke analyse is dat van Temam [15]. Het
is precies dit overgangsgebied in de wis-
kunde waar mijns inziens vooruitgang is te

7  C.L. Fefferman, Existence and smoothness of
the Navier-Stokes equations, www.claymath.
org/millennium/Navier-Stokes_Equations

8 E. Hopf, Uber die Anfangswertaufgabe fiir die
hydrodynamischen Grundgleichungen, Mathe-
matische Nachrichten 4 (1951), 213-231.

9 J. Leray, Sur le mouvement d’un liquide
visqueux emplissant I’espace, Acta Mathemat-
ica 63 (1934), 193-248.

10 C.L.M.H. Navier, Mémoire sur les lois du mouve-
ment des fluides, Mémoires de ’Académie des
Sciences 6 (1822), 389-440.

11 GW. Oseen, Sur les formules de Green
généralisées qui se présentent dans ’hydrody-
namique et sur quelques-unes de leurs appli-
cations, Acta Mathematica 34 (1911), 205-284.

12 L.F. Richardson, Weather Prediction by Numeri-
cal Process, Cambridge University Press, 1922.

verwachten met betrekking tot het Navier—
Stokes-millenniumprobleem. Binnen de nu-
merieke analyse wordt onderzoek gedaan aan
de existentie van numerieke oplossingen, on-
derzoek dat niet gericht is op het oplossen
van het Navier-Stokes-millenniumprobleem,
maar dat mogelijk wel van belang kan zijn
daarvoor.

Behalve het prestigieuze wetenschappelij-
ke belang van het oplossen van het Navier—
Stokes-millenniumprobleem is er dus ook het
minstens even grote praktische belang van
het vinden van antwoorden op openstaan-
de vragen over turbulentie. Oplossing van het
Navier—Stokes-millenniumprobleem zou wel
eens direct, veel voor de praktijk belangrij-
ke turbulentievragen kunnen beantwoorden.
Over turbulentie, als berucht moeilijk onder-
werp, heeft iemand ooit gezegd, als varia-
tie op wat Sir Winston Churchill ooit over
een bepaalde politieke stroming heeft ge-
zegd: ‘Als je als onderzoeker in de stromings-
leer voor je dertigste niet aan turbulentie
hebt gewerkt, dan heb je geen hart. Als je
na je dertigste echter nog aan turbulentie
werkt dan heb je geen verstand.” Veel on-
derzoekers zijn gelukkig nog geen dertig jaar
oud. En veel senior-onderzoekers voelen zich
nog geen dertig; wiskundeonderzoek houdt

je jong. o

13 V. Scheffer, Hausdorff measure and the Navier—
Stokes equations, Communications in Mathe-
matical Physics 55 (1977), 97-112.

14 G.G. Stokes, On the theories of the internal fric-
tion of fluids in motion, and of the equilibrium
and motion of elastic solids, Transactions of the
Cambridge Philosophical Society 8 (1845), 287.

15 R. Temam, Navier-Stokes Equations. Theory
and Numerical Analysis, American Mathemat-
ical Society, 1984.

16 P. Wesseling, Principles of Computational Fluid
Dynamics, Springer, 2000.



