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De wiskunde van
reflectieseismiek

Voor de bestudering van de aardkorst wordt veelvuldig gebruik gemaakt van reflectieseismiek.
Aan het aardoppervlak worden met behulp van akoestische bronnen golven opgewekt die zich
voortplanten en gereflecteerd worden in de aardbodem. Trillingen ten gevolge van de gereflec-
teerde golven worden aan het oppervlak gemeten en geven informatie over de bodemstructuur.
Het construeren van die structuur uit de gemeten reflecties kan beschouwd worden als een in-
vers probleem. Chris Stolk gaat in op de wiskundige theorie en oplossingsmethodiek van dit

inverse probleem.

Reflectieseismiek is de belangrijkste metho-
de in de olie- en gasindustrie om fossiele
brandstoffen op te sporen in de ondergrond.
Varianten van de methode worden gebruikt
in bodemonderzoek voor engineering toepas-
singen en in de academische geofysica voor
de bestudering van de aardkorst en de man-
tel. Reflectieseismiek werkt met akoestische
(seismische) golven. Deze planten zich over
grote afstanden voort in de aarde en met de
informatie die ze bevatten kunnen vaak beel-
den met hoge resolutie worden gemaakt. De

acoustic source

geophones

Xr<—>

geschiedenis van het vakgebied gaat terug
tot de jaren twintig van de vorige eeuw. De
eerste olievondst mogelijk gemaakt door re-
flectieseismiek was in 1928 in de Verenigde
Staten.

De opzet van een experiment is schema-
tisch weergegeven in Figuur 1. Bronnen aan
het aard- of zeeoppervlak genereren golven
die zich in de aarde voortplanten en reflec-
teren. Aan het oppervlak worden de trillingen
gemeten met een groot aantal speciale micro-
foons, geofoons of hydrofoons genaamd. Dit
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Figuur 1 Schematische weergave van een seismisch experiment op land

experiment wordt vele malen herhaald, met
bronnen op verschillende locaties.

Golfvoortplanting wordt beschreven door
tijdsafhankelijke partiéle differentiaalverge-
lijkingen die lineair zijn aangezien de trillin-
gen in de bodem een kleine uitslag hebben
(behalve in de directe omgeving van de bron).
De mechanische eigenschappen van het ge-
steente, zoals de dichtheid en compressibili-
teit, vormen positieafhankelijke coéfficiénten
in dit stelsel van partiéle differentiaalverge-
lijkingen. De verwerking van reflectieseismi-
sche data kan dus worden gezien als een
invers probleem. De data van dit inverse
probleem zijn de metingen van oplossingen
van partiéle differentiaalvergelijkingen aan
het oppervlak. De oplossing is een collectie
van coéfficiéntfuncties, en de impliciete rela-
tie tussen data en oplossing wordt gegeven
door een stelsel partiéle differentiaalvergelij-
kingen.

Een voorbeeld van seismische data en het
resultaat van de dataverwerking zijn weerge-
geven in Figuur 2 (op de data is een filter toe-
gepast om de gereflecteerde golven beter te
laten zien). De volgende stap na de recon-
structie van de coéfficiéntfuncties is seismi-
sche interpretatie, waarbij het doel is om de
geologische structuur zo goed mogelijk te be-
grijpen.

In dit artikel bespreken we twee aspec-
ten van het probleem. Het belangrijkste on-
derwerp is de wiskundige theorie voor ima-
ging van enkelvoudig gereflecteerde golven.
De theorie hiervan is grotendeels ontwikkeld
in de laatste dertig jaar. Deze heeft geleid tot
een veel beter begrip van (de prestaties van)
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Figuur 2 Voorbeeld van seismische data, ingezoomd op
een deel van de data van één experiment (boven); seismi-
sche afbeelding van de ondergrond ergens in de Golf van
Mexico (onder). (Met dank aan The Rice Inversion Project).

de methodes, tot algoritmes om voorheen on-
toegankelijke informatie uit de data te ver-
krijgen en tot nieuwe benaderingen van het
probleem. Voordat we zover zijn, bespreken
we de partiéle differentiaalvergelijkingen met
discontinue coéfficiénten die het voorwaart-
se probleem vormen. Goede referenties zijn
het review artikel van Symes [14] voor de wis-
kundige aspecten, en boeken van Sheriff en
Geldart [10] en Yilmaz [16].

Voorwaarts model

We zullen niet lang stilstaan bij de keuze van
een modelvoorseismische golfvoortplanting,
hoewel hier wel degelijk veel over te zeggen
valt. Lineaire elastodynamica wordt algemeen
beschouwd als een goed model. In tweede-
orde-vorm zijn de vergelijkingen

0%u; 0 0
P52 _j%laj(cuklafxluk) =fi. (@)

Hierin is u;(x) een vectorveld dat de uitwij-
king (richting en grootte) van het medium be-
schrijft, p(x) de dichtheid, C;jki(x) de elas-
tische tensor en f;(x) een vectorveld dat de
krachtverdeling beschrijft die op het medium
werkt [4].

Vergelijking (1) beschrijft golfvoortplanting
in vaste stoffen, en is daarmee op het eerste
gezicht het meest voor de hand liggende mo-
del. In de praktijk is ook de scalaire akoesti

sche golfvergelijking van groot belang, gege-
ven door

1 2%u 1
WW—V;V'LL:‘Q (2)

Hierin is u(x) de akoestische druk, p(x) de
massadichtheid, c(x) de golfsnelheid en g(x)
een combinatie van brontermen. Net als (1)
wordt deze vergelijking aangevuld met ge-
schikte begin- en randvoorwaarden. Strikt ge-
nomen beschrijft (2) de voortplanting van
akoestische golven in een vloeistof en niet
in een vaste stof zoals de ondergrond van de
aarde. Dat deze toch wordt gebruikt, komt om-
dat het essentiéle gedrag van voortplantende
golven al bevat is in de vergelijking en deze
vaak een redelijke beschrijving van de longi-
tudinale golven in een vaste stof geeft. Vanuit
het oogpunt van inversie is het een logische
keuze omdat het moeilijk is om meer para-
meters dan de functies ¢ en p bevat in (2) te
reconstrueren. Voor de verdere discussie be-
perken we ons daarom tot de scalaire akoesti-
sche vergelijking. Voor constante p en ¢ heeft
(2) de bekende uitgaande golfoplossingen

(t—-7r/c)

w
ux,t) = P r=Ix-xs5. 3

Uit metingen blijkt dat de eigenschappen
van het aardmateriaal sterk variéren, zowel
over korte als langere lengteschalen. De car-
toonachtige afbeeldingin Figuur1is niet juist:
ook binnen de afgebeelde lagen treden bij-
voorbeeld veel variaties op terwijl de laag-
overgangen vaak veel minder duidelijk zijn.
De vraag is daarom hoe de golfvergelijking
geinterpreteerd moet worden in het geval
van sterk variérende, bijvoorbeeld disconti-
nue coéfficiénten.

In de klassieke, sterke formulering zijn bei-
de kanten van de partiéle differentiaalverge-
lijking continue functies, en geldt de vergelij-
king voor alle (x,t) in het domein, noem dit
Qx[0, T] met Q c R3. Ditis niet mogelijk met
discontinue coéfficiénten. De oplossing is om
de vergelijking in de zwakke vorm te schrijven.
We eisen dat

1 2%u 1
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vooralle v € Cy°(Q x [0, T]). Na partiéle inte-
gratie wordt dit

1 ouov 1
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dxdt =0,

voor alle v in C7(Q x [0, T]). Deze vergelij-
king heeft zin als u, Vu, %—1; en g kwadratisch
integreerbaar zijn, en p en ¢ meetbaar en be-
grensd. Voor p en ¢ eisen we bovendien dat
ze van 0 weg begrensd zijn, dus

p,ceL®(Q), 0<ax<px)<§B
(6)

en 0<ax<c(x)<B.

De goedgesteldheid van het probleem is
behandeld in [7], met verdere ontwikkelingen
in [3, 11], met als resultaten onder andere:

— Existentie en eenduidigheid van oplossin-
gen en continue afhankelijkheid van de
coéfficiénten.

— Differentieerbare afhankelijkheid van de
coéfficiénten met een verlies van Sobolev-
regulariteit van een orde. Deze informatie
is van belang voor de keuze van optimali-
satiemethodes in het inverse probleem.

Het hierboven geschetste kaderis nog niet di-

rect toepasbaar. We nemen namelijk aan dat

de bron g van de vorm

g(x,t) = 6(x — xs)w(t) @

is, waarin 6 de Dirac-deltafunctie is, xs de
positie van de bron en w(t) een korte, smal-
le puls, zonder zeer lage frequenties. Dit is
geen kwadratisch integreerbare functie. Ook
geldt dat de oplossingen bevat zijn in ruim-
tes van kwadratisch integreerbare functies en
dus niet zonder meer continu zijn in x, wat no-
digis om puntmetingen te doen. Met de extra
aanname dat ¢ en p extra regulariteit hebben
rond de positie van de bron en de ontvangers,
bijvoorbeeld lokaal constant zijn, kan ook dit
geval worden behandeld [14].

De verzameling van paren van bron- en
ontvangerposities (xs,x;,) waarvoor metin-
gen worden gedaan, noteren we met Y. De-
ze liggen aan het oppervlak, zodat Y ¢ R? x
R2. Metingen worden gedaan gedurende een
tijdsinterval [0, T]. De voorwaartse afbeelding
is dan de afbeelding van de functies c en p
naar de waardes van de oplossing u van (2)
in de meetpunten, genoteerd met

Fle, plixr, t; x5) = ulxy, t; Xs),

(Xr,x5)€Y, O0<t<T.
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Lineaire inverse verstrooiing

De huidige techniek van imaging van seismi-
sche data is bijna uitsluitend gebaseerd op
het gebruik van de linearisatie van de ope-
rator Fin c. Een fysische omschrijving is dat
gebruik gemaakt wordt van enkelvoudig ge-
reflecteerde golven. De betekenis van ‘enkel-
voudig gereflecteerd’ is in dit geval echter niet
zo duidelijk: We kennen allemaal het principe
van reflectie van licht in bijvoorbeeld een ruit.
Daarbij is het duidelijk wat de gereflecteer-
de golf is, en dat de reflectie precies aan de
overgangtussen lucht en glas optreedt. In een
variabel medium kunnen reflectie en refractie
echter overal optreden.

Zoals gezegd lineariseren we Fin c, waar-
bij we aannemen dat p een gegeven constan-
te is. Dat betekent dat we een kleine versto-
ring 6c(x)toevoegen aan de snelheid c(x), en
vervolgens een vergelijking voor de resulte-
rende verstoring du van u afleiden. Het blijkt
eenvoudigte zijn om te werken met de relatie-
ve verstoring ¥ = dc/c, het achtergrondmo-
del ¢ noteren we ook wel met v. Dit resulteert
in de volgende vergelijking voor de perturba-
tie Su:

1 02 ) 2r 0%u
(ﬁﬁ -V )5“— DERTERN
ou=0 voort <0.
Dezevergelijkingis lineairin+ en de gelineari-

seerde voorwaartse afbeelding wordt gedefi-
nieerd door

Flvlr = dulyxo,11- (10)

De reconstructie van » gegeven du wordt het
gelineariseerde inverse probleem genoemd.
Daarbij is de functie v, het zogenaamde snel-
heidsmodel, gegeven. Uiteindelijk moet ook
v bepaald worden. Ook wordt ervan uitge-
gaan dat u en du kunnen worden geschei-
den in de gemeten data. In de praktijk zijn de
niet-gereflecteerde golven te herkennen aan
de hoek waaronder ze aankomen aan het op-
pervlak en aan de aankomsttijd.

Een belangrijke aanname in het model (9)
is dat v enr verschillende delen van het snel-
heidsveld c beschrijven: v is een gladde func-
tie en bevat alleen laag-frequente componen-
ten, enr bevatalleen hoog-frequente, oscille-
rende componenten (scheiding van schalen).
Met de scheiding van schalen geeft de line-
arisatie een beschrijving van de data die op-
vallend veel beter is dan wanneer ook een
laag-frequent deel heeft, zo blijkt uit nume-
rieke berekeningen [14].

Vergelijking (9) voor du kunnen we inter-
preteren met het principe van Huygens. Aan
derechterkant staat een bronterm die het pro-
ductvanr en BBZT’{ bevat. Een bron van golven

ontstaat dus voor (x, t) waar v en %ZT'Z‘ allebei
‘groot’ zijn. Ditis in overeenstemming met het
principe van Huygens, dat zegt dat een secon-
daire bron van golven ontstaat wanneer het
golffront u een reflector bereikt. (Inderdaad
is 7(x) groot waar de variatie in het medium
groot is en het is bekend dat met name daar
de reflecties optreden.)

0
1
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Figuur 3 Lichtstralen uit de oorsprong in een medium met een een lage-snelheidszone rond (0, 1). Buiging van de stra-
len leidt tot focusseren van de stralen rond (0, 1.3) en tot meerdere golffronten daaronder. Hiermee wordt de geometrische

optica-aanname geschonden.

Wiskundigen legden de link tussen seis-
mische imaging algoritmes en het gelineari-
seerde inverse probleem eind jaren zeventig
en in de jaren tachtig. Een belangrijk artikel
was dat van G. Beylkin [1], met bijdragen op
twee vlakken:

— De precisering in welke zin een inverse af-
beelding van F wordt geconstrueerd, ge-
geven het feit dat het geen exacte inverse
is.

— De constructie van een dergelijke inver-
se in de vorm van een gegeneraliseerde
Radon-transformatie.

Het blijkt dat de geconstrueerde inverse een

reconstructie geeft van de discontinuiteiten in

r.

We geven de belangrijkste ingrediénten
van dit resultaat. De afleiding van de voor-
waartse afbeelding maakt gebruik van de fun-
ctie van Green, de oplossing G(x, t; xs) van

1 0°
(Wﬁ - V2> G(X,t,XS)

=0(t)o(x — x5).

(11)

Met een geometrische optica-aanname geldt

Gx,t;xs5) = alx; x5)0(t — T(x,x5)). (12)

Hierin is T(x, x;) de reistijdfunctie. Voor con-
stante v wordt deze gegeven door "‘;—"5‘, in
het algemene geval door een oplossing van
de eikonaalvergelijking. De amplitude a vol-
doet aan de zogenaamde transportvergelij-
king. Beide zijn gladde functies weg van x; en
kunnen op diverse manieren numeriek wor-
den bepaald. Het symbool ~ in (12) betekent
‘modulo een gladdere fout’ en de vergelijking
is geldig voor kleine tijd, waarbij de aanname
is dat er voor elk paar (x, x;) er precies één
‘lichtstraal’ is die de twee punten verbindt. De
situatie dat de gekromde stralen focusseren,
en dat meerdere golffronten ontstaan, zie Fi-
guur 3, wordt daarmee uitgesloten.
Gebruikmakend van (12) vinden we

Flvlr(x,t; xs)

02 de 27 (x)

= ﬁ v(x)Z a(X,x,,)a(x_xS) (13)

<Ot — T(x, xy) — T(xX, X5)).

Dit is de zogenaamde gegeneraliseerde Ra-
don-transformatie: een integraal over ge-
kromde oppervlakken (of tweedimensiona-
le krommes) gegeven door de vergelijking
T(x,xy) + T(x,xs) = t, de zogenaamde iso-
chronen, zie Figuur 4.
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T (XS’y)+T(X I”Y) =t y

Figuur 4 Isochronen: Integratie-oppervlakken in de gege-
neraliseerde Radon-transformatie.

In [1] werd een inverse van (13) gegeven.
De precieze beschrijving in welke zin de ge-
construeerde operator een inverse is, vereist
kennis van de microlokale analyse, een ver-
zameling technieken die voortbouwt op dis-
tributietheorie en wordt gebruikt in de stu-
die van lineaire partiéle differentiaaloperato-
ren [5—-6]. Belangrijk hierbij is dat singulari-
teiten een positie en een richting hebben.
Voor een discontinuiteit die optreedt langs
een oppervlak wordt de ermee geassocieer-
de richting gegeven door de normaal op het
oppervlak. In het algemeen kan deze bepaald
worden door te bestuderen in welke richtin-
gen de Fourier-getransformeerde al dan niet
snel afneemt. Voor een distributie u wordt
de verzameling van paren (positie, richting)
in R™ x R™ waar singulariteiten optreden, de
golffrontverzameling WF (1) genoemd.

Singulariteiten in 7 leiden tot singuliere
bijdrages in het gereflecteerde golfveld du.
Echter, niet alle gereflecteerde golven worden
waargenomen aan het oppervlak. Alleen het
deel van de singulariteiten in » waarvan de
reflecties worden waargenomen, kan worden
gereconstrueerd. Dit leidt tot een microlokale
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