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Klimaatsverandering,
verwoestijning en biljart

Door geleidelijk veranderende omgevingsfactoren kunnen gezonde ecosystemen abrupt ver-
anderen in woestijnen. Om dergelijke catastrofale veranderingen te begrijpen zijn conceptuele
modellen geformuleerd voor het gedrag van vegetatiepatronen. Arjen Doelman, Maarten Ep-
pinga, Geertje Hek, Jens Rademacher, Max Rietkerk, Eric Siero en Koen Siteur beschrijven de
reactie-diffusievergelijkingen waaruit zulke modellen bestaan en analyseren de patronen die
er in voorkomen. Onder toenemende ecologische stress, zoals verminderde regenval, is het
mogelijk dat vegetatiepatronen destabiliseren tot alleen een woestijn als stabiele toestand

overblijft.

Wereldwijd staan ecosystemen bloot aan ver-
anderingen in bijvoorbeeld klimaat of land-
gebruik. Droge, maar ‘gezonde’, begroeide
ecosystemen kunnen zich lange tijd aanpas-
sen aan geleidelijke omgevingsveranderin-
gen, maar vervolgens plotseling en op een
meestal onomkeerbare manier veranderen in
woestijn. Vaak wordt zo’n catastrofale veran-
dering voorafgegaan door het ontstaan van
vegetatiepatronen, die zowel een gestreept
als een labyrintachtig karakter kunnen heb-
ben (zie Figuur 1).

Ecologische modellen en wiskundige vragen
In de ecologie worden conceptuele model-
len geformuleerd voor de mechanismen die
ten grondslag liggen aan het langzaam ont-
staan en abrupt verdwijnen van vegetatie-
patronen. Zie Figuur 2 voor een conceptuele
interpretatie van het verwoestijningsproces.

Een centrale vraag is of aan een vegetatie-
patroon te zien is hoe dicht het systeem in
de buurt van de verwoestijningscatastrofe is
[16].

Het meest eenvoudige model is dat van
Christopher Klausmeier [7]. Het is een reactie-
diffusiemodel in twee componenten: water
U en biomassa V. Het model beschrijft een
systeem op een hellend terrein, met heuvel-
afwaarts stromend water gemodelleerd door
de advectieterm CUy in (1). Om ook vege-
tatiepatronen in vlakke gebieden te kunnen
beschrijven, beschouwen we hier een ge-
generaliseerd Klausmeier—Gray—Scott-model
(gKGS) [18]. Wij beperken ons tot patronen die
maar van één ruimtelijke variabele x afhan-
gen. In een tweedimensionale setting geeft
voortzetting van periodieke patronen zonder
verdere variatie in de y-richting streepvormi-
ge structuren [7]. Verder kiezen we x onbe-

grensd, x € R. Ditis een natuurlijke aanname
binnen het vakgebied ‘pattern formation’, die
aangeeft dat de schaal van de geobserveerde
patronen veel kleiner is dan de domeingroot-
te. In herschaalde vorm ziet het gkGS-model
er als volgt uit:

U =(UY)xx + CUx + A(1 = U) — UV?, @
1
Vi = 8%Vyx — BV + UVZ,

De subscripts x en t zijn de partiéle afgelei-
den naar x en t; de parameter A represen-
teert de (gemiddelde, jaarlijkse) regenval, Bis
een sterfteparameter voor de vegetatie en C
is een maat voor de helling van het terrein. De
niet-lineaire diffusieterm (UY)xx modelleert
de verspreiding van water in vlakke terreinen;
zie [4, 18]. De waarde van y is typisch 2, hoe-
wel de lineaire keuze y = 1 ook voorkomt
in de vegetatiepatronenliteratuur [6, 18]. De
verhouding & tussen de (typische) diffusie-
snelheden van de vegetatie en het water is
vanzelfsprekend zeer klein, zodat het model
op een natuurlijke manier een singulier ver-
stoord karakter heeft. Er zijn meerdere veel
realistischere modellen in de literatuur [15,
19], maar begrip van de dynamica van pa-
tronen in conceptuele modellen als (1) kan
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Figuur 1 Streep- en labyrintvegetatiepatronen in de Sahel in Niger. De typische afstand tussen begroeide stukken terrein is

in de orde van 10-100 m.

helpen inzicht te krijgen in wat er in het echt
gebeurt. Vooral de grof versimpelde plant-
water-interactietermen — de niet-lineariteiten
UV?2 —en het ontbreken van onderscheid tus-
sen oppervlakte- en grondwater geven aan
dat (1) inderdaad vooral gezien moet worden
als fenomenologisch model. Ook andere be-
langrijke factoren in het verwoestijningspro-
ces, zoals bijvoorbeeld de intensiviteit van de
begrazing van de vegetatie, worden niet in dit
model meegenomen.

Het gkGS-model reduceert tot het Klaus-
meier-model [7] in de limiet C — o [18].
De gekozen schaling geeft aan hoe sterk het
Klausmeier-modelvoorvegetatiepatronen ge-
relateerd is aan het al veel langer bekende
Gray—Scott-model voor autocatalytische che-
mische reacties, dat ook in de wiskundeli-
teratuur uitgebreid bestudeerd is: (1) neemt
de vorm van het Gray—Scott-model aan voor
y =1enC =0 [2, 5, 11]. Merk op dat vanwe-
ge de niet-lineaire diffusieterm, de basisvraag
naar existentie en uniciteit van oplossingen
van (1) niet triviaal is [8].

In de context van het model correspon-
deert klimaatsverandering met een langzame

Vegetation
cover

Figuur 2 Een globale schets van het verwoestijningspro-
ces: de plotselinge catastrofe wordt voorafgegaan door zich
langzaam vormende vegetatiepatronen. Zie ook [16].

verandering van de parameters. Vegetatiepa-
tronen komen overeen met stabiele, ruimte-
lijk periodieke oplossingen in (1). In wiskun-
dige termen komt het proces van verwoestij-
ning dus overeen met het verdwijnen van pe-
riodieke patronen ten gevolge van langzaam
variérende parameters. Er is een uitgebrei-
de wiskundige literatuur over patronen — en
met name het ontstaan ervan — in reactie-
diffusievergelijkingen met vaste parameters.
Hieronder volgt een schets van een aantal ba-
sisideeén, uitmondend in de introductie van
de zogenaamde Busse-ballon. Deze Busse-
ballon werd oorspronkelijk geintroduceerd in
de context van (hydrodynamische) convectie
[1] enis eenin hetalgemeen tamelijk complex
gebied in (parameter, golfgetal)-ruimte waar-
in stabiele ruimtelijk periodieke oplossingen
bestaan. Intuitief betekent klimaatsverande-
ring, ofwel het variéren van parameter A, dat
de dynamica van systeem (1) een baan zal
beschrijven binnen deze Busse-ballon: ver-
woestijning komt overeen met het moment
dat deze baan de Busse-ballon verlaat en
‘neerslaat’ in de triviale homogene oplossing
(Ulx, b), V(x, 1) = (U V% = (1,0) van (1),
die de kale woestijn voorstelt en een ‘sterke
aantrekker’ is voor de dynamicavan (1). Zowel
het karakter van deze baan als het precieze
moment waarop deze baan de Busse-ballon
verlaat, geven aanleiding tot diepe, nog on-
beantwoorde, wiskundige vragen.

De existentie van patronen

Het begrijpen van de dynamica van (1) be-
gint met het bestuderen van eenvoudige
patronen. De allereenvoudigste zijn de ho-
mogene evenwichten, tijds- en ruimteonaf-
hankelijke oplossingen van (1) van de vorm

(U(x,1),V(x,t) = (U*,V*). Buiten de ge-
noemde ‘desert state’ (U°,V?) zijn er nog
twee oplossingen,

(U=*,vs =
(A: A2 Z4AB? A=+ A274ABZ>

2A ’ 2B

die twee verschillende homogeen begroeide
situaties voorstellen. Voor A = Ag, = 4B?
vallen deze samen en verdwijnen in een zo-
genaamde zadel-knoop-bifurcatie. Voor A <
Agn, eenkleinejaarlijkse regenval, is de woes-
tijn dus de enige homogene oplossing; voor
A > Agq is er coéxistentie van drie verschil-
lende homogene evenwichten.

Vegetatiepatronen komen overeen met
(lopende) ruimtelijk periodieke oplossingen
(U(x, 1), V(x,1) = (uP (&), vP (&), waarbij & =
x — ct een meebewegend codrdinatenstelsel
beschrijft (met snelheid ¢), en (u?,v?) een
periodieke oplossing is van de gewone dif-
ferentiaalvergelijking (ODE) in & die je uit (1)
krijgt door daarin (U, V) = (u(&), v(§)) te sub-
stitueren. Zie Figuur 3 voor een representa-
tie van (u” (%), v¥P(€)) als functie van x (met
¢ = 0). Omdat deze ODE bestaat uit twee ge-
koppelde tweede-orde-vergelijkingen in & —
één voor u en één voor v — definieert het
een 4-dimensionaal dynamisch systeem; het
periodieke patroon (u?(§), v¥(§)) correspon-
deert daarom met een gesloten kromme in
een 4-dimensionale ruimte. Het aantonen van
de existentie van dit soort banen is in het al-
gemeen zeer moeilijk, maar het singuliere ka-
raktervan (1) geeft een meetkundige structuur
die gebruikt kan worden om het bestaan van
‘vegetatiepatronen’ (u?(§), v¥(€)) in (1) ana-
lytisch aan te tonen [2].
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Figuur 3 Een singulier, ruimtelijk periodiek vegetatie-
patroon als oplossing van (1) mety = 1, A = 0,02,

B =0,14,C =0, 6 = 0,1. Het singuliere karakter van
(1) is duidelijk uit de lokaal piekende V'-component: tussen
twee opeenvolgende vegetatiebanden is er geen of nauwe-
lijks begroeiing.
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Figuur 4 De sideband-instabiliteit

Stabiliteit

Dat een zeker patroon bestaat, betekent niet
dat het ook waargenomen zal worden. Hier-
voor is het noodzakelijk dat het stabiel is als
oplossing van (1). Stabiliteit ‘meet’ of wille-
keurig kleine verstoringen van een patroon al
dan niet de neiging hebben om te groeien. Is
dat laatste het geval, dan noemt men het pa-
troon instabiel, en zal het niet waargenomen
kunnen worden, omdat er zowel in de natuur
als in (numerieke) simulaties altijd verstorin-
gen zijn. Wiskundig bepaalt men stabiliteit als
volgt: men neemt een stationaire oplossing
(U*(&),V*(&) van (1), met € gedefinieerd als
hierboven, en voegt hier een kleine verstoring
aan toe:

Ux, ), Vix,t)=

5 5 e
(U*E), V*(E) +UE, 1), V(E, 1)),

waarbij 0 < € < 1 ‘asymptotisch klein’ is. Als
(U(E,1), V(E, 1) begrensd blijft, of zelfs klei-
ner wordt, noemen we (U*(&), V*(&)) stabiel
en is het patroon dus waarneembaar: klei-
ne verstoringen blijven klein, en de oplos-
sing (U(x,t),V(x,t)) van (1) blijft dicht bij
(U*(&), V*(&)) als de tijd t evolueert.

Om inzicht te krijgen in het (leidende-
orde-) gedrag van de verstoring (U(E,t),
V(E,t)) substitueert men (2) in (1) en ont-
wikkelt naar e. Omdat de basistoestand
(U*(&),V*(&)) oplossing is van de bijbeho-
rende ODE-reductie, verdwijnen hierbij alle
termen zonder voorfactor €. Men kan dus een
factor € uitdelen en vervolgens de limiete — 0
nemen. Dit geeft het gelineariseerde systeem

U L11 L2 U
at<‘7>=<621 522)(‘7>’ ®

waarin L;; = L£;(0g; U* (&), V*(&)) E-afhanke-
lijke, tweede-orde-operatoren zijn (voor i =
j) die expliciet afhangen van (U* (&), V*(Z)).
Omdat dit systeem lineair is, kan (U(E, 1),
V(E,t)) met behulp van Fourier-theorie ont-
bonden worden in (@(§), i(E))eM, zodat de
vraag naar de stabiliteit van (U*(&), V*(&))
reduceert tot het vinden van ‘eigenwaarden’

A € Cvan het spectrale probleem
ﬂll(d%; &) /J12(d%;§) i
d d _]=A . (4)
521((7525) 522(,75;5) v

Als er A bestaan met R(A) > 0 dan zijn
er exponentieel groeiende verstoringen en is
(U*(&), V*(&)) dus instabiel.

In het algemeen zal het spectrum niet
uit geisoleerde eigenwaarden bestaan. Als
(U*(&),V*(E)) een homogeen evenwicht is,
kan met behulp van een Fourier-transformatie
(door middel van Lij(%) = Lij(ik) metk € R)
de operatormatrix in (4) vervangen worden
door een gewone (constante coéfficiénten)
2 X 2 matrix. Het spectrum bestaat dan uit
twee expliciet uit te rekenen krommes A =
A (k) in het complexe vlak.

Als (U*(&), V*(&)) een periodiek vegetatie-
patroon is, is het lineaire systeem periodiek
in & Met behulp van Floquet-Bloch-theorie
kan worden aangetoond dat het spectrum van
(4) bestaat uit een collectie van oneindig veel
niet noodzakelijk gladde beelden van de een-
heidscirkel S'. Ook hier is in het algemeen
moeilijk een vinger achter te krijgen, maar
kan de singuliere structuur van het systeem
worden uitgebuit om tot een expliciete ana-
lytische karakterisering van het spectrum te
komen [12]. Het belangrijkste verschil tussen
spectra van periodieke en homogene patro-
nen is dat er vanwege translatiesymmetrie al-
tijd een spectrale kromme is die door de oor-
sprong (A, k) = (0,0) gaat. Dit betekent dat
periodieke patronen (op R) niet exponenti-
eel stabiel zijn, maar op zijn best ‘diffusief
stabiel’ (verstoringen nemen af als oplossin-
gen van de warmtevergelijking) [17]. Omdat
de spectrale krommen symmetrisch zijn on-
der k — —k is er dus ook een speciale,
robuuste manier waarop een periodiek pa-
troon instabiel kan worden: door verandering
van de kromming van de spectrale kromme
door A = 0. Dit is een zogenaamde sideband-
instabiliteit, die een belangrijke rol speelt in
de dynamica van vegetatiepatronen (zie Fi-
guur 4).

l

(=i

Ontstaan van patronen en Busse-ballon

Uit de hierboven geschetste berekeningen
volgt dat de ‘desert state’ (U, V9) = (1,0)
altijd stabiel is. Het homogene-begroeiings-
evenwicht(U~, V™)isaltijd instabiel, (U*, V")
is stabiel bij voldoende regenval. Als de
regenval-parameter A afneemt dan wordt bij
de bifurcatiewaarde A = Aty ook (U*, V) in-
stabiel. Voor A = Ay raakt de spectrale tak
R(A=(k)) in de ‘meest kritische golfgetallen’

k = +kty aan de {R(A) = 0}-as; voor A iets
onder A = Aty zijn er twee continue interval-
len van k-waarden waarvoor 2T"-periodieke
verstoringen exponentieel groeien (zie Figuur
5). Omdat A(kty) in het algemeen (puur) ima-
ginairis, zullen deze verstoringen zowel tijds-
als ruimtelijk periodiek zijn: het zijn lopende
golven. Als A(kty) = 0 staan de golven stil en
wordt de bifurcatie een Turing-bifurcatie ge-
noemd — dit is het geval bij een vlak terrein,
ofwel als C = 0 in (1). Op hellende terreinen
is er sprake van een Turing—Hopf-bifurcatie.

De lineaire aanpak suggereert dus dat er
ruimtelijk periodieke patronen met golfgetal-
len dichtbij k = kty zullen ontstaan als A de
waarde Aty passeert. Of dit daadwerkelijk het
geval is wordt bepaald door niet-lineaire ef-
fecten: alleen als de bifurcatie superkritisch
is, is de lineaire ‘intuitie’ correct, bij een sub-
kritische bifurcatie ontstaan dergelijke patro-
nen in het algemeen niet. Met Ginzburg—
Landau-theorie kan het karakter van de bifur-
catie worden bepaald, en tevens welke van de
bifurquerende ‘golftreinen’ stabielis en welke
niet [9]. In [18] is aangetoond dat de Turing—
Hopf-bifurcatie in (1) altijd superkritisch is en
dat er een continue familie van stabiele golf-
treinen ontstaat als A de waarde Aty pas-
seert.

In de woestijncontext betekent de Turing—
Hopf-bifurcatie dat er periodieke vegetatiepa-
tronen ontstaan vanuit een volledig begroeid
terrein. Dichtbij Aty hebben deze nog niet de
typische structuurvan kale grond afgewisseld
met vegetatie, maar moet men eerder denken
aan een begroeiing met periodiek variérende
dichtheid. Met name door de singuliere struc-
tuur van het model neemt de familie van sta-
biele vegetatiepatronen bijafnemende A snel
de vorm aan die men verwacht.

De Busse-ballon is gedefinieerd als het
gebied in (parameter A, golfgetal k)-ruimte
waarvoor (1) stabiele periodieke oplossingen
heeft, de waarneembare vegetatiepatronen.
Zie Figuur 6 voor een schets. Merk hierbij op
dat het ‘niet-lineaire golfgetal’ k conceptueel

-0.30
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Figuur 5 De kromme A (k) uit het spectrum van
(U*,V*)in het (k, R(A(k))-vlak voor A > Aty (sta-
biel, groen), A =~ Aty (zwart) en A < Aty (instabiel,
rood); C=B =0,2, 82 =0,001, y = 2.
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Figuur 6 Schets van een typische reactie-diffusie-Busse-ballon

verschilt van het lineaire golfgetal k in boven-
staande stabiliteitsanalyse.

Veruit het grootste deel van de Busse-
ballon kan in het algemeen niet analytisch
worden bepaald. Eris een classificatie moge-
lijk van het karakter van de rand van de Busse-
ballon [14], maar er is nog bijzonder weinig
bekend over de structuur ervan. Zelfs het be-
trouwbaar bepalen van deze rand met nu-
merieke continuatieprogramma’s is een sub-
tiele aangelegenheid, die op zich het onder-
werp van wiskundig onderzoek is [13]. Op-
vallend aan Busse-ballonnen voor reactie-
diffusievergelijkingen van type (1) is dat deze
zich uitstrekken tot de rand k = 0. Met an-
dere woorden, patronen met een geisoleerde
homocliene puls — oases in de ecologische
context — spelen een belangrijke rol bij het
begrijpen van de Busse-ballon. Juist deze pa-
tronen kunnen in het singuliere geval wél
analytisch worden bestudeerd. Onderzoek

hieraan heeft tot een intrigerende wiskundige
spin-off geleid: de rand van de Busse-ballon
heeftin de buurt van de homocliene oase een
fijnstructuur van twee om elkaar heen draai-
ende en elkaar aftelbaar vaak doorsnijdende
Hopf-bifurcatiekrommen [3, 18]. En passant
is ook een vermoeden uit de literatuur van Ni
[10] gevalideerd, dat, in ecologische bewoor-
ding, claimt dat oases de stabielste patronen
zijn die dus als laatste zullen destabiliseren.
Dus hoewel de Busse-ballon in het algemeen
zeer moeilijk analytisch te begrijpen is, is er
verrassend genoeg zowel bij het ontstaan van
patronen — de Turing—Hopf-neus —, als bij
het definitief verdwijnen ervan — de homo-
cliene oases — wel degelijk analyse mogelijk.

Biljarten in de Busse-ballon

Nu we het gebied van alle mogelijk waar-
neembare vegetatiepatronen, de Busse-
ballon, kennen, kunnen we proberen te begrij-

“0; H‘llll ‘IHI' Illlllllllﬂ IIIHVIH‘ I]Hl z
| | |

X

Figuur 7 De dynamica van vegetatiepatronen bij langzaam afnemende A (begroeide gebieden zijn donker/groen). In de
simulatie is een kleine (ruimtelijke) stochastische verstoring toegevoegd aan het deterministische systeem (1).

pen hoe (1) reageert op een langzaam veran-
derend klimaat, ofwel, wat er gebeurt als A
langzaam gaat afnemen in de tijd. Zie Figuur
7 voor een numerieke simulatie.

Wat opvalt is dat de verwoestijningsca-
tastrofe voorafgegaan wordt door een aan-
tal ‘mini-catastrofes’ waarbij het vegetatiepa-
troon ‘opeens’ een ander golfgetal aanneemt.
Tevens blijkt het systeem bij simulaties niet
de meest stabiele oase te bereiken: verwoes-
tijning vindt net als in de realiteit al eerder
plaats bij een periodiek patroon. De crucia-
le rol van de Busse-ballon wordt duidelijk als
we de baan van een simulatie door de Busse-
ballon plotten (zie Figuur 8).

De mini-catastrofes vinden plaats als de-
ze baan de rand van de Busse-ballon raakt
of doorsnijdt: het patroon wordt door de rand
naar beneden gekaatst. Dit kaatsen is uitste-
kend te begrijpen, buiten de Busse-ballon zijn
tenslotte geen stabiele vegetatiepatronen.
Een in essentie onbeantwoorde vraag is wélk
patroon (golfgetal) wordt aangenomen na dit
kaatsen. Omdat veruit het grootste deel van
de rand van de Busse-ballon bestaat uit pa-
tronen die door het sideband-mechanisme in-
stabiel worden, komt begrijpen hiervan neer
op inzicht in de dynamica van patronen in
de buurt van een sideband-instabiliteit onder
langzaam veranderende omstandigheden.

Uit computersimulaties blijkt dat het ver-
anderingsproces gevoelig afhangt van de
snelheid waarmee de regenval-parameter A
varieert. Als deze snelheid (relatief) hoog is,
dan neemt de voorspellende waarde van de
Busse-ballon af: in systemen als (1) wordt de
sideband-instabiliteit typisch gevolgd door
een periode-verdubbelingsdestabilisatie die
lineair sterker groeit en dus zal domineren.
Voor nog hogere snelheden is aanpassing he-
lemaal niet meer mogelijk en zal verwoestij-
ning meteen plaatsvinden bij het golfgetal k =
kty van de Turing—Hopf-bifurcatie. Dit wordt
in de realiteit echter niet waargenomen. Ook
de hoeveelheid aan het systeem toegevoegde
ruis heeft een significante invioed op de dy-
namica: grofweg kan gezegd worden dat het
systeem dichter in de buurt van de rand van
de Busse-ballon blijft als de hoeveelheid ruis
toeneemt. Ook dit is wiskundig nog niet be-
grepen. Tot slot is het nog geheel onduidelijk
wat de precieze mechanismen zijn die aanlei-
ding geventot de laatste verwoestijningsstap:
de baan van het periodieke patroon raakt de
rand van de Busse-ballon maar ‘kaatst’ niet
meer. In plaats daarvan verlaat hij de Busse-
ballon definitief om ‘neer te slaan’ in het eni-
ge overgebleven stabiele patroon (U°, V9), de
woestijn. Omdat deze stap plaatsvindt in het
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Figuur 8 Biljarten in de Busse-ballon. De baan geeft het
dominante golfgetal van het bovenstaande evoluerende
vegetatiepatroon aan.

gebied waar asymptotische analyse mogelijk
lijkt, is erhoop dat dit proces binnenkort beter
begrepen zal worden.

Terug naar de woestijn
De belangrijkste vraag is natuurlijk: “Wat kan
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