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Het onvoorspelbare venijn
van de staart

De statistische theorie van extreme waarden biedt een handvat voor de studie van meteorolo-
gische extremen zoals orkanen en hittegolven. De klassieke theorie voor extreme waarden richt
zich op onafhankelijke stochasten, later uitgebreid naar afhankelijke (bijvoorbeeld tijdsgecor-
releerde) stochasten. Een recente ontwikkeling is de uitbreiding van de theorie naar extremen
in deterministische dynamische systemen. In dit artikel gaan Alef Sterk, Renato Vitolo en Henk

Broer in op deze ontwikkeling.

Weersextremen, zoals orkaan Katrina of wind-
storm Kyrill, kunnen grote schade veroorza-
ken. Accurate inschattingen voor de kans-
verdeling en de voorspelbaarheid van der-
gelijke extremen vormen een grote uitdaging
voor zowel de verzekeringsindustrie als me-
teorologische instituten. In dit artikel wor-
den kort twee nieuwe ontwikkelingen bespro-
ken betreffende de statistische eigenschap-
pen en de voorspelbaarheid van extremen
in deterministische systemen, zoals modellen
die voor weersvoorspelling worden gebruikt.

Kansverdelingen voor extremen

De klassieke Extreme Waardestelling [3] be-
schrijft de limietkansverdeling van grote
waarden uit een stochastisch proces. Be-
schouw een rij {X;}2, van onafhankelij-

ke, gelijkverdeelde stochasten. Zij M, =
max{Xy,...,Xn} het n-de partiéle maximum
(de ‘grote waarden’ van de rij) en neem aan
dat voor geschikt gekozen rijen (a,) en (by)
de herschaalde variabele a,(M;,, — by) con-
vergeert naar een verdeling G:

Ylllzr}o P(an(My, — by) < z) = G(2).
De Extreme Waardestelling zegt dan dat G be-
hoort tot de GEV (Generalized Extreme Value)

parametrische familie met plaats-, schaal- en
staartparameters (u, 0, &):

G(z) =exp (— [1+§(z(—7u)]’1/§> , (@

met u € (—o, ) en o € (0, ). Voor toepas-

singsdoeleinden is de zogenaamde staartpa-
rameter & € (—o, ) de belangrijkste para-
meter omdat deze de kans op extremen (‘the
tail thickness’) bepaalt. De vorm van de li-
mietverdeling is onafhankelijk van het ‘moe-
derproces’ {X;}:,, netzoals voor de Centrale
Limietstelling: in deze zin is de Extreme Waar-
destelling universeel.

Ter illustratie beschouwen we een rij
{X;}32, van onafhankelijke stochasten met
een uniforme verdeling op het interval [0, 1].
Wegens de onafhankelijkheid geldt voor alle
z < 1dat

P(M,, < z)
=PX1<z,Xo<2z,...,.Xpn <2)
=P(X;1 <z2)P(Xp <2)---P(Xy, <2)

=z",

Hieruit blijkt ook de noodzaak tot herscha-
len van de maxima M. Immers, zonder her-
schaling zou de kansverdeling ontaarden in
de Dirac-delta op z = 1. Met de keuze a, =n
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Figuur 1 De Hénon-aantrekker

en by =1 volgt

71[151;10 P(an(My, — by) < 2)

n
= lim <£+1> =e?,
n—o \ N

en hierin herkennen we de verdeling (1) met
parameters (u,0,&) = (—1,1,-1). Andere
keuzes voor (ay) en (by) zijn ook mogelijk;
in het algemeen veranderen u en o hierdoor,
maar & is eenduidig bepaald.

Leadbetter [12—13] heeft voorwaarden ge-
formuleerd waaronder de kansverdeling (1)
ook geldt in het geval dat de X; afhankelijk
zijn. Deze voorwaarden komen neer op het
volgende:

— Correlaties tussen de X; convergeren vol-
doende snel naar nul.

— Overschrijdingen van de X; boven grens-
waarden clusteren niet te sterk.

Voor precieze definities wordt de lezer verwe-

zen naar bovengenoemde werken.

Extremen in deterministische systemen

In het afgelopen decennium heeft het onder-
zoek naar extremen zich uitgebreid naar het
terrein van deterministische systemen. In het
algemeen bestaat een dergelijk systeem uit
een toestandsruimte M (meestal M c R"),
een tijdsverzameling T en een evolutieopera-
tor

S:TxM-—M, (tx)—d(x),

met de eigenschappen

Do =Idp, Pp o Bs = Pras,

zie bijvoorbeeld [1]. Denk bijvoorbeeld aan
systemen beschreven door geitereerde af-
beeldingen (T c 7) of differentiaalvergelij-
kingen (T C R).

Het idee is om langs de evolutie, begin-

nend in x € M, een scalaire observatie w :
M — R te berekenen. Hieruit volgt een tijd-
reeks

Xt =w(@(x)), teT, (2
waarvan de statistiek van extremen kan wor-
den bestudeerd. Dit is voornamelijk zinvol
voor chaotische systemen die een Sinai-
Ruelle-Bowen-invariante maat hebben: hier
door kan X; in (2) als een stochastische va-
riabele worden beschouwd [2, 18]. Voor de
geldigheid van de Extreme Waardestelling in
deze context moet aan de eerder genoemde
voorwaarden van Leadbetterworden voldaan.
In recente literatuur zijn deze voorwaarden
geverifieerd voor diverse klassen dynamische
systemen en observaties, zie bijvoorbeeld [6—
10]. Deze studies beperkten zich voornamelijk
tot observaties van de vorm

w(x) = f(dist(x, X)), [f:10,00) =R, (3)

waarin dist(-, -) een geschikte metriek op de
toestandsruimte M is. Verder wordt in 3 aan-
genomen dat X een een dichtheidspuntisvan
de invariante maat van het systeem, hetgeen
betekent dat de relatieve maat van elke e-
omgeving van X nadert tot 1 als € tot 0 na-
dert. Dit soort observaties zijn echter minder
relevant voor fysische toepassingen.

Observaties in geofysische modellen
De studie naar extremen in dynamische sys-

temen vindt vooral toepassing in de context
van geofysische modellen. Dergelijke model-
len worden doorgaans afgeleid uit behouds-
wetten voor grootheden zoals massa, impuls
en warmte [11]. Hieruit volgen partiéle dif-
ferentiaalvergelijkingen die de evolutie van
velden zoals druk, temperatuur en windsnel-
heid beschrijven. Discretisatie geeft een dy-
namisch systeem op een eindigdimensiona-
le toestandsruimte M = R" in de vorm van
een stelsel van gewone differentiaalvergelij-
kingen. Typische grootheden om de extremen
van te bestuderen zijn bijvoorbeeld druk of
vorticiteit, welke gemodelleerd kunnen wor-
den met observaties van de vorm

wkx)=v"x (4)

met v € R", of kwadratische windsnelheid,
welke gemodelleerd kan worden door

w(x)=xTEx, (5)

waarbij E een n x n semi-positief definiete
matrix is.

Recentonderzoek van de auteurs [14] heeft
zich gericht op het geval van chaotische dy-
namische systemen met observaties van de
vorm (4) en (5). In dit geval blijkt de statis-
tiek van extreme waarden cruciaal af te han-
gen van de meetkunde van de onderliggen-
de vreemde aantrekker van het model in de
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Figuur 2 Schattingen voor de staartparameter & als functie van de bloklengte N berekend met behulp van de blokmaximum-

methode voor de Hénon-afbeelding.
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zin dat de staartparameter & gerelateerd kan
worden aan de dimensies van lokale stabiele
en instabiele variéteiten. Voor enkele syste-
men kunnen dergelijke relaties analytisch be-
wezen worden; voor de meeste systemen zijn
de resultaten echter nog experimenteel van
aard.

Ter illustratie beschouwen we de afbeel-
ding van Hénon gegeven door

H:R?> - R? H(x,y)=(1-ax’+y,bx),

met parameters (a, b) = (1.4,0.3). Voor deze
klassieke parameterwaarden zijn de evoluties
chaotisch, zie Figuur 1. Als observatie kiezen
we w(x,y) = x: dit is duidelijk niet van de
vorm (3). In [14] is gepostuleerd dat de staart-
parameter & voldoet aan

1 . 1
_E =dim(A) - > 6)

waar dim(A) de Hausdorff-dimensie van de
Hénon-aantrekker is. Dit vermoeden is ge-
toetst door & te schatten met behulp van de
zogenaamde ‘blokmaximum-methode’. In de-
ze methode wordt de tijdreeks (2) opgedeeld
in voldoend grote blokken en van elk blok
wordt het maximum berekend. Onder de aan-
name dat deze maxima de verdeling (1) heb-
ben, kan de parameter & worden geschat met
behulp van standaard methoden uit de sta-
tistiek zoals maximum likelihood.

Figuur 2 toont schattingen van & als functie
van de bloklengte N. Merk op dat deze schat-
tingen grote schommelingen vertonen; hier-
door is het geven van een precieze schatting
zeer lastig. Voor zeer grote N benaderen de
schattingen de theoretisch voorspelde waar-
de. In het algemeen zijn zeer lange tijdreek-
sen nodig om & te kunnen schatten met de
blokmaxima. Een interessante vraag voor ver-
der onderzoek is dan ook of relaties zoals (6)
algemeen geldig zijn en zo als basis kunnen
dienen voor schattingsmethoden die minder
data vergen. Hoewel de relatie (6) nog een
vermoeden is voor de Hénon-afbeelding, kun-
nen soortgelijke formules wel bewezen wor-
den voor systemen als de Solenoide of de af-
beelding van Thom [14].

Voorspelbaarheid van extremen

Kansverdelingen voor extremen zijn voor-
al belangrijk voor de verzekeringsindustrie
om bijvoorbeeld voldoende kapitaal te reser-
veren om vergoedingen bij stormschade te
kunnen uitkeren. Voor meteorologische insti-
tutenis het echterook van belang om de voor-

Figuur 3 Een westelijk en een geblokkeerd stromingspatroon. Stroomlijnen zijn dik/zwart; orografie is in grijs aangege-
ven: gestippelde en doorgetrokken lijnen geven respectievelijk negatieve en positieve hoogten aan, dat wil zeggen het dal en
de berg. De driehoek markeert de locatie met de laagste waarde van de orografie; de stip markeert de locatie halverwege het
hoogste punt van de orografie.

spelbaarheid van extremen te kennen. Sinds
het werk van Edward Lorenz [15] in de jaren
zestigvan de vorige eeuw weten we dat evolu-
ties van niet-lineaire systemen gevoelig kun-
nen afhangen van de gekozen begintoestand.
Het was deze ontdekking die tot het besef
heeft geleid dat het weer maar een beperkte
tijd vooruit kan worden voorspeld. De vraag is
nu of extremen van meteorologische groothe-
den slechter of juist beter voorspelbaar zijn
dan niet-extremen.

In chaotische systemen drijven evoluties
beginnend in verschillende begintoestanden
exponentieel snel uit elkaar. Voor twee begin-
toestanden x en y geldt

dist(@(x), @+ (1)) o< e dist(x, ¥).

Hierin is A een maat voor de exponentiéle
groei van fouten in de begintoestand en deze
hangt af van zowel de begintoestand x als
de voorspellingstijd T. In [16] is onderzocht
of de groeifactor A groter of juist kleiner is
voor begintoestanden x € M die leiden naar
extreme waarden van de observatie w(®(x))
na voorspellingstijd T.

Als voorbeeld beschouwen we een mo-
delvoor grootschalige atmosferische stromin-
gen langs orografie (bergen) op gemiddel-
de breedtegraden. Fysische beschouwingen
leiden tot een vereenvoudigd model gege-
ven door een partiéle differentiaalvergelijking
voor de stroomfunctie [11]. Door de stroom-
functie te ontwikkelen in een afgekapte Fou-
rierreeks met tijdsafhankelijke coéfficiénten
volgt een stelsel van zes gewone differentiaal-
vergelijkingen die de dynamica op de grootste
ruimtelijke schalen beschrijven [17].

Het model werd gebruikt om de relatie
tussen orografie en atmosferische regimes te
analyseren [4—5]. Voor specifieke keuzes van
de parameters van het model (waaronder de
hoogte van de orografie) wordt de dynamica
gekarakteriseerd door intermitterende over-
gangen tussen een westelijke straalstroom
en een geblokkeerde stroom, zie Figuur 3.
Deze dynamica kan worden verklaard door
de aanwezigheid van een Shil’nikov-achtige

vreemde aantrekker in de 6-dimensionale
toestandsruimte van het model, zie Figuur 4.

We kiezen twee observaties door de wind-
snelheid te berekenen op twee geografische
locaties: w;jj en wqq geven respectievelijk de
windsnelheid halverwege het hoogste punt
(aan de zijkant van de orografie) en het laag-
ste punt van de orografie. Deze locaties zijn
in Figuur 3 weergegeven met respectievelijk
een stip en een driehoek). Voor 106 begintoe-
standen x € R% berekenen we de groeifactor
A = A(x,T) en bestuderen we de verdeling
van de groeifactoren voor begincondities die
na T tijdseenheden leiden tot een overschrij-
ding van wy;j of wgal boven een vooraf geko-
zen grenswaarde g:

Ar,g =1Ax,T) | wW(Pr(x)) = q}.

Als groeifactoren typisch groter zijn voor ho-
gere waarden van g dan betekent dit dat ex-
tremen minder voorspelbaar zijn.

Figuur 5 toont boxplots van A¢ 4 als func-
tie van de voorspellingstijd T voor wjj. Voor
elke waarde van T zijn twee boxplots weerge-
geven: voor grenswaarde g = 0 (dat wil zeg-
gen alle begincondities) en g gelijk aan het
99ste percentiel van de windsnelheid (dat wil
zeggen alleen de begincondities die naar he-
le sterke windsnelheden leiden). Het is dui-
delijk dat in dit geval de begincondities die

Re v,

Im l/>|,1

Figuur 4 Een Shil'nikov-achtige aantrekker in de 6-
dimensionale toestandsruimte van een atmosferisch model.
Er vinden intermitterende overgangen plaats tussen twee
punten in de toestandsruimte (aangeduid met een stip en
een vierkant); deze punten corresponderen met een weste-
lijke en een geblokkeerde atmosferische stroming zoals
weergegeven in Figuur 3.
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Figuur 5 Verdelingen van de verzameling van groeifactoren At 4: boxplots als functie van de voorspellingstijd T voor twee
ondergrenzen q. De lengte van de doos geeft de interkwartielafstand, de lijnen strekken zich uit tot het maximum en mini-
mum en stippen geven de mediaan aan. Voor elke T-waarde zijn twee boxplots weergegeven: voor g=0 en het 99ste percen-
tiel van de windsnelheid. Begintoestanden die leiden naar extreme windsnelheden hebben systematisch grotere groeifacto-

ren.
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Figuur 6 Zoals Figuur 5, maar dan voor de windsnelheid berekend in het laagste punt van de orografie. Begintoestanden die
leiden naar extreme windsnelheden hebben systematisch lagere groeifactoren.
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