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Geschiedenis

Bernoulli’s lichtstraal-oplossing van
het brachistochrone probleem door de
ogen van Hamilton

In 1696/97 initieerde Johann Bernoulli het brachistochrone probleem. Zoals vrij algemeen be-

kend is, wordt dit probleem opgelost door de cycloïde. In dit artikel geeft Henk Broer een

overzicht van dit brachistochrone probleem. Hij volgt Bernoulli’s optische oplossing die geba-

seerd is op Fermats principe van de kortste tijd. Daarna herformuleert hij dit in de termen van

Hamilton, zoals in diens eerste publicatie over dit onderwerp van 1828. Hierbij wordt steeds

moedwillig een anachronistische stijl gehanteerd. Via Hamilton herontdekken we de cycloïde

op een manier die doet denken aan hoe de wetten van Kepler uit Newtons mathematische

principes volgen.

Het brachistochrone probleem werd het eerst

geformuleerd door Johann Bernoulli, die zijn

oplossing publiceerde in de Acta Eruditorum

van 1697, zie [5]. Het probleem betreft de be-

weging van een puntmassa in een verticaal

vlak onder invloed van de (constante) zwaar-

tekracht, en de vraag is langs welk pad deze

beweging de minste tijd kost (Grieks: brachis-

tos = kort, chronos = tijd). Het helpt daarbij te

denken aan een draadprofiel waarlangs een

kraal wrijvingsloos kan glijden en de vraag

is dan langs welk profiel de snelste afdaling

plaatsvindt, zie Figuur 1. Bernoulli loste dit

probleem op door middel van een lichtstraal

Figuur 1 Johann Bernoulli (1667–1748) en ‘zijn’ bra-
chistochrone probleem. Het probleem is een draadprofiel
te vinden waarlangs de kraal K van A naar B glijdt in de
kortst mogelijke tijd. De wrijvingsloze beweging speelt zich
af in een constant verticaal zwaartekrachtsveld.

die immers, volgens het principe van Fermat,

een pad van de kortste tijd moet volgen. Zoals

we hieronder zullen zien, kan op deze manier

een fraai bewijs worden gegeven van het feit

dat de brachistochrone kromme een cycloïde

is.

Het brachistochrone probleem vormt een

belangrijke aanzet tot de variatierekening,

die gedurende de achttiende eeuw verder

werd ontwikkeld door, onder meer, Euler en

Lagrange [12, 23]. In de negentiende eeuw

was het Hamilton die deze benadering ver-

volmaakte in wat later te boek stond als de

canonieke theorie en ook als de Hamilton–

Jacobi-theorie. Interessant genoeg was Hamil-

tons eerste publicatie in deze richting [17] ge-

wijd aan geometrische optica, enkele jaren la-

ter gevolgd door een discussie “on a general

method in dynamics” [18–19]; zie ook Jaco-

bi [41].

Wij zullen deze ontwikkeling illustreren

door het brachistochrone probleem zowel vol-

gens Fermat als volgens Hamilton te belich-

ten. Door Hamiltons ideeën toe te passen her-

ontdekken we de cycloïde op een manier die

herinnert aan hoe Newtons ‘principia’, toe-

gepast op de dynamica van een puntmas-

sa in een centraal krachtveld, leiden tot de

wetten van Kepler [3]. Hoofdzakelijk om re-

denen van toegankelijkheid is dit artikel een

exercitie in anachronisme, waarbij alles wordt

uitgewerkt in ‘moderne’ termen. Hierin spe-

len behoudswetten een belangrijke rol. De in-

houd vormt een deel van een boek [9] dat

hoofdzakelijk handelt over geometrische op-

tica van de atmosfeer. Er is een overvloed

aan materiaal ter verdere lezing, waarbij ze-

ker het werk van Carathéodory [10] genoemd

moet worden. Voor een meer recente refe-

rentie zie Leonhardt en Philbin [28], vergelijk

ook [35]. Voor achtergrond aangaande geo-

metrische optica en de inbedding daarvan in

golfoptica, zie onder meer Feynman, Leighton

en Sands [13] of [4, 16].

Bernoulli’s lichtstraal-oplossing

De vondst van Johann Bernoulli was optische

ideeën te gebruiken in de mechanische con-

text van een glijdende kraal. In het bijzonder

betreft dit het principe van Fermat dat zegt

dat lichtstralen paden van de kortste tijd vol-

gen. We zullen een vlak optisch medium be-

schouwen, om precies te zijn een verticaal

vlak. Om de gedachten verder te bepalen kie-

zen we hierin cartesische coördinaten x (ho-

rizontaal) en y (verticaal). Vergelijk Figuur 2.

Twee eigenschappen moeten hier worden

onderscheiden. De eerste hiervan is isotro-

pie, hetgeen betekent dat de lichtsnelheid

in ieder punt van het medium onafhanke-

lijk is van de richting. Dit maakt het moge-

lijk een puntsgewijze, scalaire voortplantings-

snelheid v = v(x,y) te definiëren. De twee-

de, sterkere eigenschap is homogeniteit die

behelst dat deze snelheid constant is, dat
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Figuur 2 Fermats principe impliceert de brekingswet van
Snellius.

wil zeggen, onafhankelijk van het punt (x,y).

Fermats principe van de kortste tijd betekent

dat in een homogeen medium de lichtstralen

rechte lijnen zijn, die met constante snelheid

v worden doorlopen. Het is handig ook de

brekingsindex n = c/v te beschouwen, waar-

bij c de lichtsnelheid in vacuo is. Door een ge-

schikte eenhedenkeus mogen we aannemen

dat c = 1.

Laat ons vervolgens het geval beschouwen

waarin het vlakke medium bestaat uit twee

lagen, gescheiden door een horizontale lijn,

zeg, gegeven door de vergelijking y = 0 als

in Figuur 2. We nemen aan dat de beide la-

gen afzonderlijk homogeen zijn, met constan-

te voortplantingssnelheden v1 in het boven-

halfvlak y > 0 en v2 in het benedenhalfvlak

y < 0. Daarom zijn in beide halfvlakken de

lichtstralen rechte lijnen die met de aange-

geven snelheden worden doorlopen, en de

vraag is wat er gebeurt op de gemeenschap-

pelijke rand y = 0.

Om preciezer te zijn beschouwen we twee

punten A en B, waarbij A in het bovenhalf-

vlak y > 0 ligt. Daarbij vragen we ons af hoe

een lichtstraal vanAnaarB gaat, waarbij deze

passeert door een punt C op de rand y = 0.

Het puntC moet gekozen worden zodanig dat

het principe van Fermat geldt. Als we de ge-

vallen onderscheiden waar B ook in het bo-

venhalfvlak y > 0 of in het benedenhalfvlak

y < 0 ligt, vinden we zo de bekende reflectie-

of kaatsingswet (Hero van Alexandria) respec-

tievelijk refractie- of brekingswet (Willebrord

Snell) terug.

Bewijzen van deze wetten uit het principe

van Fermat zouden heden ten dage gemakke-

lijk onderdeel kunnen zijn voor de bovenbouw

van het voortgezet onderwijs. Hieronder zul-

len we het geval van refractie gedetailleerd

bespreken; dit betreft dus de wet van Snelli-

us. Hierin volgen we grotendeels het bewijs

van Leibniz [27]; zie voor meer details ook [9].

Als n1 = 1/v1 en n2 = 1/v2 de bre-

kingsindices zijn in het boven-, respectieve-

lijk het benedenhalfvlak, dan luidt de wet

van Snellius als volgt. Het punt C op de we-

derzijdse rand y = 0 moet zo gekozen dat

n1 sinα = n2 sinβ, waarbij α en β de scher-

pe hoeken zijn die de lichtstraal maakt met

de y-richting, zie opnieuw Figuur 2.

Bernoulli gebruikt deze ideeën door een

isotroop medium met een continu brekings-

index-profiel n = n(y) te discretiseren in een

eindig aantal homogene lagen, zie Figuur 3.

Daarna laat hij het aantal lagen naar ∞ gaan

en daarbij de dikte van de lagen naar 0. Der-

gelijke vormen van infinitesimaal denken wer-

den ook beoefend door Newton en Leibniz.

Binnen elke laag is de lichtstraal een rech-

te lijn en op de begrenzing geldt steeds de

wet van Snellius. Voor het brachistochrone

probleem is dan de vraag die nog rest hoe

het brekingsindex-profiel n = n(y) precies

gekozen moet worden. Hier komt de mecha-

nica weer om de hoek kijken, waarbij de licht-

straal juist gelijk is aan de baan van de val-

lende kraal in een constant verticaal zwaar-

tekrachtsveld. Als v = v(y) de bijbehorende

valsnelheid is, kiezen we dus n(y) = 1/v(y).

Fermats principe en de wet van Snellius

In deze sectie wordt een eenvoudig bewijs ge-

geven van de wet van Snellius uit het principe

van Fermat, daarbij refererend aan Figuur 2.

Gegeven zijn de punten A, met y > 0, en

B, met y < 0, en we moeten het punt C op

de grenslijn y = 0 vinden zodat som van de

tijden tAC en tCB voor een lichtstraal om van
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Figuur 3 Bernoulli’s idee: de lichtstraal-oplossing vormt een gebroken rechte lijn, waarbij op de begrenzingen de wet van
Snellius geldt. De brekingsindices nj , j=1,2,...,N , worden bepaald door de valsnelheid van de kraal in een constant zwaarte-

krachtsveld.

A naar B via C te reizen, optimaal of extre-

maal is.

Stelling 1 (Fermat en Snellius). Als de halfvlak-

lagen y > 0 en y < 0 beide homogeen zijn,

dan is de totale reistijd langs het pad ACB

optimaal dan en slechts dan als de wet van

Snellius,

n1 sinα = n2 sinβ, (1)

geldt.

Bewijs. Laat x = xC de positie van C aan-

geven op de lijn y = 0 die de beide lagen

scheidt. Laat tAC de tijd zijn die nodig is om

van A naar C te reizen en evenzo tCB de

tijd om van C naar B te reizen. We moeten

dan tAC + tCB optimaliseren. Gebruikmakend

van het feit dat |A − C| = tAC × v1 en dat

v1 = 1/n1, geeft dat

tAC = n1 |A− C|

en, analoog,

tCB = n2 |C − B|,

waarin | − | de euclidische metriek aangeeft.

Via de stelling van Pythagoras weten we dat

|A− C| =
√
x2 + b2

en

|C − B| =

√
(a− x)2 + c2.

Differentiëren van tAC en tCB met betrekking
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tot x geeft nu

d

dx
tAC (x) =

n1x√
x2 + b2

= n1 sinα

d

dx
tAC (x) = − n2(a− x)√

(a− x)2 + c2
= −n2 sinβ.

We concluderen dat

d

dx
(tAC + tCB )(x) = 0 ⇔ n1 sinα = n2 sinβ ,

hetgeen te bewijzen was. �

Opmerkingen.

− De wet van Snellius als een min of meer

experimenteel feit was al in de klassieke

oudheid bekend . . .

− Uit de tweede afgeleiden van tAC (x) en

tCB (x) volgt dat het optimum zelfs een mi-

nimum is. Optimale oplossingen heten in

veel teksten ook wel stationair.

− Als de grens tussen de beide media een

gladde kromme is, zijn dezelfde beschou-

wingen van toepassing, waarbij de hoeken

α enβ gemeten worden met betrekking tot

de normaal op de raaklijn in C. Hier geldt

de minimaliteit van de reistijd echter al-

leen lokaal. Globaal kunnen er caustieken

optreden [4, 16, 33].

We kijken nu naar Bernoulli’s medium met

meer lagen, refererend aan Figuur 3. Dit is

een variatie op Stelling 2, waarbij nu N pa-

rallelle homogene horizontale lagen worden

beschouwd, gescheiden door rechte lijnen;

daarbij heeft laag j brekingsindex nj , j =

1,2, . . . ,N.

Corollarium 1 (Snellius en Bernoulli). In de op-

zet met meer homogene lagen is de totale

reistijd langs de gebroken rechte lijn tussen

A en B optimaal dan en slechts dan als de

grootheid

nj sinαj , (2)

j = 1,2, . . . ,N, constant is (dat wil zeggen,

onafhankelijk van j).

Bewijs. We passen de zelfde argumentatie toe

als in het bewijs van Stelling 1, waarbij een

gebroken rechte lijn zodanig wordt doorlopen

dat in laag j de voortplantingssnelheid con-

stant gelijk is aan vj = 1/nj , j = 1,2, . . . ,N.

Op de begrenzingen hebben we verder vol-

gens de wet van Snellius,

nj sinαj = nj+1 sinα′j ,

voor j = 1,2, . . . ,N. Inspectie van opeenvol-

gende begrenzingen leert ons met enige eu-

clidische meetkunde dat

α′j = αj+1,

j = 1,2, . . . ,N − 1. Hieruit volgt dat

nj sinαj = nj+1 sinαj+1,

voor j = 1,2, . . . ,N − 1. Hiermee is het corol-

larium bewezen. �

Opmerkingen.

− Merk op dat de conclusie van Corollarium 1

het formaat van een behoudswet heeft.

− Neem nu aan dat het medium isotroop

is met een continu brekingsindex-profiel

n = n(y). We discretiseren als in Corolla-

rium 1 en nemen de limiet voor N → ∞,

waarbij de dikte van de laagjes naar 0 na-

dert. Parametriseren we het hele pad ge-

makshalve even met y, dan gaat de dis-

crete behoudswet uit Corollarium 1 over in

de bewering dat de grootheid

n(y) sinα(y) (3)

behouden wordt langs het gehele pad.

Hierbij isα de hoek die de raaklijn aan het

pad maakt met de y-richting. We zullen

deze hoek aanduiden met de naam incli-

natie.

Bernoulli’s oplossing voltooid. Opgemerkt

zij dat voor bovenstaande conclusie dat

n(y) sinα(y) in (3) een behouden grootheid

is, het brekingsindex-profiel n = n(y) nog

geheel vrij te kiezen is. Zoals eerder gezegd,

wordt bij de oplossing van het brachistochro-

ne probleem de lichtstraal geïdentificeerd

met de baan van de vallende kraal. Dan is

de voortplantingssnelheid van het licht gelijk

aan de valsnelheid van de kraal en we kiezen

dus n(y) = 1/v(y) waarbij v = v(y) deze

valsnelheid is.

Om v(y) dan vast te leggen merken we op

dat de energie

1

2
m(v(y))2 +mgy (4)

van de valbeweging eveneens een behouden

grootheid is, vergelijk [3, 14]. Hierin is m de

massa van de kraal eng de constante versnel-

ling van de zwaartekracht. Om precies te zijn:

een gegeven waardeM =
1

2
m(v(y))2 +mgy

van (4) legt deze snelheid v = v(y) volledig

vast.

θ = −π θ = π

θ = −π/2 θ = π/2

−̺π 0 ̺π

x

2̺

̺

0

y

Figuur 4 Cycloïde met rolhoek θ en straal ̺.

We zullen de cycloïdale vorm hieronder af-

leiden uit de behoudswetten gerelateerd aan

de grootheden (3) en (4). Het blijkt handig

te zijn de inclinatie α als parameter te ge-

bruiken en te zoeken naar een draadprofiel

(x,y) = (x(α), y(α)).

Stelling 2 (De cycloïde als de brachistochro-

ne kromme). Laten S = n(y) sinα(y) en M =
1

2
mv2 + mgy de waarden zijn van de be-

houden grootheden (3) en (4). Dan heeft de

brachistochrone kromme de vorm

x(α) = x0 −
1

4S2g
(2α− sin(2α)) ,

y(α) = y0 +
1

4S2g
cos(2α),

(5)

waarbij α een reële parameter is.

Dit is een cycloïde met straal 1/(4S2g) en

rolhoek 2α; voor deze terminologie zij verwe-

zen naar enige toelichting hierna, in het bij-

zonder ook de Figuren 4 en 5.

Berekening van de cycloïdale oplossing.

Ons bewijs van Stelling 2 komt ten slotte neer

op nog enkele rechtstreekse berekeningen.

Lemma 1. Beschouw de functie v = v(y) als

gegeven door (4) en schrijf v′ = dv/dy. Dan

geldt zowel

v′(y) = − g

v(y)
(6)

als

cosα = Sv′(y)
dy

dα
. (7)
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x

2̺

̺

0

y

θ θ
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2̺
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0
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Figuur 5 Parametrisatie van de cycloïde.
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Bewijs. Differentieer de uitdrukking (4) naary

en de uitdrukking (3) naar α, gebruikend dat

v(y) = 1/n(y). �

Bewijs van de stelling. Toepassing van Lem-

ma 1 geeft dat

dy

dα
=

1

Sv′(y)
cosα

= −v(y)

Sg
cosα

= − 1

2S2g
sin(2α),

(8)

waarbij het laatste gelijkteken berust op (3).

Met soortgelijke argumenten vinden we ver-

der

dx

dα
= tanα

dy

dα

= −v(y)

Sg
sinα

= − 1

2S2g
(1− cos(2α))

(9)

en integratie van (8) en (9) levert het gewenste

resultaat. �

Opmerkingen.

− De waarde van de energie M is niet di-

rect zichtbaar in de oplossing (5), maar in

de integratieconstante y0 komt deze in-

formatie terug:M =
1

2
m(v(y0))2 +mgy0.

Als we aannemen dat v(y0) = 0 dan be-

gint de kraal in rust op hoogte y0. Dit

betekent juist dat gedurende de hele be-

weging geldt M = mgy0 en de bijbeho

rende valsnelheid bedraagt dan v(y) =√
2g(y0 −y), waarbij y ≤ y0.

− Door een translatie op de y-as kunnen we

zelfs bewerkstelligen dat M = 0. In dat

geval wordt de valsnelheid gegeven door

v(y) =
√
−2gy, voor y ≤ 0. Dit soort

overwegingen is tamelijk gebruikelijk in de

klassieke mechanica.

Achtergrond bij de cycloïde

Voor de volledigheid volgt nu enige achter-

grond bij de cycloïde, waarbij tevens ter spra-

ke komt waarom deze kromme zowel iso-

chroon als tautochroon is. Isochronie bete-

kent dat de frequentie van oscillatie onaf-

hankelijk is van de amplitudo. Hulpmiddel

voor deze beweringen is het feit dat de bewe-

gende kraal langs een cycloïde harmonische

oscillaties uitvoert, hetgeen isochronie impli-

ceert. Hiertoe gebruiken we Newtons tweede

wet voor de bewegende kraal onder constante

zwaartekracht, om zo de differentiaalvergelij-

king van een harmonische oscillator te krij-

gen. Dit idee gaat terug op Lagrange [22], zie

ook [7–8].

Straal en rolhoek. De cycloïde ontstaat

door een wiel te rollen langs een rechte lijn,

daarbij de baan van een punt op de rand vol-

gend. Laten we het wiel onderlangs een hori-

zontale lijn rollen als in Figuur 5. Als het wiel

straal ̺ heeft krijgen, we de parametrisatie

x(θ) =̺(θ + sinθ),

y(θ) =̺(1− cosθ),
(10)

−π ≤ θ ≤ π . De parameter θ wordt in deze

tekst rolhoek genoemd. Hierbij zijn de carte-

sische coördinaten (x,y) geschikt gekozen.

Christiaan Huygens. Voor details over de

cycloïde zie onder meer [20] en de bijbeho-

rende referenties. Vanzelfsprekend moet ook

Huygens’ Horologium Oscillatorium [21] ge-

noemd worden waar de cycloïde werd inge-

voerd als isochrone kromme en waar ook ver-

der interessante meetkundige eigenschap-

pen werden ontdekt, zoals te zien in Figuur 6.

Voor details zie verder [1–2] en, onder meer,

[9, 11].

Booglengte van de cycloïde. De boogleng-

te van de cycloïde s = s(θ) kan worden uitge-

drukt in elementaire functies. Om precies te

zijn geldt volgens de stelling van Pythagoras

voor een infinitesimaal stukje boog dat

ds =

√
dx2 + dy2

=

√
(dx/dθ)2 + (dy/dθ)2 dθ

=̺
√

2
√

1 + cosθ dθ = 2̺ cos(
1

2
θ)dθ.

Integratie geeft dan dat de booglengte (met

teken) wordt gegeven door

s(θ) = 4̺ sin(
1

2
θ). (11)

Hieronder zullen we deze booglengte s ge-

bruiken om de kromme te parametriseren.

Harmonische oscillaties: isochronie en

tautochronie. Keren we terug naar de kraal

die wrijvingsloos langs het cycloïdale draad-

profiel glijdt onder invloed van de constan-

te verticale zwaartekracht. We beschouwen

dus de kromme (10) voor −π ≤ θ ≤ π , zie

Figuur 4.

Uit wat nu volgt zal blijken dat de kraal

harmonische oscillaties uitvoert rond het mi-

nimum s = 0, waarbij de frequentie gelijk is

aan ω =
√
g/(4̺). De potentiële energie van

het zwaartekrachtsveld is immers evenredig

met de verticale hoogte

y(θ) = 2̺ sin2(
1

2
θ) =

1

8̺
(s(θ))2

van de kraal. In feite wordt deze gegeven door

V (s) =
mg

8̺
s2. (12)

Uit Newtons tweede wet volgt dan dat de glij-

dende kraal bewegingsvergelijking

ms′′ = −dV
ds

(s)

heeft, waarbij s′′ = d2s/dt2. De bewegings-

vergelijking krijgt nu de lineaire vorm

s′′ = − g

4̺
s. (13)

Dit is een harmonische oscillator met frequen-

tie ω =
√
g/(4̺), hetgeen blijkt uit het feit

dat de algemene oplossing s = s(t) gegeven

wordt door

s(t) = A cos(ωt +φ),

met

s(0) = A cosφ en s′(0) = −A sinφ,

vergelijk bijvoorbeeld [3, 14] en vele tek-

sten over gewone differentiaalvergelijkingen.

In de laatste uitdrukking hangt de oscillatie-

frequentie ω niet af van de amplitudo A,

hetgeen precies uitdrukt dat de cycloïde iso-

chroon is.

Nu is ook gemakkelijk te zien dat de krom-

me tautochroon is, hetgeen betekent dat de

valtijd tot het minimum s = 0 dezelfde is

vanuit elk punt van de kromme: inderdaad,

zo’n valbeweging is immers niets anders dan

een halve oscillatie.

Opmerkingen.

− Huygens’ meetkundige mirakel is dat hij,

zonder enig gebruik van differentiaal- en

integraalrekening, aantoont dat de cy-

cloïde zijn eigen evoluut is, zie Figuur 6,

rechts. Deze bewering betekent het vol-

gende. Beschouw de bovenste kromme,

ook een cycloïde en congruent met de on-

derste — dat is de zojuist gevonden iso-

chrone kromme. We nemen een puntmas-
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Figuur 6 Christiaan Huygens (1629–1695) geschilderd door Caspar Netscher, en een bladzijde uit Horologium Oscillatorium [21]

sa aan het eind van een koord dat beves-

tigd is aan de cusp van de bovenste cy-

cloïde en van lengte 4̺. Als het koord af-

wikkelt langs de bovenste cycoïde, daar-

bij loslatend volgens de raaklijn, dan be-

schrijft de puntmassa precies de onder-

ste. Het slingerkoord maakt hiermee ook

een rechte hoek, waardoor op deze laat-

ste beweging alleen de zwaartekracht van

invloed is. Daarom is deze beweging in-

derdaad isochroon. Zie voor meer details

Huygens [21] en, bijvoorbeeld, [1–2, 8, 42].

− Bij de isochrone slingerklok werd dit idee

geëffectueerd door bij het ophangpunt van

de slinger cycloïde-vormige, metalen ‘wan-

gen’ aan te brengen waarlangs het koord

zich afwikkelt. Voorbeelden hiervan zijn te

zien in verschillende Nederlandse musea.

Dergelijke uurwerken werden wel gebruikt

om aan boord van schepen de Greenwich-

tijd voldoende nauwkeurig bij te kunnen

houden, dit om de geografische lengte

op zee te kunnen bepalen. Inderdaad,

als ∆T het tijdsverschil in uren is tussen

de lokale zonnetijd en de Greenwich-tijd,

dan bedraagt het lengteverschil met de

Greenwich-meridiaan 15×∆T 0. Hier wordt

gebruikt dat 360 = 15 × 24. Opgemerkt

mag dat deze methode niet goed werk-

te: het bleek dat het slingeren, stampen

en dompen van het schip het slingeruur-

werk, isochroon of niet, te zeer verstoor-

den om de Greenwich-tijd voldoend nauw-

keurig bij te kunnen houden. Later gebruik-

te men hiervoor liever veeruurwerken. Ver-

gelijk ook [36].

− Johann Bernoulli werkte in Groningen tus-

sen 1695 en 1705. Hij publiceerde zijn op-

tische oplossing van het brachistochrone

probleem in de Acta Eruditorum van 1697.

Vele tijdgenoten publiceerden daarna ook

oplossingen. Een anonieme versie in de

Phil. Trans. werd door Bernoulli onmiddel-

lijk herkend als afkomstig van Newton; hij

zegt “ex ungue leonem cognavi” (ik her-

kende de leeuw aan zijn klauw). Zie voor

meer details [5, 15, 30].

Benadering in de geest van Hamilton

Hamilton was een wonderkind dat fantasti-

sche bijdragen heeft geleverd aan wiskunde,

natuurkunde en astronomie. Onder andere in-

troduceerde hij een transparant formalisme

in de variatierekening, dat een diepe invloed

heeft gehad op de ontwikkeling van de ma-

thematische en theoretische fysica. Hij publi-

ceerde hierover het eerst in de optica [17]. Wij

volgen hem hier, als steeds op een anachro-

nistische manier, zijn theorie illustrerend aan

het brachistochrone probleem.

Opmerkingen.

− Tussen Bernoulli en Hamilton mogen zeker

Euler [12] en Lagrange [23] niet onvermeld

blijven, zijnde beiden ook sleutelfiguren in

deze ontwikkelingen.

− Hamilton breidde later zijn optische werk

[17] uit naar de beweging van deeltjes [18–

19]. Het is goed hier op te merken dat licht-

stralen vaak gezien worden als vrije deel-

tjes, dat wil zeggen, deeltjes waarop geen

externe krachten werken.

Fermat en Hamilton: een herformulering

Voor een gegeven gladde geparametriseerde
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kromme τ 7→ q(τ) in het vlak of in de ruim-

te geven we de snelheidsvector q̇ aan door

q̇ = dq/dτ. Als deze kromme een lichtstraal

parametriseert in een isotroop medium, dan

is de brekingsindex n(q) welgedefinieerd en

met de kettingregel volgt

dt = n(q)||q̇||dτ, (14)

waarin t de tijd voorstelt. Fermats principe

(van de kortste tijd) zegt dat voor τ1 < τ2,

waarbij A = q(τ1) en B = q(τ2) vast zijn, de

integraal

∫ τ2

τ1

n(q(τ))||q̇(τ)||dτ

minimaal is (of tenminste optimaal) onder

kleine variaties van de kromme. Omdat het

verder niet handig is met vierkantswortels te

moeten rekenen, optimaliseert men liever de

integraal

I(q) =

∫ τ2

τ1

1

2
n2(q(τ))||q̇(τ)||2 dτ, (15)

wat lokaal op hetzelfde neerkomt. Vanaf nu

zullen we steeds aannemen dat n = n(q) op

een gladde (differentieerbare) manier van q

afhangt. De integrand van (15),

L(q, q̇) =
1

2
n2(q)||q̇||2, (16)

wordt de Lagrangiaan van dit optimalise-

ringsprobleem genoemd; het is tevens de (ki-

netische) energie van de onderhavige bewe-

ging. De herformulering van Fermats princi-

pe zegt dat lichtstralen de integraal (15) moet

optimaliseren. Dit laatste staat ook bekend

als het principe van Hamilton [17]. Hierbij

zij meteen opgemerkt dat Hamiltons principe

niet alleen de optica betreft, maar zich over

vrijwel de gehele klassieke mechanica uit-

strekt [18–19], vergelijk ook, bijvoorbeeld, [3,

6, 14].

Variatierekening, een samenvatting

We vatten kort een aantal centrale elementen

samen uit de variatierekening. We doen dit in

de vorm van een tweetal stellingen zonder be-

wijs. Deze zullen leiden tot Hamiltons forma-

lisme via de Euler–Lagrange-vergelijkingen.

Voor verdere details zij verwezen naar Ar-

nold [3], waaruit gedurende deze expositie

vrijelijk geciteerd wordt. We voegen hieraan

toe dat dit geheel een diepe en bovendien

zeer elegante wiskundige theorie behelst. In

het verticale vlak dat dient als optisch me-

dium, schrijven we q = (x,y). De dynamica

van de lichtstralen vindt dan plaats in de 4-

dimensionale toestandsruimte R
2 × R

2 met

coördinaten (q, q̇) = ((x,y), (ẋ, ẏ)). Hierin is

voor elke positie q ∈ R
2 de snelheid q̇ een

raakvector die ligt in {q} × R
2: de raakvec-

tor q̇ grijpt aan in het punt q. Op deze ma-

nier worden, naast de posities q in het opti-

sche medium, in het algemeen de configura-

tieruimte geheten, ook de snelheden q̇ in be-

schouwing genomen. Het eerste niet-triviale

resultaat van de theorie is het volgende.

Stelling 3 (Euler–Lagrange-vergelijkingen).

De kromme τ 7→ (q(τ), q̇(τ)) voldoet aan de

Euler–Lagrange-vergelijkingen

d

dτ

∂L

∂ẋ
=
∂L

∂x
,

d

dτ

∂L

∂ẏ
=
∂L

∂y
,

(17)

dan en slechts dan als de integraalI in (15) op-

timaal is onder kleine variaties van de krom-

me q, waarbij de eindpunten q(τ1) en q(τ2)

vastgehouden worden.

Analoog aan wat we zagen in het geval van

de wet van Snellius, zie Stelling 1, geldt in

deze optische opzet dat lokaal gesproken het

optimum tevens een minimum is.

Opmerkingen.

− Om te illustreren hoe een en ander werkt

geven we een korte indruk van de Euler–

Lagrange-vergelijkingen (17) in onze opti-

sche setting waarbij n = n(y).

Bij het berekenen van de afgeleiden

van de Lagrangiaan L moeten we eerst

x,y, ẋ en ẏ als vier onafhankelijke vari-

abelen opvatten. Dit leidt tot

∂L

∂x
= 0,

∂L

∂y
= n(y)n′(y)

(
ẋ2 + ẏ2

)

en

∂L

∂ẋ
= n2(y)ẋ,

∂L

∂ẏ
= n2(y)ẏ .

Hierin is n′ = dn/dy.

Figuur 7 William Rowan Hamilton (1805–1865)

Substitutie van deze uitdrukkingen in

(17) geeft een systeem van twee tweede-

orde-differentiaalvergelijkingen

d

dτ

(
n2(y)ẋ

)
= 0,

d

dτ

(
n(y)n′(y)

(
ẋ2 + ẏ2

))
= n2(y)ẏ,

(18)

waarbij nu ẋ = dx/dτ en ẏ = dy/dτ.

− Differentiatie naar τ in de vergelijkingen

(18) leidt al snel tot halsbrekende bereke-

ningen. De analyse zal hierna echter aan-

zienlijk vereenvoudigd worden door Ha-

miltons aanpak, waarbij de tweede-orde-

differentiaalvergelijkingen beide op inge-

nieuze wijze vervangen worden door twee

eerste-orde-vergelijkingen. Eén conclusie

kan nu al getrokken worden uit de eerste

vergelijking van (18), namelijk dat de uit-

drukkingn2(y)ẋ een behouden grootheid

is. We komen hier dadelijk uitvoerig op te-

rug.

Canonieke theorie

Eerst volgt nu een vertaling van de Euler–

Lagrange-vergelijkingen (17) naar Hamiltons

canonieke vergelijkingen. Hiertoe voeren we

een transformatie

L : R
2 × R

2 → R
2 × R

2

(q, q̇) 7→ (q,p),
(19)

uit, waarin de volgende definitie geldt:

p =
∂L

∂q̇
(q, q̇) = n2(q) q̇ .

Deze transformatie is genoemd naar Le-

gendre. Ook voeren we de Hamiltoniaanse

functie (kortweg Hamiltoniaan) H : R
2 → R

die in de huidige optische opzet de vorm

H(q,p) = (L ◦ L−1)(q,p)

= L

(
q,

p

n2(q)

)

=
1

n2(q)
||p||2

(20)

krijgt. H is dus de (kinetische) energie uit-

gedrukt in de (q,p)–variabelen. Het tweede

niet-triviale resultaat van de theorie luidt:

Stelling 4 (Hamiltons principe expliciet). De

lichtstralen, gedefinieerd door optimalisatie

van de integraal (15) zijn de projecties van de
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oplossingen van het systeem

q̇j =
∂H

∂pj
,

ṗj =− ∂H

∂qj
,

(21)

j = 1,2, van vier eerste-orde-differentiaalver-

gelijkingen op het configuratie-vlak R
2 = {q}.

In deze compacte notatie is dus q =

(q1, q2) met q1 = x en q2 = y. We zul-

len hieronder de volgende notatie gebruiken:

p1 = n2(q)ẋ en p2 = n2(q)ẏ. Verder volgt

een concrete toepassing van Stelling 4 op het

brachistochrone probleem.

Opmerkingen.

− Als eerder vermeld geldt Hamiltons princi-

pe in grote algemeenheid. Dit geldt even-

eens voor het formaat (21), vergelijk nog-

maals [3, 14], zie ook [13]. Zoals eerder

gezegd heten de canonieke vergelijking

(21) vaak Hamilton–Jacobi-vergelijkingen.

Sporen van deze theorie zijn te vinden in

de hele theoretische natuurkunde, de in-

genieurswetenschappen, de econometrie,

et cetera. Voor een recent overzicht zie

De Lang [24–26] en voor het verband met

optimal control zie verder, bijvoorbeeld,

Kirk [29]. Deze uitbreidingen betreffen in-

middels ook partiële differentiaalvergelij-

kingen.

− Bovenstaande beschrijving heeft inmid-

dels een sterk meetkundig karakter ge-

kregen, waarin, bijvoorbeeld, de Legendre

transformatie (19) loopt van de raakbundel

naar de co-raakbundel van de configura-

tieruimte, die dan een algemene variëteit

mag zijn [3].

− De deterministische dynamica van (21)

speelt zich hierbij geheel af in de toe-

standsruimte {q,p}, in de co-raakbundel

dus. De waargenomen paden van deeltjes

of lichtstralen zijn dan projecties van deze

dynamica op de configuratieruimte {q}.

Behoudswetten, symmetrie

Het algemene formaat (21) brengt al meteen

energiebehoud met zich mee. Inderdaad

geldt voor de evolutie van de functie H langs

de integraalkromme dat

Ḣ =
∂H

∂q
q̇ +

∂H

∂p
ṗ =

∂H

∂q

∂H

∂p
− ∂H
∂p

∂H

∂q
≡ 0,

waarbij de kettingregel gebruikt wordt. Dit be-

tekent juist dat de energie H constant is ge-

durende de hele beweging, c.q., langs de evo-

lutie van (21). Met andere woorden, er geldt

dat de energieH behouden wordt.

Translatie-symmetrie en nog een behouds-

wet. In de specifieke opzet van het brachis-

tochrone probleem is de functie n = n(q)

niet afhankelijk van de horizontale coördinaat

x; we schrijven n = n(y) als voorheen. Dan

krijgt (20) de vorm

H(x,y,p1, p2) =
1

2n2(y)
(p2

1 + p2
2 ), (22)

en we concluderen dat ook de functieH onaf-

hankelijk is vanx. Dat betekent dat in het sys-

teem (21) van differentiaalvergelijkingen de

derde vergelijking de vorm

ṗ1 = −∂H
∂x

(q,p) = 0

heeft, waaruit we concluderen dat p1 =

n2(y) ẋ een behouden grootheid is, de zo-

genaamde impuls van de beweging. Deze

behoudswet ontmoetten we al in de Euler–

Lagrange-setting, zie (18).

Opmerkingen.

− Deze openbaring van een behoudswet is

een voorbeeld van een algemeen princi-

pe, genoemd naar Noether [32]. Dit princi-

pe zegt hoe een symmetrie kan leiden naar

een behoudswet, vergelijk ook Arnold [3].

In dit geval is het de translatie-symmetrie

in de x-richting die leidt tot behoud van

impuls in deze richting. Klassiek gespro-

ken heet een variabele zoals x ook wel cy-

clisch. We merken nog op dat behoud van

energie in dit verband gerelateerd is aan

tijds-onafhankelijkheid van de Hamiltoni-

aan: het feit dat het systeem autonoom is.

− Door combinatie van de beide behouds-

wetten vinden we ook de behouden groot-

heid S uit (3) terug. Om precies te zijn,

leggen we energie en impuls vast als

H(q,p) = E en p1 = I, dan volgt

I√
2E

(x,y, ẋ, ẏ) = n(y)
ẋ√

ẋ2 + ẏ2

= n(y) sinα(ẋ, ẏ)

= S(y, ẋ, ẏ),

(23)

vergelijk de Figuren 2 en 3.

Reductie van de symmetrie. De translatie-

symmetrie in de horizontale richting kan ge-

bruikt worden om het 4-dimensionale sys-

teem als volgt naar twee dimensies te redu-

ceren.

Stelling 5 (Reductie van de translatie-symme-

trie). Gegeven p1 = I, dan zijn de projecties

van de oplossingen van (21) op het (y,p2)-

vlak van de canoniek vergelijkingen met be-

trekking tot de Hamiltoniaan

HI (y,p2) =
1

2n2(y)
p2

2 + VI (y)

met VI (y) =
I2

2n2(y)
,

(24)

waarbij

VI (y) =
I2

2n2(y)
.

Dit betekent dat de (y,p2)-coördinaten in (21)

evolueren volgens

ẏ =
∂HI

∂p2

(y,p2) =
1

n2(y)
p2,

ṗ2 = −∂HI
∂y

(y,p2) = −n
′(y)

n3(y)
(I2 + p2

2 ).

(25)

Dit zijn immers juist de tweede en vierde

vergelijking van het canoniek stelsel (21),

die door de translatie-symmetrie ontkoppe-

len van de beide andere vergelijkingen.

Opmerkingen.

− De functie VI in (24) wordt vaak de effec-

tieve potentiaal of de beweging genoemd.

Voor het canonieke systeem (25) is de

energie HI een behouden grootheid en

dus zijn de integraalkrommen van (25)

juist de niveaukrommen van de functieHI .

− Zulke reductie-processen zijn welbekend

in de conservatieve dynamica, denk hier-

bij bijvoorbeeld aan een puntmassa die

beweegt in een centraal krachtveld waar-

bij de rotatie-symmetrie kan worden gere-

duceerd op een volledig analoge manier,

gebruikmakend van Keplers perkenwet [3,

14].

Terug naar het brachistochrone probleem

Tot zover is de theorie nog tamelijk algemeen.

In de brachistochrone context ontbreekt nog

een preciese keus van het brekingsindex-

profiel voor de beweging onder constante ver-

ticale zwaartekracht, vergelijk (4).

Het gereduceerde faseportret. Beschouw

opnieuw de energie 1

2
mv2 +mgy in (4) van

de vallende kraal onder constante zwaarte-

kracht. Gemakshalve volgen we hier de opzet

van een opmerking na Stelling 2, waarbij de

kraal vanaf hoogte y = 0 met snelheid v = 0
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y

VI(y)

y

p2

0

0

Figuur 8 Gereduceerd faseportret van de brachistochrone
lichtstraaldynamica dat de integraalkrommen van het ge-
reduceerde systeem (28) toont. Deze krommen zijn juist de
niveaukrommen van de gereduceerde HamiltoniaanHI .

zijn valbeweging begint. In dat geval geldt tij-

dens de beweging dat

1

2
v2(y) + gy = 0,

en de valsnelheid bedraagt v(y) =
√
−2gy.

Hieruit volgt dat

n(y) =

√
− 1

2gy
, (26)

waarbij y < 0. Dit geeft de gereduceerde Ha-

miltoniaanHI uit (24) de expliciete vorm

HI (y,p2) = − 1

gy
(p2

2 + I2),

hetgeen impliceert dat de niveaukromme met

vergelijking HI (y,p2) = E precies de grafiek

is van

y = − 1

g

(
E

p2
2 + I2

)
(27)

als functie van p2. Deze beweringen leiden

rechtstreeks tot het gereduceerde faseportret

van Figuur 8, vergelijk, bijvoorbeeld, [3]. In het

bijzonder blijkt dat bij ieder niveau van de ef-

fectieve potentiaal VI , voor de bijbehorende

waarde vany, de niveaukromme vanHI door

het punt (y,0) gaat.

Reconstructie van de volledige dynamica.

Bovendien krijgt het gereduceerde systeem

van differentiaalvergelijkingen (25) de vorm

ẏ = −2gyp2,

ṗ2 = g(p2
2 + I2).

(28)

In het gereduceerde faseportret van Figuur 8

worden de projecties van de mogelijke bra-

chistochrone oplossingen op het (y,p2)-vlak

weergegeven. Hieruit zal de volledige dyna-

mica in de 4-dimensionale toestandsruimte

gereconstrueerd worden en daaruit hun pro-

jecties op het (x,y)-configuratievlak. Op die

manier zullen we de cycloïden herontdekken

als de corresponderende lichtstralen.

Allereerst verkrijgen we de τ-parametrisa-

tie van het gereduceerde systeem als volgt.

Leggen we de constanten I 6= 0 en E vast, dan

leiden we uit (28) af dat

dτ =
dp2

g(p2
2 + I2)

,

hetgeen leidt tot

τ =
1

gI
arctan

(
p2

I

)
.

Alle integralen kunnen dus als volgt worden

uitgedrukt in elementaire functies

p2(τ) = I tan(gIτ) en

y(τ) = − 1

g

(
E

I2
cos2(gIτ)

)
,

(29)

hetgeen inderdaad de τ-parametrisering van

het gereduceerde systeem is. Merk op dat hier

p2(0) = 0 is genomen: voor τ = 0 zitten we

precies in het minimum van de functie (27).

De cycloïden herontdekt. Vanaf hier kan

de gehele dynamica in de 4-dimensionale

toestandsruimte worden gereconstrueerd. Zo

volgt uit het feit dat I = p1 = n2(y) ẋ dat

ẋ =
1

n2(y)
I = −2Igy

=
2E

I
cos2(gIτ) =

E

I
(1 + cos(2gIτ)).

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866)

En zo herontdekken we de cycloïden van (5),

x(τ) = x0 +
E

2gI2
(2gIτ + sin(2gIτ)),

y(τ) = − E

2gI2
(1 + cos(2gIτ)),

(30)

daarbij nogmaals gebruikmakend van (29).

Vergelijking van de formules (5) en (30)

geeft voor de straal ̺ van de cycloïden dat

1

4S2g
=

E

2gI2
,

hetgeen gelukkig klopt met (23). Interessant

Figuur 9 Blinde strook in de ondergaande zon
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Het kunstwerk Brachistochroon van Henk Oving in de vijver van het Zernikecomplex van de Rijksuniversiteit Groningen is een eerbetoon aan Johann Bernoulli.

is verder de evenredigheid

gIτ = α, (31)

tussen τ en de inclinatieαmet dey-richting.

Scholium

Bovenstaande afleiding van de cycloïden (30)

doet denken aan hoe Newtons mathema-

tische principes de Keplerse kegelsnede-

banen van de beweging in het centraal kracht-

veld opleveren, vergelijk [3, 14]. Het is op-

merkelijk te noemen dat veel van de bereke-

ningen van Huygens, Newton en Bernoulli zo

volledig vallen binnen het raamwerk van ele-

mentaire functies. Hierbij mag worden aange-

merkt dat reeds bij de beweging van de ma-

thematische slinger de tijdsparametrisering

een elliptische integraal met zich meebrengt.

Een directe oplossing

Heden ten dage is het brachistochrone pro-

bleem een opgaaf in cursussen variatiereke-

ning, waar men meestal zoekt naar een krom-

me van de vorm y = y(x). De booglengte is

dan ds =

√
(dx)2 + (dy)2 =

√
1 + (y′)2 dx,

waarin y′ = dy/dx. Voor de valsnelheid

ter hoogte y nemen we wederom ds/dt =√
−2gy, zie opnieuw de opmerking na Stel-

ling 3. Dit geeft

dt =

√
1 + (y′)2
√
−2gy

dx,

en leidt dus naar een variatieprobleem met

Lagrangiaan

L(y,y′) =

√
−1 + (y′)2

2gy
.

Uit de Euler–Lagrange-vergelijkingen kan men

nu de differentiaalvergelijking

(
1 + (y′)2

)
y = constant

afleiden, die na substitutie van een gepara-

metriseerde oplossing (x,y) = (x(θ), y(θ))

als voorheen, het cycloïdale antwoord geeft.

Vergelijk ook, onder meer, Bottema [6].

Lichtstralen als geodeten

Keren we terug naar formule (14), dt =

n(q)||q̇||dτ, die de correspondentie aangeeft

tussen tijd en afstand. Deze gedachte kan

verder uitgewerkt worden door een Riemann-

se metriek G in te voeren; dat is een q-

afhankelijk inwendig product op de raakruim-

te {q} × R
2 = {q̇}. Inderdaad definiëren we

Gq(q̇1, q̇2) = n2(q)〈q̇1, q̇2〉, (32)

waar de laatste haakjes het standaard (eucli-

disch) inwendig product aangeven. Indachtig

het feit dat

L(q, q̇) =
1

2
Gq(q̇, q̇),

zie (16), mogen we concluderen we dat de

lichtstralen verkregen door het variatieprinci-

pe met Lagrangiaan L de geodeten blijken te

zijn van de Riemannse metriek G; zie voor al-

gemene referentie over differentiaalmeetkun-

de [11, 34, 37]. Dit levert een moderne ingang

tot de geometrische optica [4, 16].

En zo zijn Bernoulli’s cycloïden ten slotte

geodeten in de translatie-invariante Riemann-

se metriek (32), bepaald door het brekings-

indexprofiel (26). Het is ook alleen in deze

omstandigheden dat de betrekking (31) tus-

sen de geodetische parameter τ en de incli-

natie α kan gelden.

Atmosferische optica

In de geometrische optica van de atmosfeer

kan het optisch medium een verticaal vlak
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zijn, bepaald door het oog van de waarne-

mer, het centrum van de aarde en een op-

tisch object zoals het centrum van de zon.

Aannemend dat het medium isotroop is, is

ook hier een brekingsindex gedefinieerd. Een

vereenvoudigende onderstelling is verder dat

de brekingsindex n alleen afhangt van de af-

stand r tot het centrum van de aarde, in welk

geval we schrijven n = n(r ). Dit introduceert

een rotatie-symmetrie die via het principe van

Noether opnieuw een comfortabele behouds-

wet geeft, namelijk C = rn(r ) sinα. Hierbij is

α de inclinatie met de radiële richting en is de

bijbehorende poolhoek de cyclische variabe-

le. Een theorie, zeer analoog aan die hierbo-

ven ontwikkeld, geldt ook in deze omstandig-

heden, vergelijk [3, 9].

Voor veel keuzen van het brekingsindex-

profieln = n(r ) ontstaat er rond de horizonta-

le kijkrichting een zogenaamde Wegener sec-

tor, zie [39–40]. Zo’n sector kan aanleiding

geven tot een blinde strook in de zon, zoals te

zien in Figuur 9, vergelijk ook Minnaert [31].

Ook kunnen bepaalde luchtspiegelingen op

deze manier begrepen worden. Voor meer de-

tails en referenties zij verwezen naar [9]. k
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