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In Memoriam Nicolaas Govert de Bruijn (1918-2012)

De zeeftheorie

De Bruijn deed fundamenteel werk aan getallen met alleen kleine
priemfactoren en de Dickman-De Bruijn-functie (die bij de bepaling
van de dichtheid van die getallen optreedt). Zijn eerdere werk over op-
lossingen van differentiaal-differentievergelijkingen speelde hierbij
een grote rol. Pieter Moree, onderzoeker aan het Max-Planck-Institut
in Bonn, bespreekt De Bruijns belangrijkste resultaten en wat latere
verscherpingen ervan.

Er is een duidelijke tweedeling in het getaltheoretische werk van De
Bruijn: combinatorisch en analytisch getaltheoretisch. Hier beperken
we ons tot het analytische getaltheoretische werk en verwijzen voor de
combinatoriek naar de bijdrage van Kloks en Tijdeman in dit nummer.
Het werk dat we bespreken is gepubliceerd in twee perioden: 1948—
1953 en 1964—1966. In de eerste periode werkte De Bruijn alleen, in de
tweede ook met Jacobus Hendricus (‘Jack’) van Lint (1932—-2004) [13].

Definitie 1. Laat P(n) de grootste priem factor van een gegeven positief
geheel getal n. We zeggen dat een getal n een y-glad getal is, als
P(n) < y.De verzameling van y-gladde getallen n met n < x duiden
we aan met S(x, y).De kardinaliteit van de verzameling S(x, v) noteren
we met ¥(x, v). (Sommige auteurs gebruiken in plaats van y-glad de
term y-brokkelig (y-friable), zie bijvoorbeeld [43-44].)

Definitie 2. Zeeftheorie houdt zich bezig met het afschatten in termen
van elementaire functies van het aantal getallen met een voorgeschre-
ven factorisatiepatroon in een vooraf gegeven rij getallen . (Standaard-
werken zijn bijvoorbeeld [22, 24].)

Als basisvoorbeelden kan men ¥(x,y) en ®(x,y) nemen, met
®(x,y) het aantal getallen n < x met P(n) > . Deze functie treedt
op als men de getallen zeeft zoals Eratosthenes dat al deed (dit ver-

klaart de titel van De Bruijns artikel [7]) en wordt hier alleen de laatste
paragraaf aangestipt.
Laat u > 1 een reéel getal zijn. Dickman [17] bewees in 1930 dat

Y, x )
lim 20— o, ®
met
u —
p(u)=p(N)—J PO i N<u<N+1,N=1,2.3...),
N v

en p(u) = 1voor0 < u < 1 (zie Figuur 1).
Het is niet moeilijk in te zien dat p(u) eenduidig door de volgende
lineaire functionaalvergelijking vastgelegd wordt:

als0<u <1,

1
p(u):{ %fol plu—t)dt alsu>1. @)

De Bruijn heeft een zeer precieze asymptotiek voor p(u) gegeven (Stel-

0.5 plu)
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Figuur 1 De Dickman-De Bruijn-functie p(u)
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ling 2), en later ook zeer precieze afschattingen voor ¥(x, v) (Stelling 3
en 4). Zijn werk was een enorme sprong voorwaarts in vergelijking met
dat van de auteurs in de periode 1930-1950 [37]. Vrijwel alle moderne
artikelen over gladde getallen noemen een of meerdere artikelen van
De Bruijn in de inleiding. De methodes die hij gebruikte om de asymp-
totiek van p(u) te bepalen, zijn nu standaard voor de bestudering van
analoge functies in de zeeftheorie, zie bijvoorbeeld [22, Appendix B].
Het duurde tot de tachtiger jaren (toen eerst Hildebrand en daarna Te-
nenbaum in dit gebied gingen werken), voordat het werk van De Bruijn
wezenlijk verbeterd werd.

In dit beknopte bestek kan ik helaas op de vele toepassingen van
de theorie der gladde getallen niet ingaan, zie daarvoor bijvoorbeeld
Granville [23].

Dick en de Dickman-De Bruijn-functie p(u)

Elementaire eigenschappen van p
Ik ga ervan uit dat de lezer een beetje vertrouwd is met de O-notatie van
Landau-Bachmann (zie Wikipedia of bijvoorbeeld [34, 42]). In plaats
van loglog x schrijf ik soms log, x en voor (log x)4, log” x.

Uit (2) volgt dat p’(u) = —p(u — 1)/u en dus kunnen we alternatief
p(u) definiéren door

als0<u <1,

1
(= €)
g {l—jf‘p”{“dt alsu > 1. >

Uit (3) volgt dat p(u) continu is. Het is gemakkelijk in te zien dat p(u) >
0. Zo niet, bekijk dan

U :=liminf{u : p(u)=0}.

Daar p(u) continu is, moet gelden dat p(u¢) = 0. Substitutie van ug in
(2) laat zien dat de rechterzijde positief is. Tegenspraak.

Omdat p’(u) = —p(u — 1)/u voor u > 1 en p(u) > 0 vooru > 0,
volgt dat p’(u) < 0 en dus is p(u) monotoon dalend voor u > 1.

Bep en Dick de Bruijn en Betty en Jack van Lint in 1991, tijdens de uitreiking van de AKZO-prijs aan De Bruijn

Uit (2) volgt dan dat up(u) < p(u — 1), en middels inductie zien we
dan p(u) < 1/[ul]! voor u > 0. Dus p(u) is een positieve zeer snel
afvallende functie.

Merk op dat p(u) =1 —logu voor1 <u < 2.Voor2 <u <3
kunnen we p(u) nog uitdrukken in termen van de dilogaritme, voor
nog wat grotere u moeten we onze toevlucht tot numerieke methoden
nemen (zie bijvoorbeeld [30]), of tot de asymptotiek zoals De Bruijn
dat deed en waarop we ons vanaf nu zullen concentreren.

De Laplace-getransformeerde van p(u)

De functie (e¥ —1)/x speelt een belangrijke rolin de theorie der gladde
getallen. Om te begrijpen waarom is het een nuttige oefening om de
Laplace-getransformeerde van p(u),

pls) = JO pwe *du,

te bepalen. De allereerste die dit deed was De Bruijn. Daar 0 < p(u) <
1/[u]! zien we dat deze integraal absoluut convergent is voor alle com-
plexe s. Onder gebruikmaking van (2) vinden we dan dat

-p'(s)= J: up(u)e *“du

1 0 u
=J ue’“sdu+J (J p(t)dt)e’”sdu
0 1 u-1

[l [ eman)a

1-e7°
s

p(s).

Op een constante na vinden we dan het volgende resultaat.

Lemma 1. Er geldt dat

1-et
t

p(s) =exp {y - L: dt}- (4)
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(Voor de bepaling van de constante zie bijvoorbeeld de uitgebrei-
dere Engelse versie van dit artikel [36].) Een wat curieus gevolg van
Lemma1en (2)isdatvoor0<d <1,

p0)=e¥ = J: pydt =6+ > (n+8)pmn+35).

nz1

Toepassen van de inverse Laplace-transformatie op (4) geeft, met oy
willekeurig reéel,

Yy gp+ic S ,z _
pu) € J exp{J € 2 ldz+u5}ds. (5)

2711 opg—ic 0

Lemma 1 en formule (5) zijn voor het eerst bewezen door De Bruijn [8].

De Bruijns &-functie
Laat f(x) = (e¥ — 1)/x. Merk op dat f(0) = 1 en dat f monotoon
stijgend is. Hieruit volgt dat de vergelijking

eV -1
v

=u 6)

voor u > 1 een unieke oplossing v = &(u) heeft. Uit (6) volgt dat

§=log§+logu+0<ui§>. &)

Uitgaand van een benadering van & kunnen we deze uitdrukking be-
nutten om steeds preciezere benaderingen van & te vinden (‘bootstrap-
ping’). Voor u voldoende groot geldt 1 < € < 2logu en dus log& =
O(loglogu). Door dit in de rechterkant van (7) te substitueren vinden
we & =logu + O(loglog u), als we dat dan weer in de rechterkant van
(7) substitueren vinden we

& =logu +loglogu+0O (loglﬂ) .

logu

Door dit proces lang genoeg voort te zetten kunnen we een uitdrukking
met foutterm O(log ¥ ) vinden met k > 1 willekeurig groot.

Oefening 1. Laat zien dat

u
J E(t)dt = u{ logu+logou -1
1
logou -1 lo 2
+ 52 +0 S2 U .
logu logu

De notatie &(u) is afkomstig van De Bruijn [8].

®)

Ramanujans hand

R.W. Gosper merkte in een lezing op: “How can you love Ramanujan?
He continually reaches his hand from his grave to snatch yourtheorems
fromyou”. Vooreen aantal opmerkelijke voorbeelden zie het artikel van
Berndt [2]. Een voorbeeld betreft Dickmans resultaat (1). Ramanujan
[39, p. 337] schreef (in mijn notatie):

Claim. Definieer, voor u > 0,

=1, k= [ [ [ A ey
£ty =1 ! k
ty+eeH g <u

Dan geldt, voor u > 0, (1) met

00

—1)k
=Y k!) L(w).
k=0

Opgeschreven tenminste tien jaar voor de verschijning van Dick-
mans artikel [17] (voor meer informatie, zie Moree [37]). Dus eigenlijk
moet p(u) de Ramanujan—Dickman—De Bruijn-functie heten!

Mabhlers partitieprobleem

Rond 1946 woonde De Bruijn voordrachten van Kurt Mahler bij. (Ik dank
Jaap Korevaar voor deze informatie.) Daarin ging het onder meer over
Mahlers partitieprobleem [31]; op hoeveel manieren p,(n) kan men
n als ng + n1v + nar2 + - - - schrijven met r > 2 een geheel getal
en ng,ni, N2,... niet-negatieve getallen. Het lijkt erop dat Mahlers
partitieprobleem, waarbij oplossingen van de functionaalvergelijking

F'(x) = e®*BF(x — 1), (©)

een belangrijke rol spelen, de bron was voor De Bruijns interesse voor
differentiaal-differentievergelijkingen en gerelateerde lineaire functi-
onaalvergelijkingen (zo is de differentiaal-differentievergelijking (3)
equivalent met de lineaire functionaalvergelijking (2)). In 1948 [3] ver-
beterde De Bruijn de asymptotiek van Mahler [31] voor log p,(n) en
kwam terug op (9) in 1953 [10].

Differentiaal-differentievergelijkingen

Direct na zijn artikel van 1948 [3] waarin (9) een rol speelt, schreef
De Bruijn een aantal artikelen over lineaire functionaalvergelijkingen,
[4-6, 10], waarvan ik wat nader op [6] uit 1950 inga, waarin hij ver-
gelijkingen van het type f(x) = fol K(x,t)f(x — t)dt bestudeert. Hij
legt condities op K(x,t) op die garanderen dat limy_ f(x) bestaat
en eindig is. Het volgende resultaat uit [6] is een toepassing.

Stelling 1. Stel dat F continu is en voldoet aan
1
xF(x)= L) F(x — t)dt (x > 1),

dan bestaat er een constante C zodat asymptotisch

F(x) = (C+0(x"?)p(x).

De Bruijns asymptotische formule voor p(u)
In 1951 [8] leidde De Bruijn de volgende asymptotiek voor p(u) af.

Stelling 2. Voor u — « geldt

pu) ~ ﬂl?u exp (v - Lu E(0)dt).

Zijn bewijsisingenieus en nogalindirect en maakt wezenlijk gebruik
van Stelling 1. Uit Stelling 2 en (8) volgt nu

log p(u) = —u{logu +logou -1

2
Jlogpu-1 ((log2u> ) }’
logu logu
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hetgeen scherperwas dan de beste bekende afschatting van Buchstab
[15] voor p(u) toen De Bruijn zijn artikel schreef. Merk op dat (10) de
onpreciezere, maar gemakkelijker te onthouden, afschattingen

e+0(1))“

1
P = sy 0= (4100

impliceert.

Zowel van afschatting (10) als van Stelling 2 zijn nu eenvoudiger
bewijzen bekend.

Evertse et al. [18, pp. 109-110] laten zien dat voor u > 1,

exp ( - J:Hl E(t)dt) < p(u) < exp ( - J‘lu E(t)dt). (11)

Het bewijs is kort en elementair. Deze ongelijkheden samen met (8)
geven dan een alternatief bewijs van de afschatting (10).

Canfield [16] heeft later een veel korter en natuurlijker bewijs van
Stelling 2 gevonden. Zijn basisidee is om p(u) te benaderen door stap
functies.

Alladi [1] bewees de volgende verscherping van Stelling 2.

Verbetering 1. Voor u > 1 geldt
p(u) = <1 +0 <i) ), / % exp (y - Lu §(t)dt>.

Het is niet moeilijk in te zien dat limy . up&'(u) = 1 en dus is
Stelling 2 een gevolg van Verbetering 1. Alladi schrijft over het bewijs:
“This improvement is in fact obtained by iterating de Bruijn’s method
a second time, more carefully!”.

Alhoewel het bewijs van De Bruijn (zie [16, 36] voor een bewijs-
schets) van Stelling 2 veel eenvoudiger kan, is de techniek van het
werken met een duale differentiaal-differentievergelijking nu een stan-
daardhulpmiddel geworden in de asymptotische analyse van p(u)-
achtige functies die in de zeeftheorie optreden (zie bijvoorbeeld [22,
Appendix B]).

Gladde getallen voor beginners

De Buchstab- en Hildebrand-functionaalvergelijking

Het is mogelijk om zeer precieze afschattingen voor ¥(x,y) te
verkrijgen. Een heel belangrijk hulpmiddel hierbij is de Buchstab-
vergelijking [15]

Yx, ) =¥(x,2) - S ¥ (% n) , (12)

y<p=z

waarbij p over de priemgetallen in het interval (v, z] loopten z > y.
In de uitgebreide Engelse versie bewijs ik de correctheid van deze ver-
gelijking en laat zien hoe hiermee snel plausibel gemaakt kan worden
dat (1) waar is.

Een aantal resultaten van De Bruijn kan sterk verbeterd worden door
in plaats van (12) de zogenaamde Hildebrand-vergelijking [25] te ge-
bruiken. Deze is exact, maar meestalis het genoeg om de eenvoudigere
variant

Y(x,y)logx= > V¥ (%y) log p + O(x)
p<y

te gebruiken. Het voordeel van deze functionaalvergelijking over (12)
is dat de tweede parameter overal dezelfde waarde heeft.

Simpele afschattingen voor ¥(x, )

Een simpele observatie, afkomstig van Rankin in 1938 [40], leidt tot
een scherpe bovengrens voor ¥(x, ). Rankin merkte op dat voor wil-
lekeurige 0 > 0enz >1,z% > 1endus

1
Yoo s S S ext Y — =x7C(0,y),
nes(x,y) n Pn)<y n (13)
met C(o,y)=[[Q-p 9L

p=y

Door nu o geschikt te kiezen en analytische priemgetaltheorie te ge-
bruiken om ¢ (o, ) af te schatten, vindt men dan een bovengrens voor

Yix,y).
Een simpel afschattingsidee, dit keer voor een ondergrens, gaat als
volgt. Laat 2 = p; < p2 < p3 < - - - de opeenvolgende priemgetallen

zijn. Laat py het grootste priemgetal < y zijn.
Er geldt dat n € S(x, ) dan en slechts dan als we n kunnen schrij-
venalsn=p;'ps?--- p,i", met de e; niet-negatieve getallen zodat

e1logp, +exlogpr +- - - +eplogpr <logx. (14)

Omdat log p; < log px < log v, geeft iedere oplossing van
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e1+e2+---+eks[%]=[u]

een oplossing van (14) met x = y*. We concluderen dat

[ul+k
2. 1=< " ) (15)

ey +---+ep <[u]
e;=0

Yx, x/%) >

(De lezer die de laatste gelijkheid niet inziet, kan bijvoorbeeld [34, p.
208] raadplegen.)

De Bruijns resultaten betreffend ¥(x, )

De Bruijns functie A(x,y)

In het meest geciteerde artikel, [9], van De Bruijn dat we hier bespre-
ken, voert hij de functie A(x, ») in en gebruikt deze om de belangrijke
Stelling 3 te bewijzen.

De Bruijns functie A(x, ») is een integraal waarin de Dickman-De
Bruijn-functie voorkomt. De basiseigenschap van deze functie is dat het
een oplossing is van een gladde versie van de Buchstab-vergelijking.
Er geldt dat A(x,y)=Y(x,y)=[x]voor0 < x < yen

X t) dt (16)

z
Alx,y)=Ax,z) - L A (?, @.
De functie A(x, y) is een hulpfunctie om ¥(x, ) af te schatten. In [11]
gaf De Bruijn afschattingen voor

[¥(x,y) - Alx, y)l en |[Alx, ¥) — xp(u)l.

Wanneer deze grenzen met de scherpste vorm van de priemgetalstel-
ling gecombineerd worden krijgen we de volgende uniforme versie
van(1).

Stelling 3. De afschatting

log(u +1) ) } 17)

Y(x,y)= xp(u){l + O( logy
geldt voor

y > exp(log®®€ x).

Het blijkt dat in een bepaald (x, y)-gebied A(x,y) een goede af-
schatting is voor ¥(x, y). Dat dit ook in een nog veel groter gebied
waar is, liet Saias [41] in 1989 zien. Hildebrand [26] bewees dat de
afschatting (17) in het veel grotere gebied

v > exp((loglog x)*/3*€),

ook nogwaaris. Hiertoe gebruikte hij de Hildebrand-vergelijking en niet
de Buchstab-vergelijking. Dit gebied kan niet onbeperkt groter gemaakt
worden: Hildebrand [25] bewees dat de afschatting (17) uniform geldt
voor

v > log®*€ x,

dan en slechts dan als de Riemann-hypothese waar is.

De Bruijns afschatting voorlog ¥(x, y)
In 1966 gaf De Bruijn [11] een afschatting voor log ¥(x, »).

Stelling 4. Laat

Z::logxlog<1+ Y >+ Y log(1+loﬂ>.
log y log x logy ¥

Er geldt uniform voor x > y = 2,

1 1 1
log¥(x,y) = Z{l +O(logy tus1’ 1oglog2x>}'

Als voorbeeld kunnen we v = log” x nemen, met A > 1 vast geko-
zen. Dan volgt uit Stelling 4 dat

‘I’(x,logA x) = xl—l/A+O(l/loglogx)‘

Het basisidee van het bewijs van Stelling 4 is eenvoudig (een paar
bladzijdes zijn echter nodig om het uit te werken). De bovengrens volgt
uit Rankins bovengrens (13) met een optimale keuze van de parameter
o . De ondergrens volgt uit (15) samen met Stirlings formule voorlog n!.

Opmerking 1. Vandaag de dag weten we dat de term (u+1)"! in Stelling
4 weggelaten kan worden (zie Tenenbaum [42, pp. 359-362] voor een
bewijs).

Opmerking 2. Stelling 4 maakt duidelijk dat er een verandering van
gedrag van ¥(x, y) optreedt als v ~ log x.

En verder

De Bruijn gebruikte zijn A-functie in [9] om te laten zien dat gemiddeld
gesproken voor een getal met n decimalen de grootste priemfactor An
decimalen heeft, met

[ _p®)
)\—JO et

Mitchell [33] berekende dat A = 0.62432998854355... De constante A
heet nu de Golomb-Dickman-constante, voor meer informatie zie het
boek van Finch [19, paragraaf 5.4].

In 1964 bestudeerden De Bruijn en Van Lint [12] sommen van de
vorm 3 ,es(x,y) f (1), met f een niet-negatieve multiplicatieve functie.
Veelvan de technieken gebruikt bij het bestuderen van ¥(x, ) kunnen
hier ook worden toegepast. Voor een inleiding zie Tenenbaum en Wu
[43], voor zeer recente resultaten in deze richting zie Tenenbaum en Wu
[44].

Voor ®(x,y) (zie de inleiding) treedt als analogon van p(u) de
Buchstab-functie c(u) op. (Alf van der Poorten (1942-2010) noem-
de de getallen n met P(n) > y grappend ‘hairy’ en iemand die aan het
schatten van ®(x, /) werkt een Esau.) De Bruijn gaf als eerste hier een
analytisch bewijs dat e de limietwaarde van w(u) is. Verder schreef
hij dat waarschijnlijk w(u) = e™¥ + O(exp(—ulogu — ulog, u)). Dit
werd later bewezen door L.-K. Hua [28] (“de vader van de moderne
Chinese wiskunde”). De functie w(u) schommelt om e~¥ en deze ei-
genschap speelt een cruciale rol in een doorbraak van Maier in de
analytische getaltheorie [32]. Zijn resultaat vormt het begin van een
hele reeks resultaten die laten zien dat de verdeling van priemgetallen
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over rekenkundige rijen niet zo ‘random’ is als tot dan toe gedacht, zie

bijvoorbeeld [20—-21].
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