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Symmetrie op de bol
en in het vlak

In het dagelijkse leven komen we allerlei symmetrische voorwerpen tegen. Soms heeft zo’n
symmetrisch voorwerp een speciaal patroon, denk bijvoorbeeld aan een voetbal. In dit artikel
gaat Jan van de Craats dieper in op die patronen, waarbij hij een onderscheid maakt tussen bol-
patronen, rozetpatronen, strookpatronen en behangpatronen. Hij gebruikt hierbij een nieuwe
notatie om de verschillende symmetriegroepen te beschrijven.

In dit artikel beschrijf ik de discrete sym-
metriegroepen van bolpatronen en patronen
in het vlak. In mijn behandeling, die steunt
op ideeën van Coxeter [2] en Fejes Tóth [3],
gebruik ik alleen eenvoudige resultaten uit
de euclidische meetkunde en de groepenthe-
orie. Ik presenteer daarbij ook een aange-
paste versie van de ‘signature notation’ van
John H. Conway. Als bonus verkrijg ik Conways
‘magic theorems’ voor bolpatronen en vlakke
periodieke patronen.

Bolpatronen
Veel alledaagse voorwerpen zijn symme-
trisch, vaak op meerdere manieren. Biljartbal-
len, ronde schalen, schotels en bekers (zon-
der oor) hebben zelfs oneindig veel spiege-
lingen en rotaties als symmetrieën, althans
als ze glad en effen gekleurd zijn. Andere
voorwerpen hebben maar eindig veel symme-
trieën, zoals een rechthoekige tafel, een stoel,
een kast of, in meer wiskundige terminolo-

gie, een kubus, een prisma of een piramide.
Of ballen met een speciaal patroon zoals een
voetbal, een volleybal, een basketbal of een
tennisbal.

De symmetrieën van een voorwerp kunnen
in wiskundige termen worden opgevat als iso-
metrieën van de ruimte, dat wil zeggen trans-
formaties die afstanden behouden. Na zo’n
transformatie ziet het voorwerp er precies het-
zelfde uit als ervoor. De symmetrieën vormen
een groep, de symmetriegroep van het voor-
werp. Het is interessant om alle mogelijke ein-
dige symmetriegroepen van voorwerpen in de
ruimte te beschrijven. Dat is in het verleden
al door veel wiskundigen gedaan, op aller-
lei verschillende manieren. Het blijkt dat er
precies veertien verschillende typen van ein-
dige symmetriegroepen zijn (zie bijvoorbeeld
[2, p.270] of [3, p.59]).

In de literatuur worden verschillende na-
men voor deze groepen gebruikt, maar een
van de helderste is de ‘signature notation’,

die ruim twintig jaar geleden bedacht is door
John H. Conway. Ze wordt door Conway en
zijn mede-auteurs Heidi Burgiel en Chaim
Goodman-Strauss gebruikt in hun inspireren-
de en schitterend geïllustreerde boek The
Symmetries of Things uit 2008 [1]. Deel I van
dat boek gaat over de symmetrieën van bol-
patronen en patronen in het vlak. Conways
handtekeningnotatie, ook wel ‘orbifold sig-
nature notation’ genoemd, heeft het voordeel
dat je er direct alle symmetrie-eigenschappen
van een patroon uit kunt aflezen. Conway ont-
wikkelde die notatie met behulp van ideeën
van William Thurston. In dit artikel gebruik ik
deze notatie in een licht aangepaste vorm.

Symmetrische voorwerpen en bolpatronen
Elke eindige groep G van isometrieën heeft
minstens één vast punt, een punt dat bij alle
isometrieën van G op zijn plaats blijft. Neem
om dit te bewijzen een willekeurig punt P sa-
men met alle beelden van P onder de iso-
metrieën van G. Dat is een eindige puntver-
zameling, de baan (Engels: orbit) van P . Elke
isometrie uit G permuteert de punten van die
baan, maar de baan als geheel blijft hetzelf-
de. Het zwaartepunt O ervan blijft dus bij elke
isometrie van G op zijn plaats.
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[g(7,7)] [s(7,7)] [g(7) s] [g(7) x]

[g(7,2,2)] [g(2) s(7)] [s(7,2,2)]

Figuur 1 Parametrische patronen

[g(3,3,2)] [g(3) s(2)] [s(3,3,2)]

[g(4,3,2)] [s(4,3,2)] [g(5,3,2)] [s(5,3,2)]

Figuur 2 Platonische patronen

Maar omdat G uit isometrieën bestaat, dat
wil zeggen uit transformaties die afstanden
behouden, gaat het oppervlak van elke bol
met middelpunt O door alle isometrieën van
G ook in zichzelf over. Het beschrijven van alle
eindige isometriegroepen in de ruimte is dus
hetzelfde als het beschrijven van alle eindi-
ge groepen van isometrieën op het oppervlak
van een bol. Slordig gezegd kun je elk sym-
metrisch voorwerp identificeren met het sym-
metrische bolpatroon dat ontstaat als je het
vanuit zo’n vast punt O op het oppervlak van
een omvattende bol met middelpunt O pro-
jecteert. Het classificeren van symmetrische
patronen op het boloppervlak (dat tweedi-
mensionaal is) lijkt eenvoudiger te zijn dan
het classificeren van driedimensionale voor-
werpen in de ruimte. Bovendien verbindt de-
ze benadering de studie van bolpatronen met

Figuur 3 De tetraëder, de kubus, de octaëder, de dodecaëder en de icosaëder

de studie van symmetrische patronen in het
vlak.

Voorbeelden van bolpatronen
In deze paragraaf geef ik voorbeelden van bol-
patronen, voor elk type één, elk voorzien van
zijn handtekening. Nu is die handtekening al-
leen nog maar een naam, maar later zal ik
uitleggen hoe die in elkaar zit en hoe je zelf
gemakkelijk de handtekening van een sym-
metrisch bolpatroon kunt vinden.

In elk voorbeeldpatroon zijn de eventuele
vlakspiegelingen aangegeven door de grote
cirkels (zwart getekend) waarin het spiegel-
vlak de bol snijdt. Rotaties zijn aangegeven
door stippen in verschillende kleuren die de
punten aangeven waar de rotatieas het bolop-
pervlak snijdt. Later geef ik meer uitleg, maar
nu al merk ik op dat de kleuringen essentieel

zijn: symmetrieën van het patroon moeten de
kleuren onveranderd laten.

De zeven patronen in Figuur 1 heten pa-
rametrisch omdat ze afhangen van een para-
meter, in dit geval een geheel getal N ≥ 1.
Elke keuze van N geeft een ander patroon.
In de voorbeelden heb ik steeds N = 7 ge-
nomen, maar het is duidelijk hoe zo’n pa-
troon er bij een andere keuze van N uitziet.
De zeven patronen in Figuur 2 worden plato-
nisch genoemd omdat ze horen bij bepaalde
symmetriegroepen van de platonische licha-
men: de tetraëder (regelmatig viervlak), de
kubus, de octaëder (regelmatig achtvlak), de
dodecaëder (regelmatig twaalfvlak) en de ico-
saëder (regelmatig twintigvlak), zie Figuur 3.

Eindige groepen van isometrieën op de bol
Elke isometrie op de bol is óf een rotatie rond
een as door het middelpunt, óf een spiege-
ling in een vlak door het middelpunt, óf een
draaispiegeling, dat wil zeggen een vlakspie-
geling gevolgd door een rotatie om een as
die loodrecht op het spiegelvlak staat (is de
draaiingshoek nul, dan is de draaispiegeling
dus een vlakspiegeling.) Rotaties zijn directe
isometrieën, vlakspiegelingen en draaispie-
gelingen zijn indirecte isometrieën. Indirecte
isometrieën draaien de oriëntatie om, directe
isometrieën laten de oriëntatie intact.

Bij een vlakspiegeling snijdt het spiegel-
vlak de bol in een grote cirkel. Het is daarbij
handig om te spreken van een spiegeling in
die cirkel in plaats van een spiegeling in dat
vlak. Ik noem die cirkel dan de spiegelcirkel.

Stel dat G een eindige groep van isome-
trieën op de bol is van orde n, dat wil zeg-
gen dat G uit n isometrieën bestaat, inclusief
de identiteit. Omdat het product van twee ro-
taties weer een rotatie is en het product van
twee vlak- of draaispiegelingen ook, bestaat G
óf uitsluitend uit rotaties (inclusief de identi-
teit) óf de rotaties inG vormen een ondergroep
H van orde n/2.

De as van een niet-triviale rotatie snijdt het
boloppervlak in twee diametrale punten, de
polen van die rotatie. (Een niet-triviale rota-
tie is een rotatie waarbij de rotatiehoek niet
0 is.) De rotaties in G met een gemeenschap-
pelijke as vormen een cyclische ondergroep
van G. Als p de orde is van die ondergroep,
heten de twee polen p-voudige rotatiecentra
of, kortweg,p-polen. De kleinste positieve ro-
tatiehoek van een rotatie in die ondergroep is
2π/p radialen.

Twee polen heten equivalent in G als er
een isometrie in G is die de een in de an-
der transformeert. In de voorbeelden in Fi-
guur 1 en 2 hebben equivalente polen dezelf-
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de kleur. Merk op dat antipodale polen altijd
dezelfde orde hebben, maar niet equivalent
hoeven te zijn.

Chirale patronen
Een bolpatroon, of een voorwerp in de driedi-
mensionale ruimte, heet chiraal als de eni-
ge symmetrieën ervan directe isometrieën
zijn. In dat geval verschilt het patroon van
zijn spiegelbeeld net zoals een linkerhand
van een rechterhand verschilt (het Griekse
woord ‘cheir’ betekent hand). Als de sym-
metriegroep minstens één indirecte isometrie
bevat, is het spiegelbeeld niet van het origi-
neel te onderscheiden. Het patroon heet dan
achiraal. Met een spiegel kun je de chiraliteit
van een patroon gemakkelijk vaststellen.

In deze paragraaf behandel ik de chirale
bolpatronen. De symmetriegroep G van zo’n
patroon bestaat dan uitsluitend uit rotaties,
inclusief de identiteit. De volgende afleiding
heb ik ontleend aan [2, pp. 274–275].

Laat n de orde van G zijn en laat P een
p-voudige pool zijn op de bol. Dan is het aan-
tal polen dat equivalent is met P (inclusief
P zelf) gelijk aan n/p. Om dit te bewijzen
neem ik een punt Q op de bol dat dichtbij
P ligt. De rotaties met centrum P transforme-
ren Q in een kleine regelmatige p-hoek op
de bol met P als middelpunt. De andere iso-
metrieën in G transformeren deze p-hoek in
p-hoeken rond de polen die equivalent zijn
met P . In totaal vormen de hoekpunten van
deze p-hoeken een verzameling van precies
n punten op de bol, verdeeld in congruente
regelmatigep-hoeken. Dat zijn er dusn/p, en
bijgevolg zijn er ook net zo veel equivalente
p-polen.

Ik zal nu de n− 1 niet-triviale rotaties in G
op een speciale manier tellen door ze samen
te nemen in klassen van equivalente polen.
Bij elke p-pool zijn er p − 1 niet-triviale rota-
ties dus bij een klasse van n/p equivalente
p-polen zijn er (p − 1)n/p niet-triviale rota-
ties. Dit geeft in totaal

∑
(p − 1)n/p

niet-triviale rotaties, waarbij gesommeerd
wordt over alle klassen van equivalente po-
len, elk met zijn eigen waarde voor p. Maar
bij antipodale polen horen dezelfde rotaties,
dus elke rotatie wordt op deze manier twee-
maal geteld. Daarom geldt de volgende ver-
gelijking:

2(n− 1) = n
∑ p − 1

p
,

die ook als volgt kan worden geschreven:

2− 2
n

=
∑ (

1− 1
p

)
. (1)

Alsn = 1, dan is de groepG triviaal: ze bestaat
alleen maar uit de identiteit. Er zijn dan geen
polen en de som is leeg. Als n ≥ 2, dan geldt

1 ≤ 2− 2
n
< 2.

Uit p ≥ 2 volgt dat 1
2 ≤ 1 − 1/p < 1, dus er

kunnen alleen maar twee of drie equivalen-
tieklassen van polen zijn.

Als het er twee zijn, geldt

2− 2
n

= 1− 1
p1

+ 1− 1
p2
,

dat wil zeggen

n
p1

+
n
p2

= 2.

Maar de beide termen links zijn positieve ge-
hele getallen, dus beide moeten 1 zijn, zodat

p1 = p2 = n.

Elk van de beide equivalentieklassen bestaat
dan uit slechts één n-voudige pool en G is
de cyclische groep met een n-pool aan elk
uiteinde van zijn rotatieas. De handtekening
van deze groep is [g(n,n)]. Zie Figuur 1 voor
een voorbeeld met n = 7. Verderop wordt de-
ze notatie tot in detail uitgelegd, maar nu al
zeg ik er het volgende over. Om het lezen te
vergemakkelijken zet ik handtekeningen al-
tijd tussen rechte haken. De letter ‘g’ komt van
de term ‘gyration point’ die Conway gebruikt
om rotatiecentra aan te geven die niet op een
spiegelcirkel liggen. (Het Griekse woord ‘gy-
ros’ betekent rond of ronde, denk aan ‘gyro-
scoop’.)

Als er drie equivalentieklassen van polen
zijn, geldt

2− 2
n

= 1− 1
p1

+ 1− 1
p2

+ 1− 1
p3
,

zodat

1
p1

+
1
p2

+
1
p3

= 1 +
2
n
> 1.

Daaruit volgt dat niet alle pi groter dan of ge-
lijk aan 3 kunnen zijn, en dus is er minstens

p1 p2 p3 n handtekening

p p − p [g(p,p)]

p 2 2 2p [g(p,2,2)]

3 3 2 12 [g(3,3,2)]

4 3 2 24 [g(4,3,2)]

5 3 2 60 [g(5,3,2)]

Tabel 1 De mogelijkheden voor eindige rotatiegroepen op
de bol

één, zeg p3, gelijk aan 2, dus

1
p1

+
1
p2

>
1
2
.

Dit kan worden geschreven als 2p1 + 2p2 >
p1p2, of ook als

(p1 − 2)(p2 − 2) < 4.

Stel, zonder beperking van de algemeen-
heid, dat p1 ≥ p2, dan zijn de oplossingen
(p1, p2) = (p,2) voor willekeurige p ≥ 2,
(p1, p2) = (3,3), (p1, p2) = (4,3) en (p1, p2) =

(5,3).
In Tabel 1 vatten we samen welke mogelijk-

heden we voor eindige rotatiegroepen op de
bol kunnen vinden. Elk van deze mogelijkhe-
den kan gerealiseerd worden als symmetrie-
groep van een chiraal bolpatroon (zie de voor-
beelden in Figuur 1 en 2), waarmee bewezen is
dat er precies vijf typen chirale symmetriepa-
tronen op de bol zijn: twee parametrische ty-
pen, met handtekening [g(p,p)] en [g(p,2,2)]
voor willekeurige p ≥ 2, en drie platoni-
sche patronen, met handtekening [g(3,3,2)],
[g(4,3,2)] en [g(5,3,2)]. De laatste drie worden
platonisch genoemd omdat hun symmetrie-
groepen de rotatiegroepen zijn van de plato-
nische lichamen: de tetraëder ([g(3,3,2)]), de
kubus en de octaëder ([g(4,3,2)]) en de dode-
caëder en de icosaeder ([g(5,3,2)]).

Achirale patronen
Ik neem nu aan dat het bolpatroon achiraal
is, dat wil zeggen dat de symmetriegroep G
minstens één vlakspiegeling of draaispiege-
ling bevat. Stel dat n > 1 de orde van de G is.
De rotaties in G vormen dan een ondergroep
H van orde n/2.

Ik bekijk weer de niet-triviale rotaties in G.
Dat zijn er nu n/2 − 1. Er kunnen dan op de
bol twee soorten rotatiecentra voorkomen: ze
kunnen al dan niet op een spiegelcirkel lig-
gen. Als een q-voudig rotatiecentrum Q op
een spiegelcirkel ligt, gaan er in totaal q spie-
gelcirkels doorQdie elkaar daar onder gelijke
hoeken van π/q snijden.
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Bij een willekeurig punt T dichtbijQmaar
niet op een van die spiegelcirkels, voeren alle
rotaties omQ en spiegelingen in cirkels door
Q het punt T over in de hoekpunten van een
2q-hoek. De andere isometrieën van G voeren
die 2q-hoek over in congruente 2q-hoeken
rond de met Q equivalente rotatiecentra. In
totaal hebben die 2q-hoeken preciesn hoek-
punten, en dus zijn er precies n/(2q) van die
veelhoeken, en net zoveel rotatiecentra die
met Q equivalent zijn. Bij elke q-pool zijn er
q − 1 niet-triviale rotaties, dus in totaal zijn
er in de klasse van met Q equivalente polen
(q − 1)n/(2q) niet-triviale rotaties.

Net als in de vorige paragraaf tellen we
voor elke p-pool P die niet op een spiegel-
cirkel ligt, in de klasse van met P equivalente
polen in totaal (p − 1)n/p niet-triviale rota-
ties.

Wanneer we op deze manier alle niet-
triviale rotaties bij elkaar optellen, tellen we
elke rotatie twee maal aangezien bij antipo-
dale polen dezelfde rotaties horen. We krijgen
nu dus de volgende vergelijking:

2
(
n
2
− 1

)
= n

∑ q − 1
2q

+n
∑ p − 1

p
,

waarin de eerste sommatie gaat over alle
equivalentieklassen van polen die op spiegel-
cirkels liggen, en de tweede over alle equiva-
lentieklassen van polen die niet op spiegelcir-
kels liggen. Na delen door n ontstaat hieruit
de vergelijking

1− 2
n

=
∑ (

1
2
− 1

2q

)
+
∑ (

1− 1
p

)
. (2)

Alsn = 2 dan is het linkerlid 0 en dus zijn bei-
de sommen rechts dan ook 0. Er zijn dan geen
niet-triviale rotaties. De groep G bestaat dan
uit de identiteit en hetzij één enkele vlakspie-
geling, hetzij een draaispiegeling met een ro-
tatiehoek van π . Die laatste is de centrale in-
versie, de puntspiegeling in het centrum van
de bol waarbij elk punt overgaat in zijn an-
tipode, het punt dat er diametraal tegenover
ligt.

Het eerste geval, waarbij G dus naast de
identiteit alleen maar één spiegeling bevat,
krijgt als handtekening [s], terwijl het twee-
de geval, waarin G de centrale inversie bevat,
als handtekening [x] krijgt. Conway gebruikt
hiervoor respectievelijk een ster (∗) en een
maalteken (×), maar ik geef de voorkeur aan
de letters ‘s’ en ‘x’. Zie ook mijn opmerking
over notaties aan het einde.

q1 q2 q3 n handtekening

q q − 2q [s(q,q)]

q 2 2 4q [s(q,2,2)]

3 3 2 24 [s(3,3,2)]

4 3 2 48 [s(4,3,2)]

5 3 2 120 [s(5,3,2)]

Tabel 2 De vijf typen spiegelingsgroepen

Stel nu dat n > 2. Dan is

1
3
≤ 1− 2

n
< 1.

Voor p > 1 geldt 1 − 1/p ≥ 1
2 en daarom

bevat de tweede som hoogstens één term. Ik
onderscheid nu twee gevallen.

Geval 1: alle rotatiecentra liggen op spiegel-
cirkels. Als alle rotatiecentra op spiegelcir-
kels liggen, heet G een spiegelingsgroep. De
groep G wordt dan voortgebracht door cirkel-
spiegelingen. Als Q een q-voudig rotatiecen-
trum is, gaan er q spiegelcirkels doorQ. Twee
aangrenzende cirkels snijden elkaar in Q on-
der een hoek van π/q.

Vergelijking (2) luidt nu

1− 2
n

=
∑ (

1
2
− 1

2q

)
.

Maar als we n′ = n/2 stellen (bedenk dat n
even is!) kan dit geschreven worden als

2− 2
n′

=
∑ (

1− 1
q

)
,

en dat is precies dezelfde vergelijking als (1),
de vergelijking die alle mogelijke eindige rota-
tiegroepen beschrijft. Hier beschrijft die ver-
gelijking alle mogelijkheden voor de onder-
groep H van orde n′ = n/2 van alle rotaties
in G. In de vorige paragraaf hebben we gezien
dat er precies vijf typen rotatiegroepen zijn,
zie Tabel 1. De voorbeelden in Figuur 1 en 2 la-
ten zien dat het in elk van deze gevallen moge-
lijk is om de rotatiecentra door spiegelcirkels
te verbinden op zo’n manier dat er door elke
q-pool preciesq spiegelcirkels gaan. De aldus
uitgebreide rotatiegroepen zijn de vijf typen
spiegelingsgroepen. Tabel 2 geeft een over-
zicht van hun eigenschappen en hun handte-
kening.

Geval 2: niet alle rotatiecentra liggen op spie-
gelcirkels. Stel dat de tweede som in vergelij-
king (2) niet leeg is, met andere woorden, dat
er minstens éénp-pool is (metp > 1) die niet

p q n handtekening

p − 2p [g(p) x]

p 1 2p [g(p) s]

2 q 4q [g(2) s(q)]

3 2 24 [g(3) s(2)]

Tabel 3 De gemengde groepen

op een spiegelcirkel ligt. De symmetriegroep
heet dan een gemengde groep.

Zoals we gezien hebben bevat de tweede
som in vergelijking (2) dan slechts één term,
dus alle p-polen zijn equivalent en vergelij-
king (2) kan geschreven worden als

1
p
− 2
n

=
∑ (

1
2
− 1

2q

)
.

Als n = 2p, dan zijn het linkerlid en het rech-
terlid beide nul. Omdat n/p het aantal equi-
valente p-polen geeft, zijn ern/p = 2 van die
polen. Ze zijn dus antipodaal en ze horen bij
de p = n/2 rotaties in G (inclusief de identi-
teit).

Als er geen spiegelcirkels zijn, dan moet
G ook nog p draaispiegelingen bevatten. Het
kwadraat van een draaispiegeling is een ro-
tatie, dus elk van die draaispiegelingen moet
de beide p-polen verwisselen. Daarmee is de
hele groep beschreven. De handtekening is
[g(p) x].

Als er wel een spiegelcirkel is, moet de
spiegeling in die cirkel de beide p-polen ver-
wisselen want die polen liggen niet op een
spiegelcirkel. De groep G bestaat dus uit p ro-
taties (waaronder de identiteit), een spiege-
ling en p − 1 draaispiegelingen. Deze groep
heeft handtekening [g(p) s].

Stel nu dat n > 2p. Dan is er minstens
één q-pool op een spiegelcirkel met q ≥ 2.
Dan geldt 1

2 −
1

2q ≥
1
4 en omdat p ≥ 2, volgt

hieruit dat

∑ 1
4
≤
∑(

1
2
− 1

2q

)
=

1
p
− 2
n
<

1
p
≤ 1

2
.

Dit betekent dat er maar één klasse van equi-
valente q-polen kan zijn en dat bovendien p
alleen maar 2 of 3 kan zijn.

Als p = 2, dan geeft vergelijking (2)

1
2
− 2
n

=
1
2
− 1

2q
,

en dus isn = 4q. Er zijn dann/(2q) = 2 nood-
zakelijkerwijs antipodaleq-polen, metq spie-
gelcirkels erdoorheen. Die cirkels begrenzen
2q ‘maantjes’ (tweehoeken op de bol) met
hoeken π/q. De centra van die maantjes zijn
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Rotatiegroepen Gemengde groepen Spiegelingsgroepen

(chirale patronen) (achirale patronen) (achirale patronen)

Parametrische [g(p,p)] [g(p) s)] [s(q,q)]
groepen [g(p) x)]

[g(p,2,2)] [g(2) s(q)] [s(q,2,2)]

Platonische [g(3,3,2)] [g(3) s(2)] [s(3,3,2)]
groepen [g(4,3,2)] [s(4,3,2)]

[g(5,3,2)] [s(5,3,2)]

Tabel 4 De veertien typen eindige symmetriegroepen op de bol

de 2-polen. Ze liggen op de evenaar. Het zijn
er 2q en ze zijn allemaal equivalent. De hand-
tekening is [g(2) s(q)].

Als p = 3 is, dan geldt wegens 1
2 −

1
2q =

1
p −

2
n <

1
p = 1

3 , dat alleen q = 2 mogelijk is.
Vergelijking (2) geeft dan

1− 2
n

=
1
4

+
2
3
,

dus n = 24. Hieruit volgt dat er dan n/p = 8

polen P van orde 3 zijn die niet op spiegelcir-
kels liggen, en n/(2q) = 6 polen Q van orde
2 die wél op spiegelcirkels liggen. Deze spie-
gelcirkels snijden elkaar onder rechte hoeken
in de zes punten Q. Dat betekent dat er pre-
cies drie spiegelcirkels zijn. Ze verdelen de
bol in acht octanten, dat wil zeggen boldrie-
hoeken met drie rechte hoeken (in de punten
Q). De acht 3-polen P zijn de centra van deze
driehoeken. Deze groep heeft handtekening
[g(3) s(2)].

Merk op dat de groepen van orde 2 met
de handtekeningen [s] en [x] kunnen worden
opgevat als speciale gevallen van respectie-
velijk de groepen met handtekening [g(p) s]
en [g(p) x] voor p = 1, want een 1-voudige
rotatie (rotatiehoek 2π/1 = 2π ) is hetzelfde
als de identiteit.

Ik vat de resultaten samen in Tabel 3. Daar-
mee is de lijst van alle eindige symmetrie-
groepen bij bolpatronen compleet. We heb-
ben bewezen dat er precies 14 typen van ein-
dige symmetriegroepen zijn. Hun handteke-
ningen staan in Tabel 4, waarbij p ≥ 1 en
q ≥ 1 willekeurige parameters zijn. Merk op
dat [g(1,1)] de triviale groep is die uitsluitend
uit de identiteit bestaat, dat de handtekenin-
gen [g(1) s] en [s(1,1)] allebei kunnen worden
vereenvoudigd tot [s], dat [g(1) x] vereenvou-
digd kan worden tot [x] en dat [s(1,2,2)] de-
zelfde groep is als [s(2,2)].

Voorbeelden en handtekeningen verklaard
Van elk type symmetriepatroon heb ik in Fi-
guur 1 of 2 een voorbeeld gegeven. Bij de pa-
rametrische patronen heb ik p = 7 of q = 7

genomen. Bij elk patroon zijn de spiegelcir-
kels zwart getekend en de rotatiecentra met
stippen in verschillende kleuren gemarkeerd.
Equivalente centra hebben dezelfde kleur ge-
kregen.

Op die manier is de opbouw van de hand-
tekening bijna vanzelfsprekend geworden. Al-
le equivalentieklassen van rotatiecentra die
niet op spiegelcirkels liggen worden opge-
somd tussen de haakjes na de letter ‘g’, en
alle rotatiecentra die wel op spiegelcirkels lig-
gen na de letter ‘s’. Bij de rotatiecentra wordt
elke kleur dus maar één keer in de handteke-
ning vermeld. De volgorde van de getallen tus-
sen de haakjes is daarbij niet van belang; als
regel heb ik ze in dalende volgorde vermeld.
Ik heb g(. . .) steeds vóór s(. . .) gezet. En, ten
slotte, als er in het patroon een draaispiege-
ling voorkomt die niet kan worden samenge-
steld uit een spiegeling en een draaiing in de
symmetriegroep, dan heb ik dat aangegeven
door de letter ‘x’ toe te voegen.

Je kunt nu zelf alle spiegelcirkels en alle ro-
tatiecentra in de gegeven voorbeelden contro-
leren, en op die manier nagaan dat de vermel-
de handtekeningen inderdaad correct zijn. Ga
daarbij ook na dat equivalente centra inder-
daad dezelfde kleur hebben gekregen (maar
niet alle centra zijn zichtbaar in de tekenin-
gen). Let op: de kleuren zijn essentieel: sym-
metrieën van het patroon moeten de kleuren
in stand houden.

Het is nu ook heel gemakkelijk om zelf de
handtekening van een willekeurig bolpatroon
te vinden: bepaal (met een spiegel) eerst of
het chiraal is of niet. Teken dan alle spiegel-
cirkels. Markeer vervolgens de rotatiecentra
en geef equivalente centra daarbij dezelfde
kleur. De handtekening kan dan direct worden
afgelezen, waarbij het enige subtiele punt is
dat het patroon achiraal kan zijn terwijl er
toch geen spiegelcirkels zijn. Dan moet er
een draaispiegeling zijn, en het patroon heeft
dan als handtekening [g(p) x] voor een zeke-
re waarde van p. Let op: p kan 1 zijn. Dat is
het geval als er ook geen rotatiecentra zijn.
De handtekening kan dan worden vereenvou-

digd tot [x], en de enige niet-triviale symme-
trie is de centrale inversie.

Merk op dat steeds aan de vergelijkin-
gen (1) of (2) voldaan is. De orden van de sym-
metriegroep volgt uit deze vergelijkingen. Be-
denk ook dat het aantal equivalente p-polen
gelijk is aann/p terwijl het aantal equivalen-
te q-polen gelijk is aann/(2q). Dat geeft extra
controlemogelijkheden.

De vergelijkingen (1) en (2) maakten het
mogelijk om de 14 typen symmetriepatronen
op een vrij eenvoudige manier af te leiden en
te bewijzen dat er geen andere mogelijkhe-
den zijn. In feite zijn die twee vergelijkingen
gelijkwaardig aan Conways ‘Magic Theorem’
voor bolpatronen [1, p. 53]. Onze afleiding,
die voor chirale patronen gebaseerd was op
[2, pp. 274–275], is echter meer elementair
omdat die geen gebruik maakt van topologi-
sche hulpmiddelen.

Rozetpatronen en strookpatronen
Ik stap nu over naar patronen in het euclidi-
sche vlak. Eerst bekijk ik patronen met een
eindig aantal symmetrieën. Om redenen die
zo dadelijk duidelijk zullen worden, heten zul-
ke patronen rozetpatronen. Daarna bekijk ik
strookpatronen, vlakke patronen waarin een
motief telkens herhaald wordt in een rij.

Rozetpatronen
Een rozetpatroon kan allerlei vormen van sym-
metrie hebben, maar er moet altijd minstens
één vast punt zijn, een punt dat bij alle iso-
metrieën uit de symmetriegroep G van het pa-
troon op zijn plaats blijft. Immers, omdat de
baan van elk punt P een eindige puntverza-
meling is, blijft het zwaartepunt O ervan bij
alle isometrieën uit G op zijn plaats.

Als er twee verschillende vaste punten O1

en O2 zijn, moet de gehele lijn ` door O1 en
O2 uit vaste punten bestaan want een iso-
metrie die twee punten op hun plaats houdt,
laat alle punten van de lijn door die twee pun-
ten op hun plaats. Als er daarnaast nog een
vast punt O3 is dat niet op ` ligt, dan blijft
elk punt van het vlak onder alle isometrieën
van G op zijn plaats, dus dan bestaat G alleen

[g(11)] [s(11)]

Figuur 4 Twee rozetpatronen, links een chiraal patroon en

rechts een achiraal patroon
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[g(7,7)] [s(7,7)] [g(7) s] [g(7) x]

[g(7,2,2)] [g(2) s(7)] [s(7,2,2)]

Figuur 5 De parametrische bolpatronen uit Figuur 1 gereduceerd tot een schijf rond de evenaar

maar uit de identiteit. Het patroon heeft dan
helemaal geen symmetrie. Als alleen de pun-
ten van een lijn ` vaste punten zijn, bestaat
G slechts uit twee isometrieën: de identiteit
en de spiegeling in `. Het patroon heeft dan
` als symmetrieas, maar verder geen andere
symmetrie.

In alle andere gevallen is er precies één
punt O dat onder alle isometrieën van G op
zijn plaats blijft. De symmetrieën kunnen dan
alleen maar rotaties zijn met centrum O en
spiegelingen in lijnen door O.

Als het patroon chiraal is, zijn er alleen
maar rotaties. De groep G is dan cyclisch. Als
p de orde van de groep is, dan is de kleinste
positieve rotatiehoek 2π/p en dan zijn alle
banen regelmatigep-hoeken met middelpunt
O. Als handtekening neem ik dan [g(p)].

Als het patroon achiraal is, moet er een
eindig aantal, zegq, spiegellijnen doorO zijn.
Elk tweetal naburige lijnen snijdt elkaar in Q
onder een hoek vanπ/q. De groep G is dan de
zogenaamde dihedrale groep die bestaat uit
q lijnspiegelingen en q rotaties (waaronder

[g(∞,∞)]

[s(∞,∞)]

[g(∞) s]

[g(∞) x]

[g(∞,2,2)]

[g(2) s(∞)]

[s(∞,2,2)]
Figuur 6 De bolpatronen uit Figuur 5 afgewikkeld in het vlak

de identiteit). De orde van de groep is 2q en
als handtekening neem ik [s(q)]. In Figuur 4
staan twee voorbeelden van rozetpatronen
met hun handtekening, een chiraal patroon
en een achiraal patroon.

Je kunt een rozetpatroon altijd op een gro-
te bol plakken, zeg op de noordpool, waar-
door er een parametrisch bolpatroon ontstaat
met handtekening [g(p,p)] bij de cyclische
groep en [s(p,p)] bij de dihedrale groep. Ro-
zetpatronen kun je dus identificeren met bol-
patronen met ‘dezelfde’ symmetriegroep. Als
bolpatroon bestaan de symmetrieën dan uit
rotaties om de poolas en spiegelingen in vlak-
ken door de beide antipodale polen, en in het
vlakke geval bestaan de symmetrieën uit ro-
taties rond het middelpunt en spiegelingen in
lijnen door het middelpunt.

Strookpatronen
Strookpatronen (ze worden ook wel friespa-
tronen genoemd) zijn vlakke patronen waarin
een motief telkens herhaald wordt in een rij,
zeg een horizontale rij. Hoewel strookpatro-

nen in werkelijkheid altijd eindig zijn, denken
we ons in dat ze naar beide kanten onbeperkt
voortgezet zijn, zodat er translaties onder de
symmetrieën zijn. Als T de translatie is die
elk motief in zijn rechterbuur overvoert, kan
elke andere translatie in de symmetriegroep
G van het patroon worden geschreven als Tn

voor zekere gehelen. Maar er kunnen ook nog
andere symmetrieën zijn.

Het is welbekend dat er precies zeven ver-
schillende typen strookpatronen bestaan, en
in feite kennen we ze al omdat ze kunnen wor-
den opgevat als limietgevallen van de zeven
parametrische bolpatronen. Zoals Conway al
opmerkte: neem een eindig segment uit een
strookpatroon dat bestaat uit N kopieën van
het motief en wikkel dat om de evenaar van
een bol met de juiste straal zodat het er goed
aansluitend omheen past. Dan krijg je een pa-
rametrisch bolpatroon met een van de zeven
handtekeningen [g(N,N)], [s(N,N)], [g(N) s],
[g(N) x], [g(N,2,2)], [g(2) s(N)] en [s(N,2,2)].

Omgekeerd kan elk parametrisch bolpa-
troon in het vlak worden afgewikkeld waar-
door er eenN-segment ontstaat van het bijbe-
horende strookpatroon. In Figuur 5 zijn voor-
beelden van parametrische bolpatronen gete-
kend met N = 7, waarbij de bol gereduceerd
is tot een schijf rond de evenaar.

Als je die bolpatronen in het vlak afwik-
kelt, krijg je segmenten van lengte 7 van de
bijbehorende oneindige strookpatronen. Het
ligt voor de hand (laat N naar oneindig gaan)
om als handtekening voor die strookpatronen
respectievelijk [g(∞,∞)], [s(∞,∞)], [g(∞) s],
[g(∞) x], [g(∞,2,2)], [g(2) s(∞)] en [s(∞,2,2)]
te nemen. Zo krijg je de strookpatronen die in
Figuur 6 getekend zijn.

Aangezien de symmetriegroep van elk
strookpatroon oneindig is, geven de vergelij-
kingen (1) en (2) via n→∞,

2 =
∑ (

1− 1
p

)
(3)

voor chirale strookpatronen en

1 =
∑ (

1
2
− 1

2q

)
+
∑ (

1− 1
p

)
(4)

voor achirale strookpatronen, waarbij de p-
sommaties in (3) en (4) zich uitstrekken over
alle equivalentieklassen van rotatiecentra die
niet op spiegellijnen liggen, terwijl de q-
sommatie in (4) gaat over alle equivalen-
tieklassen van rotatiecentra op spiegellijnen.

Merk op dat de ‘noordpool’ en de ‘zuid-
pool’ naar oneindig zijn verdwenen in de ver-
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ticale richting en dat de rotaties rond de po-
len daarmee horizontale translaties zijn ge-
worden met ‘rotatiehoek’ 0 en ‘centrum’ plus
of min oneindig in de verticale richting. Voor
deze centra ‘op oneindig’ moet je respectie-
velijk p = ∞ of q = ∞ nemen, zodat 1/p =

1/(2q) = 0. Dit levert bijdragen van 1 of 1
2 in

de bovenstaande sommaties. Op die manier
kun je de vergelijkingen (3) en (4) gemakkelijk
verifiëren voor alle strookpatronen.

Draaispiegelingen op de bol worden glij-
spiegelingen van de strookpatronen in het
vlak, waarbij een glijspiegeling de combina-
tie is van een lijnspiegeling en een translatie
langs de spiegelas. Tweemaal achter elkaar
toepassen van een glijspiegeling geeft een
translatie langs de as. Zie hierboven strook-
patroon [g(∞) x] voor een voorbeeld van een
horizontale glijspiegelas die geen spiegellijn
van het patroon is. In dit voorbeeld heb ik de
glijspiegelas aangegeven door een onderbro-
ken lijn met alternerende halve pijlen.

Patroon [g(∞) s] heeft ook horizontale glij-
spiegelingen, maar die zijn samengesteld
uit lijnspiegelingen en translaties die al in
de symmetriegroep van het patroon zitten.
Daarom worden ze niet in de handtekening
vermeld. Conways handtekening bevat nooit
overbodige informatie. Dat is ook de reden
waarom equivalente rotatiecentra slechts één
vermelding krijgen.

Een horizontale glijspiegeling krijg je ook
wanneer je een verticale lijnspiegeling com-
bineert met een 2-voudige rotatie (een halve
draai) rond een centrum dat niet op de ver-
ticale spiegelas ligt. De glijspiegelas is dan
de horizontale lijn door het centrum van de
halve draai. Omgekeerd geeft de combina-
tie van een horizontale glijspiegeling met een
halve draai op de glijspiegelas een vertica-
le lijnspiegeling. In de patronen [g(2) s(∞)]
en [s(∞,2,2)] komen verticale lijnspiegelin-
gen en halve draaiingen op een horizontale
lijn voor. Maar omdat die symmetrieën zelf
al in de symmetriegroep voorkomen, worden
de bijbehorende glijspiegelingen niet in de
handtekening vermeld.

Hiermee is de behandeling van de strook-
patronen voltooid.

Behangpatronen
Terwijl er bij rozetpatronen geen translaties
zijn en bij strookpatronen alleen translaties
in één richting, treden bij de zogenaamde
behangpatronen (Engels: wallpaper patterns)
translaties op in meerdere richtingen. Ik zal
aannemen dat de symmetriegroep G van zo’n
patroon discreet is, dat wil zeggen dat er bij
elk punt P een cirkeltje met middelpunt P is

[O] [s s] [s x]

[x x] [g(2,2) s] [g(2,2) x]

g(2,2,2,2)] [g(2) s(2,2)] [s(2,2,2,2)]

[g(3,3,3)] [g(3) s(3)] [s(3,3,3)]

[g(4,4,2)] [g(4) s(2)] [s(4,4,2)]

[g(6,3,2)] [s(6,3,2)]

Figuur 7 Zeventien typen van behangpatronen met hun handtekeningen
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dat buiten P zelf geen andere punten van de
baan van P bevat. Dat betekent dat er een be-
grensd motief is dat via de translaties inGover
het gehele vlak onbeperkt herhaald wordt.

Merk op dat ik bij bolpatronen, rozetpatro-
nen en strookpatronen ook steeds stilzwij-
gend heb aangenomen dat de symmetrie-
groep discreet is. Bij bolpatronen en rozet-
patronen was dat het geval omdat ik heb
geëist dat de symmetriegroep eindig is. Dat
sloot bijvoorbeeld het geval uit waarin het
patroon alleen maar uit een (ongemarkeerde)
cirkel bestaat. Die heeft immers oneindig veel
rotaties en spiegelingen als symmetrieën.

Omdat de symmetriegroep G van een be-
hangpatroon discreet is, is er een translatie
T1 met een minimale positieve translatieaf-
stand d1 en een tweede translatie T2, in een
andere richting, met een minimale positieve
translatieafstand d2 ≥ d1. Door de richting
van T2 zo nodig om te keren, kun je ervoor
zorgen dat de hoek α tussen T1 en T2 niet
stomp is. Als α < π/3 zou zijn, zou de trans-
latieafstand van de translatie T1 − T2 kleiner
zijn dan d2 op grond van de sinusregel, in te-
genspraak met de keuze van T2. Er geldt dus
π/3 ≤ α ≤ π/2.

Het is eenvoudig om te bewijzen dat elke
translatie T in G geschreven kan worden als
T = Tn1 T

m
2 voor zekere gehele getallen n en

m, met andere woorden, dat de ondergroep
T van alle translaties in G voortgebracht wordt
door T1 en T2. Voor elk punt P geldt dat de
baan van P onder T een rooster is dat wordt
opgespannen door vectoren die bij de trans-
laties T1 en T2 horen.

Maar behangpatronen kunnen ook nog an-
dere symmetrieën hebben. In feite is welbe-
kend (en ik zal het hier opnieuw bewijzen) dat
er precies 17 verschillende typen van behang-
patronen zijn. Elk type heeft zijn eigen hand-
tekening, die in een notendop alle symmetrie-
eigenschappen van het patroon samenvat.
Net zoals dat bij bolpatronen, rozetpatronen
en strookpatronen het geval was, is het heel
gemakkelijk om de handtekening bij een ge-
geven behangpatroon te vinden als je eerst
de chiraliteit ervan vaststelt, vervolgens alle
eventuele spiegellijnen en rotatiecentra mar-
keert, en ten slotte, als ze er zijn, de assen van
de glijspiegelingen die niet ook al als spiegel-
lijnen gemarkeerd zijn.

Zeventien typen van behangpatronen
In Figuur 7 geef ik bij elk van de 17 typen van
behangpatronen een eenvoudig voorbeeld
samen met de handtekening ervan. Bij elk
voorbeeld heb ik de spiegellijnen zwart gete-
kend en de rotatiecentra aangegeven met ge-

kleurde stippen, equivalente centra in dezelf-
de kleur. Glijspiegelassen die geen spiegellij-
nen zijn, heb ik aangegeven met gestreepte
lijnen.

De lezer zal weinig moeite hebben om de
gegeven handtekeningen te doorgronden en
te verifiëren. In navolging van Conway ge-
bruik ik [O] als handtekening voor een patroon
waarbij translaties de enige symmetrieën zijn.

Bij patroon [s s] zijn er twee soorten spie-
gellijnen, allebei verticaal. Ze wisselen elkaar
af op gelijke afstand. Bij patroon [s x] wisse-
len verticale spiegellijnen en glijspiegelassen
elkaar af met gelijke tussenruimten. De spie-
gellijnen zijn onderling allemaal equivalent,
en hetzelfde geldt voor de glijspiegelassen.
Patroon [x x] heeft twee soorten glijspiegelas-
sen, allebei verticaal, en allebei met dezelfde
verticale translatieafstand.

Speciale aandacht verdient het patroon
[g(2,2) x], waarin twee niet-equivalente soor-
ten 2-voudige rotatiecentra voorkomen, blauw
en groen gekleurd, en twee soorten glijspie-
gelassen, horizontaal en verticaal. Merk op
dat een horizontale glijspiegeling gevolgd
door een halve draai om een centrum dat niet
op de glijspiegelas ligt, een verticale glijspie-
geling geeft. Daarom staat er in de handteke-
ning van dit patroon maar één symbool ‘x’.

In de volgende paragraaf geef ik meer de-
tails bij de verschillende patronen en daarna
bewijs ik ook dat de opsomming volledig is:
er zijn niet meer dan 17 verschillende typen
van behangpatronen.

Isometrieën in het vlak
In deze en de volgende paragrafen gebruik ik
ideeën van L. Fejes Tóth [3, p. 29].

Het is welbekend dat elke isometrie in
het euclidische vlak een translatie, een ro-
tatie, een lijnspiegeling of een glijspiegeling
is. Translaties en rotaties zijn directe iso-
metrieën, lijnspiegelingen en glijspiegelingen
zijn indirecte isometrieën. Elke groep G van
isometrieën bestaat uitsluitend uit directe
isometrieën, of de directe isometrieën in G
vormen een ondergroep H van index 2.

Een patroon in het vlak heet chiraal als
de enige symmetrieën ervan directe isome-
trieën zijn, anders heet het patroon achiraal.
Je kunt de chiraliteit van een patroon gemak-
kelijk vaststellen met behulp van een spiegel.

Een rotatie heeft een centrum en een rota-
tiehoek, die we altijd tegen de klok in meten
in radialen modulo 2π . Het is soms handig
om translaties op te vatten als rotaties met
rotatiehoek 0 en een centrum dat oneindig
ver weg ligt in een richting loodrecht op de
translatierichting.

Figuur 8

In een discrete groep G vormen de ro-
taties met een gemeenschappelijk centrum
een cyclische ondergroep van eindige orde
p, voortgebracht door een rotatie met rota-
tiehoek 2π/p. Evenzo vormen de transla-
ties met een gemeenschappelijke translatie-
richting een oneindige cyclische ondergroep
voortgebracht door een translatie met een
translatieafstand d > 0.

Als R1 en R2 spiegelingen in respectieve-
lijk spiegellijnenm1 enm2 zijn, dan is R2R1

(R1 gevolgd door R2) een translatie met af-
stand 2d als m1 en m2 evenwijdig zijn met
een afstand d, en een rotatie met centrum A
en rotatiehoek 2α als m1 en m2 elkaar in A
snijden onder een hoek α.

Als R1 en R2 rotaties met respectieve-
lijk centra A1 en A2 en rotatiehoeken α1 en
α2 zijn, dan is R2R1 een rotatie met rotatie-
hoek α1 + α2, of een translatie als α1 + α2 =

0 mod 2π . Als R1 en R2 beide halve draaien
zijn, zodat de beide rotatiehoeken gelijk zijn
aanπ , dan isR2R1 een translatie met afstand
2d(A1, A2) in de richting van A1 naar A2.

Als ABC een driehoek is met hoeken van
respectievelijk α, β en γ radialen die geo-
riënteerd is met de klok mee (zie Figuur 8),
dan geeft een rotatie met centrum A en hoek
2α gevolgd door een rotatie met centrumB en
hoek 2β een rotatie die C terugbrengt op zijn
plaats, en dus is het een rotatie met centrum
C (en rotatiehoek 2α + 2β = 2π − 2γ).

Als A en B dus rotatiecentra van een be-
hangpatroon van ordep respectievelijkq zijn,
en p en q zijn niet beide 2, dan is C, gecon-
strueerd als boven met hoeken α = π/p en
β = π/q, ook een rotatiecentrum van het pa-
troon.

Chirale behangpatronen
Stel dat een chiraal behangpatroon gegeven
is met een discrete symmetriegroep G. Dan
zijn alle isometrieën in G translaties of rota-
ties. Ik heb al laten zien dat de ondergroep
T van alle translaties in G voortgebracht kan
worden door twee translatiesT1 enT2 met mi-
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A B

CD

Figuur 9

nimale translatieafstanden d1 ≤ d2 en hoek
π/3 ≤ α ≤ π/2. Als er geen rotaties zijn, valt
G samen met T en dan is de handtekening [O].

Stel nu dat alle rotatiecentra in het patroon
2-centra zijn. Alle rotaties in G zijn dus halve
draaien. Stel dat A een 2-centrum is en stel
datABCD het parallellogram is met B = T1A,
C = T2T1A en D = T2A (zie Figuur 9). Dan
zijn de hoekpunten van het parallellogram,
de middens van de zijden en het middelpunt
van het parallellogram ook allemaal 2-centra,
negen stuks in totaal.

Maar centra die een translatie in T verschil-
len, zijn equivalent, dus er zijn maar vier niet-
equivalente 2-centra onder deze negen cen-
tra. Je kunt daarvoor A en de middens van
AB, AC en AD nemen.

Ik beweer nu dat alle 2-centra in het pa-
troon equivalent zijn met een van deze vier.
Inderdaad, bij elk ander 2-centrum is er een
equivalent 2-centrum E in of op de rand van
ABCD. Maar als E niet een van de bovenge-
noemde negen centra is, geeft de samenstel-
ling van halve draaien rondAenE een transla-
tie die niet door T1 en T2 voortgebracht is, en
dat is onmogelijk. Er zijn dus precies vier niet-
equivalente soorten 2-centra in dit patroon en
de handtekening ervan is [g(2,2,2,2)].

Als niet alle rotatiecentra 2-centra zijn,
neem ik twee centra A en B van respectieve-
lijk orde p en q, beide groter dan 2, met een
minimale afstand d. Stel dat C het hoekpunt
is van de driehoek ABC met hoeken π/p en
π/q in respectievelijk A en B. Dan is C het
centrum van een rotatie in G met een hoek
2π/p + 2π/q = 2π − 2π/r voor een zeker
positief rationaal getal r , dus

1
p

+
1
q

+
1
r

= 1. (5)

Als p = q = 3 dan is ook r = 3, dus dan zijn
A, B en C allemaal 3-centra. De combinatie
van een rotatie met hoek +2π/3 rond A en
een rotatie met hoek−2π/3 rond B geeft een
translatie T1, en de combinatie van een rota-
tie met hoek−2π/3 rondA en +2π/3 rond B
geeft een translatie T2 (zie Figuur 10).

A B

C

T2

T1

Figuur 10

Door opB enC rotaties over 2π/3 en 4π/3

rond A toe te passen, gaan die over in de
vier overige hoekpunten van een regelmati-
ge zeshoek met middelpunt A. Met behulp
van de translaties T1 en T2 kun je het gehe-
le vlak betegelen met zulke zeshoeken. Om-
dat B op minimale afstand vanA is genomen,
kan er geen andere rotatiecentrum van orde
groter dan 2 binnen de zeshoek met middel-
punt A liggen, en dus evenmin elders in het
patroon. Maar ook rotatiecentra van orde 2

kunnen niet voorkomen, want dan zouden er
ook centra zijn van rotaties over een hoek
2π/2 − 2π/3 = 2π/6, in tegenspraak met
de bovenstaande opmerking. De 3-centra A,
B en C zijn niet equivalent, dus deze groep
heeft de handtekening [g(3,3,3)].

Als in dezelfde notaties als boven p en q
niet beide gelijk zijn aan 3 maar wel groter
dan 2, ligt het punt C (dat een rotatiecentrum
van het patroon is) dichter bijA dan B, en dus
moet C een 2-centrum zijn. Hieruit volgt dat
r = 2 en

1
p

+
1
q

=
1
2
, (6)

hetgeen kan worden geschreven als (p −
2)(q − 2) = 4. De enige oplossingen met
p ≥ q ≥ 3 zijn (p,q) = (4,4) en (p,q) = (6,3).
Dat houdt in het bijzonder in dat in een be-
hangpatroon alleen maar 2-centra, 3-centra,
4-centra en 6-centra voor kunnen komen. Dit
is de beroemde kristallografische beperking.

Als p = q = 4 moeten A en B naburige
4-centra zijn en zoals we al weten is C een

A

B

C

Figuur 11 [g(4,4,2)]

2-centrum. Driehoek ABC is dan een gelijk-
benige rechthoekige driehoek die je op kunt
vatten als deel van een vierkant met A als
een van de hoekpunten, B als middelpunt en
C als het midden van een zijde die in A be-
gint. Een combinatie van rotaties rond A en
B met hoeken ±2π/4 en ∓2π/4 geeft trans-
laties langs twee van de zijden van dit vier-
kant. Deze translaties brengen T voort. Hieruit
volgt datAenB niet-equivalente 4-centra zijn,
en dus is de handtekening van deze groep
[g(4,4,2)] (zie Figuur 11).

Op net zo’n manier leidt het geval p = 6,
q = 3 tot een patroon van 6-centra, 3-centra
en 2-centra die een rooster van gelijkzijdige
driehoeken vormen met 6-centra in hun hoek-
punten, 3-centra in hun middelpunten en 2-
centra in de middens van de zijden. De hand-
tekening van dit patroon is [g(6,3,2)] (zie Fi-
guur 12).

Merk op dat vergelijking (5) kan worden
geschreven als

2 =

(
1− 1

p

)
+

(
1− 1

q

)
+
(

1− 1
r

)
,

of, korter, als

2 =
∑(

1− 1
p

)
. (7)

Deze vergelijking heeft dezelfde vorm als ver-
gelijking (3). Ook het patroon [g(2,2,2,2)] vol-
doet hieraan (met vier 2-centra van ‘gewicht’
1
2 = 1 − 1

2 ). Zelfs een patroon met handteke-
ning [O] voldoet aan deze vergelijking als je de
twee voortbrengende translaties ziet als rota-
ties met rotatiehoek 0 en ‘orde’ ∞. Elk geeft
dan een bijdrage van ‘gewicht’ 1 − 1/∞ = 1

aan het rechterlid.

Achirale behangpatronen
Nu de achirale patronen. Dan moet de symme-
triegroep Gminstens één lijnspiegeling of glij-
spiegeling bevatten. De directe isometrieën in
G vormen dan een ondergroep H van index 2.

Figuur 12 [g(6,3,2)]
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Rotatiegroepen Gemengde groepen Spiegelingsgroepen

(chirale patronen) (achirale patronen) (achirale patronen)

[O] [g(2,2) s] [g(2,2) x] [s s] [s x] [x x]

[g(2,2,2,2)] [g(2) s(2,2)] [s(2,2,2,2)]

[g(3,3,3)] [g(3) s(3)] [s(3,3,3)]

[g(4,4,2)] [g(4) s(2)] [s(4,4,2)]

[g(6,3,2)] [s(6,3,2)]

Tabel 5 De zeventien typen symmetriegroepen van behangpatronen

De translaties vormen een ondergroep T van
H. Ik onderscheid nu vier gevallen.

Geval 1: achirale patronen zonder rotaties.
Stel eerst dat G geen rotaties bevat. Dan is
H = T. Spiegellijnen en glijspiegelassen kun-
nen dan maar in één richting voorkomen, want
als ze elkaar snijden, zijn er ook niet-triviale
rotaties. Ik neem aan dat alle eventuele spie-
gellijnen en glijspiegelassen verticaal zijn.

Als er een spiegellijn m is, zijn er ook on-
eindig veel, en ze liggen op gelijke afstanden
van elkaar. Stel dat m′ een spiegellijn is op
minimale afstand van m. Als m en m′ niet
equivalent zijn, zijn er precies twee soorten
spiegellijnen. Ze zijn equivalent metm ofm′.
De handtekening van de groep is dan [s s].

Als m en m′ equivalent zijn, moet er een
glijspiegeling zijn die ze in elkaar overvoert.
De glijspiegelas moet dan precies halverwe-
ge m en m′ liggen. Spiegellijnen en glijspie-
gelassen wisselen elkaar dan op gelijke af-
standen af. Alle spiegelassen zijn equivalent
en alle glijspiegelassen ook. De groep heeft
als handtekening [s x].

Als er geen spiegellijnen zijn, dan zijn er
glijspiegelassen, allemaal parallel. Als n en
n′ naburige assen zijn, kunnen ze niet equi-
valent zijn, maar alle andere assen zijn equi-
valent met hetzij n, hetzij n′. De handteke-
ning is dan [x x].

Geval 2: alle rotatiecentra liggen op spiegel-
lijnen. Als er in een achiraal patroon rotatie-
centra voorkomen, kunnen ze al dan niet op
spiegellijnen liggen. Ik bekijk eerst het geval
dat ze allemaal op spiegellijnen liggen. De on-
dergroepH van alle directe isometrieën in G is
dan een van de vier typen met handtekening
[g(2,2,2,2)], [g(3,3,3)], [g(4,4,2)] of [g(6,3,2)],
en de voorbeelden in Figuur 7 laten zien dat
het in de laatste drie gevallen mogelijk is om
de rotatiecentra zo door spiegellijnen te ver-
binden dat er door elk q-centrum precies q
spiegellijnen gaan, waarbij aangrenzende lij-
nen elkaar snijden onder een hoek van π/q
radialen. Op die manier krijg je de spiege-

lingsgroepen met handtekeningen [s(3,3,3)],
[s(4,4,2)], [s(6,3,2)].

Voor patronen met [g(2,2,2,2)] als hand-
tekening lukt dat alleen als de parallello-
grammen van de 2-centra rechthoeken zijn.
De spiegellijnen vormen dan een rechthoekig
rooster en de handtekening is [s(2,2,2,2)].

Merk op dat al deze spiegelingsgroepen
voortgebracht worden door hun spiegelingen.
Merk ook op dat vergelijking (7) in dit geval
luidt 2 =

∑(
1− 1

q

)
of, na delen door 2,

1 =
∑(

1
2
− 1

2q

)
, (8)

hetgeen overeenkomt met vergelijking (4)
voor achirale strookpatronen (er zijn in dit ge-
val geen p-voudige rotatiecentra).

Geval 3: er zijn rotatiecentra maar geen spie-
gellijnen. Stel nu dat er wel rotatiecentra zijn
maar geen spiegellijnen. Ook in dit geval moet
de ondergroepH van alle directe isometrieën
een van de vier handtekeningen [g(2,2,2,2)],
[g(3,3,3)], [g(4,4,2)] of [g(6,3,2)] hebben. En
er moet dan een glijspiegelingG in G zijn. Net
als alle isometrieën in Gmoet deze glijspiege-
ling p-centra in p-centra transformeren. Maar
als G een p-centrum A in een p-centrum A′

transformeert dat equivalent met A is in H,
dan is er een directe isometrie D die A′ weer
terugbrengt naar A. Dan heeft de indirecte
isometrie DG het punt A als een vast punt,
en dus moet die isometrie dan een spiegeling
zijn in een lijn door A, in tegenspraak met de
aanname dat het patroon geen spiegellijnen
heeft.

Maar als G geen rotatiecentra in equiva-
lente rotatiecentra kan transformeren (equi-
valent in H) dan zijn de handtekeningen
[g(4,4,2)] en [g(6,3,2)] voor H uitgesloten om-
dat bijvoorbeeld de 2-centra in 2-centra moe-
ten overgaan, en die zijn allemaal equivalent
in H.

Ook [g(3,3,3)] is niet mogelijk, want stel
dat G een 3-centrum A transformeert in een
3-centrum B dat in H niet equivalent is met

A. Dan gaat B over inGB = G2A en omdatG2

een translatie is, isGB = G2A inH equivalent
met A. Alle 3-centra die in H met A equiva-
lent zijn, worden dus doorG getransformeerd
in centra die in H met B equivalent zijn, en
omgekeerd. Maar dan wordt elk 3-centrum C
dat in H noch met A, noch met B equivalent
is, door G in een 3-centrum getransformeerd
dat in H equivalent is met C, hetgeen een te-
genspraak is.

Als de handtekening van H gelijk is aan
[g(2,2,2,2)], kan het echter gebeuren dat er
een glijspiegeling G is zonder dat er spiegel-
lijnen zijn, namelijk als de 2-centra een recht-
hoekig rooster vormen. Als A, B, C en D 2-
centra zijn die een rechthoek ABCD vormen
van minimale zijdelengten, dan is er een glij-
spiegeling G met GA = C en GB = D. In feite
zijn er zelfs twee van die glijspiegelingen met
assen door het middelpunt van die rechthoek
die evenwijdig aan de zijden zijn. Er zijn dan
twee niet-equivalente soorten 2-centra en het
patroon heeft handtekening [g(2,2) x].

Geval 4: er zijn spiegellijnen en rotatiecentra
die niet op spiegellijnen liggen. Ten slot-
te bekijk ik het geval dat er spiegellijnen zijn
en rotatiecentra die niet op spiegellijnen lig-
gen. Het kan voorkomen dat alle spiegellij-
nen parallel zijn. Neem aan dat ze verticaal
zijn. Rotatiecentra die niet op die spiegellij-
nen liggen, kunnen dan alleen maar 2-centra
zijn en ze moeten precies midden tussen twee
naburige spiegellijnen in liggen. Als A zo’n 2-
centrum is, moeten er op de verticale lijn door
Anog meer van die centra liggen. LaatB het 2-
centrum zijn dat het dichtst bovenA ligt. Dan
zijn de 2-centraA en B niet equivalent, en elk
ander 2-centrum is equivalent met A of B. De
handtekening van dit patroon is [g(2,2) s].

Als er spiegellijnen in meerdere richtingen
zijn, kan het voorkomen dat alle rotatiecen-
tra op spiegellijnen 2-centra zijn. De spiegel-
lijnen vormen dan een rechthoekig rooster en
de rotatiecentra die niet op een spiegellijn lig-
gen moeten dan in de middelpunten van die
rechthoeken liggen. Ze zijn dan allemaal equi-
valent via de spiegelingen in de lijnen van het
rooster. Als het 2-centra zijn, zijn er twee soor-
ten 2-centra op de snijpunten van de spiegel-
lijnen, en de handtekening is dan [g(2) s(2,2)].
Als de middelpunten van de rechthoeken 4-
centra zijn, moet het rooster van spiegellij-
nen een vierkantenrooster zijn. Alle snijpun-
ten van roosterlijnen zijn dan equivalente 2-
centra en de handtekening is [g(4) s(2)].

Ten slotte, als er q-centra van orde q ≥ 3

op spiegellijnen liggen, dan heeft de onder-
groep van alle isometrieën in G die voortge-



11 11

11 11

Jan van de Craats Symmetrie op de bol en in het vlak NAW 5/12 nr. 4 december 2011 251

bracht wordt door alle spiegelingen als hand-
tekening [s(3,3,3], [s(4,4,2)] of [s(6,3,2)]. Maar
in de laatste twee gevallen zijn de ‘cellen’
die door de spiegellijnen worden begrensd
rechthoekige driehoeken, en dan kunnen er
geen rotatiecentra zijn die niet op spiegellij-
nen liggen. Dat kan wél in het geval [s(3,3,3)].
Dan zijn de cellen gelijkzijdige driehoeken,
en in de centra daarvan kunnen 3-centra wor-
den geplaatst. Dan worden alle 3-centra op de
spiegellijnen equivalent, en de handtekening
van dit patroon is [g(3) s(3)].

Hiermee is de beschrijving van alle typen
behangpatronen voltooid. Met het oog op
Conways ‘magic theorems’ die nog ter spra-
ke zullen komen, merk ik op dat je direct
kunt controleren dat bij alle achirale patro-
nen waarin rotatiecentra voorkomen, voldaan
is aan de vergelijking

1 =
∑ (

1
2
− 1

2q

)
+
∑ (

1− 1
p

)
, (9)

die hetzelfde is als vergelijking (4) voor achi-
rale strookpatronen. De p-sommatie strekt
zich daarbij uit over alle equivalentieklassen
van rotatiecentra die niet, en de q-sommatie
over alle klassen van centra die wél op spie-
gellijnen liggen.

Samenvatting
In Tabel 5 vat ik de verkregen resultaten sa-
men. De symmetriegroepen van de chirale
patronen heten rotatiegroepen (bedenk dat
translaties kunnen worden opgevat als rota-
ties met rotatiehoek 0 en centrum op onein-
dig). Groepen waarin alle rotatiecentra (voor
zover aanwezig) op spiegellijnen liggen, he-
ten spiegelingsgroepen en groepen van achi-
rale patronen waarin rotatiecentra voorkomen
die niet op spiegellijnen liggen, heten ge-
mengde groepen.

Conways ‘Magic Theorems’
Een van de meest intrigerende zaken in de
behandeling van de symmetriepatronen in [1]
is het gebruik van ‘magic theorems’ om de
opsomming van symmetriepatronen te verge-
makkelijken. Deze stellingen worden al in het
begin van het boek gebruikt, maar de bewij-
zen ervan worden steeds maar uitgesteld. Dat
komt omdat de bewijzen die de auteurs uit-
eindelijk geven, gebruik maken van geavan-
ceerde topologische hulpmiddelen zoals het
begrip orbifold, de Euler karakteristiek en de
classificatie van oppervlakken. In mijn meer
elementaire behandeling van symmetrische
patronen op de bol en in het vlak krijg ik ze

JvdC Con orde

Rozetpatronen [g(N)] N• N

[s(N)] ∗N• 2N

Bolpatronen [g(N,N)] NN N

(parametrisch) [s(N,N)] ∗NN 2N

[g(N) s] N∗ 2N

[g(N) x] N× 2N

[g(N,2,2)] 22N 2N

[s(N,2,2)] ∗22N 4N

[g(2) s(N)] 2∗N 4N

Bolpatronen [g(3,3,2)] 332 12

(platonisch) [s(3,3,2)] ∗332 24

[g(3) s(2)] 3∗2 24

[g(4,3,2)] 432 24

[s(4,3,2)] ∗432 48

[g(5,3,2)] 532 60

[s(5,3,2)] ∗532 120

Tabel 6 Notaties voor eindige symmetriepatronen

JvdC Con Int

Strook- [g(∞,∞)] ∞∞ p111

patronen [s(∞,∞)] ∗∞∞ pm11

[g(∞) s] ∞∗ p1m1

[g(∞) x] ∞× p1a1

[g(∞,2,2)] 22∞ p112

[s(∞,2,2)] ∗22∞ pmm2

[g(2) s(∞)] 2∗∞ pma2

Behang- [O] O p1

patronen [s s] ∗∗ pm

[s x] ∗× cm

[x x] ×× pg

[g(2,2) s] 22∗ pmg

[g(2,2) x] 22× pgg

[g(2,2,2,2)] 2222 p2

[g(2) s(2,2)] 2∗22 cmm

[s(2,2,2,2)] ∗2222 pmm

[g(3,3,3)] 333 p3

[g(3) s(3)] 3∗3 p31m

[s(3,3,3)] ∗333 p3m1

[g(4,4,2)] 442 p4

[g(4) s(2)] 4∗2 p4g

[s(4,4,2)] ∗442 p4m

[g(6,3,2)] 632 p6

[s(6,3,2)] ∗632 p6m

Tabel 7 Notaties voor strookpatronen en behangpatronen

als bijvangst cadeau. Ik wijs er echter op dat
Conways bewijs dieper inzicht geeft en ook
gebruikt kan worden bij algemenere symme-

trieproblemen, zoals blijkt uit de delen II en
III van het boek.

Allereerst definiëren Conway, Burgiel en
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Goodman–Strauss bij elke symmetrie-eigen-
schap van een patroon die in een handte-
kening voorkomt, op de volgende manier de
‘kosten’ ervan. In plaats van ‘kosten’ gebruik
ik liever de term ‘gewicht’.
− Voor een equivalentieklasse vanp-voudige

rotatiecentra die niet op spiegellijnen lig-
gen, is het gewicht 1− 1

p .

− Voor een equivalentieklasse vanq-voudige
rotatiecentra die op spiegellijnen liggen, is
het gewicht 1

2 −
1

2q .

− Voor een symbool ‘s’ (met of zonder haak-
jes erachter) is het gewicht 1.

− Voor een symbool ‘x’ is het gewicht 1.
− Voor het symbool ‘g’ is het gewicht 0.
− Voor het symbool ‘O’ is het gewicht 2.

Merk op dat voor equivalentieklassen van
∞-voudige rotatiepunten (die voorkomen in
strookpatronen) het gewicht gelijk is aan 1

als ze niet op spiegellijnen liggen, en 1
2 als

ze wel op spiegellijnen liggen (laat p → ∞,
respectievelijk q → ∞). Ik geef nu Conways
Magic Theorems.

Conways Magic Theorem voor bolpatronen.
Het totale gewicht van de handtekening van
een bolpatroon met een symmetriegroep van
orde n is 2− 2

n .

Bewijs. Voor chirale patronen is dit vergelij-
king (1). Voor achirale patronen is dit vergelij-

king (2) als je bij de beide leden 1 optelt om
het symbool ‘s’ of het symbool ‘x’ in rekening
te brengen.

Conways Magic Theorem voor strookpatro-
nen en behangpatronen. Het totale gewicht
van de handtekening van een strookpatroon
of een behangpatroon is 2.

Bewijs. Voor chirale strookpatronen is dit ver-
gelijking (3). Voor achirale strookpatronen is
dit vergelijking (4) als je bij de beide leden
1 optelt om het symbool ‘s’ of het symbool
‘x’ in rekening te brengen. Zie voor chirale be-
hangpatronen vergelijking (7) en de opmer-
kingen erna. Voor achirale behangpatronen is
het vergelijking (9) als je bij de beide leden 1

optelt om het symbool ‘s’ of het symbool ‘x’ in
rekening te brengen. Ook bij de overblijvende
gevallen [s s], [s x] en [x x] is het totale gewicht
van de handtekening steeds gelijk aan 2.

Enige opmerkingen over notaties
Conways ‘signature notation’ is veel compac-
ter dan die van mij. Hij laat alle haakjes en
de letter ‘g’ weg. Voor mijn letters ‘s’ en ‘x’
gebruikt hij respectievelijk de symbolen ∗
en ×. Hij zet zijn handtekening in vette let-
ters en cijfers. Zo luiden bijvoorbeeld mijn
handtekeningen [g(2) s(2,2)] en [s x] bij hem
2∗22 en ∗×.

Merk daarbij op dat Conway de ster (∗) niet
alleen gebruikt om rotatiecentra op spiegels
aan te duiden, maar ook als scheidingsteken:
elk getal ervoor heeft betrekking op rotatie-
centra die niet op spiegels liggen terwijl elk
getal erna rotatiecentra op spiegels aanduidt.
Ik heb Conways notatie aangepast omdat ik
denk dat beginners moeite hebben om alle
subtiliteiten ervan op het eerste gezicht te
doorgronden.

In Tabel 6 zet ik mijn notatie (JvdC) naast
die van Conway (Con) en in Tabel 7, bij de
strookpatronen en de behangpatronen, de
notatie van de International Tables for X-ray
Crystallography (Int). Voor eindige symme-
triegroepen zet ik er ook de orde n van de
symmetriegroep bij. Bij bolpatronen is het to-
tale gewicht van een handtekening gelijk aan
2− 2

n , en de lezer zal dit misschien nogmaals
willen controleren.

Zie [1, p. 416] voor tabellen waarin Con-
ways ‘signature notation’ voor de bolpatronen
en de behangpatronen naast die van eerdere
auteurs is gezet. k

Alle illustraties in dit artikel zijn van de hand van de
auteur.

Referenties
1 John H. Conway, Heidi Burgiel en Chaim

Goodman-Strauss, The Symmetries of Things,
A.K. Peters, Ltd., Wellesley, Massachusetts,
2008.

2 H.S.M. Coxeter, Introduction to Geometry, sec-
ond edition, John Wiley & Sons, Inc., New York,
1969.
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