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Onderzoek

Vallende polymeerdraden
vormen Lissajouspatronen

In fabrieksprocessen vind je overal wiskundige fenomenen. Bijvoorbeeld bij de industriële
productie van polymeermatten, die onder andere gebruikt worden om te voorkomen dat rivier-
dijken afkalven. Een polymeerdraad valt in vloeibare toestand loodrecht op een horizontaal
bewegende band. Op de band vormt de polymeerdraad patronen waarvan de vorm afhankelijk
is van de snelheid van de band. De patronen die hierbij ontstaan, blijken te kunnen worden
beschreven door Lissajousfiguren, in de elektrotechniek al veel langer bekend. De resultaten
van dit onderzoek geven houvast bij het inrichten van het productieproces, bijvoorbeeld om
de omzet te verhogen bij constante kwaliteit van de geproduceerde matten.

Jules Antoine Lissajous (1822–1880) is voor
natuurkunde- en elektrotechniekstudenten
de uitvinder van de ‘Lissajous-figuren’, geslo-
ten krommen die zich vormen wanneer twee
trillingen langs loodrechte lijnen worden ge-
superponeerd. In 1855 ontwierp Lissajous een
eenvoudige optische methode om samenge-
stelde trillingen te bestuderen. Hij monteer-
de een spiegel aan elk van twee trillende ob-
jecten en richtte een lichtbundel op een van
de spiegels. Deze bundel werd weerkaatst
naar de andere spiegel en van deze tweede
spiegel op een scherm. Op dit scherm vorm-
de de dubbel weerkaatste bundel een twee-
dimensionaal patroon. Op deze manier con-
strueerde Lissajous een voorloper van de os-
cilloscoop. Overigens werden de Lissajous-
figuren reeds eerder ontdekt en onderzocht
door de Amerikaanse wetenschapper Natha-
niel Bowditch (1773-1838) die de patronen
reeds in 1815 liet voortbrengen door een sa-
mengestelde slinger.

Elke samengestelde trilling wordt wiskun-
dig beschreven door een samenstelling van
twee eenvoudige harmonische bewegingen,
zoals sinusoı̈dalen

xL (t) = Ax sin (ωxt +ϕx) ,

yL (t) = Ay sin
(
ωyt +ϕy

)
,

(1)

Hierbij geeft de onafhankelijke variabele t de
tijd aan, de parametersAx enAy de amplitu-
des, ωx and ωy de hoekfrequenties, en ϕx
and ϕy de fases. De samengestelde trilling
wordt voorgesteld door de kromme(

xL (t) ,yL (t)
)
, t ≥ 0

in het
(
x,y

)
-vlak. De kromme beschrijft een

patroon dat begrensd wordt door de zijden
van de rechthoek −Ax ≤ x ≤ Ax , −Ay ≤
y ≤ Ay in dat vlak.

De patronen laten alleen een gesloten (pe-
riodieke) kromme zien als de verhouding van
de frequentiesωx/ωy een rationaal getal is.
Alsωx/ωy irrationaal is, laat een wiskundig
bewijs, dat de eigenschappen van de verza-
meling der reële getallen ten volle uitbuit, zien
dat ieder punt van de rechthoek willekeurig
dicht ligt bij een punt van de kromme of, an-
ders gezegd, de kromme bezoekt iedere open
deelverzameling van de rechthoek oneindig
vaak. Toch is de kromme niet ‘vullend’ [2]; ge-

gevenx∗ ∈ [−Ax , Ax] dan wordt het lijnseg-
ment

(
x∗, y

)
, y ∈

[
−Ay , Ay

]
slechts aftel-

baar vaak door de kromme bezocht, terwijl de
kardinaliteit van dit lijnsegment niet gelijk is
aan de kardinaliteit van de verzameling der
natuurlijke getallen.

Keuze van faseverschillen ϕx − ϕy en
frequentieverhoudingenωx/ωy bepalen het
type Lissajousfiguur. Bijvoorbeeld, voorωx =

ωy en ϕx = ϕy volgt de kromme de diago-
naal van de rechthoek

y =
Ay
Ax

x, −Ax ≤ x ≤ Ax ;

voorωx =ωy enϕy −ϕx = 1
2π de ellips

(
x
Ax

)2

+

(
y
Ay

)2

= 1;

en voor ωy = 2ωx en ϕy − ϕx = 1
2π de

parabool

y
Ay

= 1− 2
(
x
Ax

)2

, −Ax ≤ x ≤ Ax ,

waarbij we de gelijkheid cos 2α = 1−2 sin2α
hebben gebruikt. In al deze gevallen is de pe-
riode van de kromme T = 2π/ωx . Een uit-
gebreid overzicht van de verscheidene Lissa-
jousfiguren wordt in [7] gepresenteerd.

Patronen die erg veel lijken op de Lissa-
jousfiguren kunnen worden verkregen uit een
experiment dat qua uitvoering zelfs eenvou-
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Figuur 1 Het experiment, waarbij een gesmolten
polymeerdraad valt op een bewegende band

diger is dan het experiment dat Lissajous be-
dacht had. Benodigheden zijn stroop, een le-
pel en een dienblad dat met een constante
snelheid in een gegeven richting kan worden
verschoven. Vul de lepel met stroop en laat
de stroop van de lepel glijden op het be-
wegende dienblad van 10 centimeter hoog.
De stroop vormt een ‘vloeibare draad’ die
op het bewegende oppervlak van het dien-
blad een stikpatroon vormt zoals het pa-
troon van de stikdraad op een naaimachi-
ne. Er zijn reeds veel studies gemaakt naar
dit kronkelend verschijnsel waarbij de vallen-
de stroop beschouwd wordt als een visceu-
ze vloeistofdraad en het bewegende dienblad
vervangen is door een band met een goed-
gecontroleerde snelheid [1, 3–6]. Met behulp
van experimenten of simulaties gebaseerd op
een wiskundig model probeert men relaties
vast te stellen tussen de procesparameters
(de valhoogte, de beginsnelheid van de draad
en de snelheid van de band), de materiaalpa-
rameters (viscositeit en massadichtheid van
de vloeistof), en de vorm van het patroon dat
op de band wordt gevormd door de visceu-
ze draad. Om dergelijke relaties te vinden is
een beschrijving van deze patronen vereist. In
concreto, als we met de variabele x de rich-
ting beschrijven waarin de band beweegt en
met de variabele y de richting loodrecht op
bandrichting, dan schrijven we de patronen,
die de vallende draad vormt, als een vlakke
kromme

x (t) = Vbelt t + xC (t) ,

y (t) = yC (t) ,
(2)

waarin de variabele t de tijd beschrijft enVbelt

de snelheid van de band.
In dit artikel tonen we aan dat de kromme(

xC (t) ,yC (t)
)
, t ≥ 0

een Lissajous-kromme is, zodat zowel xC (t)
en yC (t) eenvoudige sinusoı̈dalen zijn ge-
definieerd in vergelijking (1). We laten zien
welk effect de keuze van de bandsnelheid en

de valhoogte heeft op de patronen verkregen
met deze wiskundige uitdrukking, en dus op
de hoekfrequenties ωx en ωy , de fases ϕx
en ϕy , en de amplitudes Ax en Ay . We stel-
len de volgende hypothese: de patronen die
de visceuze draad op de band vormt, kunnen
worden beschreven door Lissajous-figuren
gebaseerd op eenvoudige sinusoı̈dalen. Als
we dit mogen aannemen, dan kan het on-
derzoek naar het dynamisch gedrag van zo’n
vallende polymeerdraad met behulp van zeer
complexe wiskundige modellen [4], zich rich-
ten op het bepalen van de fundamentele fre-
quenties en bijbehorende amplitudes en fa-
ses die bij het gewenste patroon passen. Zo-
doende wordt de complexiteit van de analyse
van het wiskundig model sterk gereduceerd.
Als alternatief zouden we middels een statisti-
sche proefopzet relaties kunnen bepalen tus-
sen de parameters die de patronen beschrij-
ven,en de parameters die het materiaal en het
proces beschrijven.

Het experiment
Voor de validatie van onze hypothese hebben
we gebruik gemaakt van experimenten, zoals
in figuur 1, om inzicht te krijgen in de verschei-
dene factoren die een rol spelen in het pro-
ductieproces van polymeermatten. Zo’n po-
lymeermat (zie figuur 2) bestaat uit vele po-
lymeerdraden die onderling versmolten zijn
tot een drie-dimensionale structuur. De po-
lymeerdraden vallen parallel aan elkaar op
een bewegend oppervlak; er wordt in het pro-
ductieproces handig gebruik gemaakt van het
kronkelen. Naast experimenten hebben we
numerieke simulaties uitgevoerd, gebaseerd
op wiskundige modellen, om de relaties te
vinden tussen enerzijds proces- en materiaal-
parameters en anderzijds productieparame-
ters. We doelen hierbij op de diameter van
de lussen (amplitude) en het aantal lussen
per lengte-eenheid (frequentie) in het patroon
dat op de band gevormd wordt, en ook de
dikte van de draad. De productieparameters
beschrijven de kwaliteit van het product. Zo-
als in elk productieproces is het doel de om-
zet te vergroten bij gelijkblijvende kwaliteit.
In dit geval zou dit kunnen betekenen dat de
aanvangssnelheid van de polymeerdraad en
de bandsnelheid worden verhoogd terwijl de
valhoogte wordt verkleind. De simulaties zijn
er dus op gericht de optimale materiaal- en
procesparameters te bepalen.

In de experimentele opstelling wordt ge-
smolten polymeer door een spingat geperst;
het polymeer vormt een draad die vanaf het
spingat met zekere beginsnelheid valt op een
bewegende band met een constante snelheid

Figuur 2 Een polymeermat, geproduceerd met meerdere
polymeerdraden

Vbelt, zie figuur 1. Er worden stalen met een
lengte van 20 cm genomen van de patronen
die de draad vormt op de band, zie figuur 3.
Voor elk van deze stalen worden de corre-
sponderende amplitudes, frequenties en fa-
ses bepaald. De tijd wordt nauwkeurig afge-
stemd en het resulterende wiskundige model
van het patroon

x(t) = Vbelt t +Ax sin (ωx t +ϕx)

y(t) = Ay sin
(
ωy t +ϕy

)
,

(3)

wordt op schaal vergeleken met het corre-
sponderende, experimenteel verkregen pa-
troon.

In figuren 3 en 4 staan de stalen die bij
de experimenten zijn verkregen. Elke staal,
uitgelegd op de bewegende band in een ze-
ker patroon, behoort bij een specifieke snel-
heid van de band. De valhoogte in figuur 4 is
7/3 keer groter dan de valhoogte in figuur 3.
Het gevolg is dat de draden van figuur 4 de
band met een hogere snelheid bereiken dan
draden in figuur 3. Staal 1 in figuur 3, verkre-
gen bij hoge bandsnelheid, toont een patroon
zonder lussen. Door de snelheid van de band
te verlagen ontstaan patronen met incomple-
te lussen, de meanderpatronen (stalen 2-5),;
verlagen we de snelheid nog meer dan zien we
symmetrische lussen ontstaan die spiraalvor-
mige patronen vormen (stalen 6 and 7). Voor
een grotere valhoogte observeren we hetzelf-
de fenomeen maar met een andere tendens,
zie figuur 4: voor relatief hoge bandsnelheden
vertonen de patronen asymmetrische lussen
die achtvormige patronen beschrijven (sta-
len 8-11) en voor lagere bandsnelheden de
gebruikelijke spiraalvormige patronen (stalen
12-14).

Wiskundige beschrijving
Om de verkregen patronen wiskundig te be-
schrijven gebruiken we vergelijking (3). Daar-
bij nemen we voor de bandsnelheid de ech-
te snelheid zoals deze in het experiment is
gebruikt. We bepalen de amplitudes Ax en
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Figuur 3 Boven: Polymeerstalen bij een relatief kleine
valhoogte en variërende bandsnelheid Vbelt (in ): (1) 7.3 ,
(2) 6.3 , (3) 5.3 , (4) 4.3 , (5) 3.3 , (6) 2.3 , (7) 1.3

Figuur 4 Polymeerstalen bij een relatief grote valhoog-
te en variërende bandsnelheid Vbelt (in ): (8) 14.6 ,
(9) 12.6 , (10) 10.6 , (11) 8.6 , (12) 5.6 , (13) 3.6 , en
(14) 2.3

Ay , de frequenties fx = ωx/(2π ) en fy =

ωy/(2π ), en de fases ϕx en ϕy , overeen-
komstig de volgende vuistregels:
• We zetten de faseϕy op 0.
• De amplitudeAy is de helft van de breedte

van de staal.
• Voor de bepaling van de frequenties on-

derscheiden we een meanderpatroon, een
spiraalvormig patroon en een achtvormig-
patroon.

Voor een meanderpatroon tellen we het aan-
tal keren Ny dat het patroon de denkbeel-
dige lijn y = 0 doorsnijdt voor gegeven
staallengte L. De tijd tL die nodig is om de
staal ter lengte L te vormen is gelijk aan
tL = L/Vbelt, zodat de frequentie fy van
het meanderpatroon bepaald kan worden uit
fy = 1

2Ny/tL = NyVbelt/(2L). Om een mean-
derpatroon te krijgen moet bovendien de ver-
houding fx:fy gelijk zijn aan 2:1, want in dat
geval wordt de golfbeweging, voortgebracht
door de beweging in de y-richting, niet ver-
anderd. De golven zijn zo wijd mogelijk en
symmetrisch als de beweging in de x-richting
precies in antifase is met de beweging in de
y-richting, dit betekent dat ϕx = π . De am-
plitude Ax wordt door een trial-and-error af-
stemming bepaald.

staal Vbelt Ay fy Ax fx ϕx[
m

min

]
[cm] [Hz] [cm] [Hz] [o]

2 6.3 0.9 1.5 0.1 3.0 180
3 5.3 1.2 1.6 0.1 3.2 180
4 4.3 1.5 1.6 0.15 3.2 180
5 3.3 1.6 1.65 0.2 3.3 160

Tabel 1 Amplitudes, frequenties and fases voor de mean-
derpatronen (staal 2, 3, 4 en 5) van figuur 3. De frequentie-
verhouding is fx = 2fy .

staal Vbelt Ay fy Ax fx ϕx[
m

min

]
[cm] [Hz] [cm] [Hz] [o]

6 2.3 1.1 1.7 1.3 1.7 115
7 1.3 1.2 1.7 1.4 1.7 90

12 5.6 0.7 5.4 1.0 5.4 -120
13 3.6 0.8 6.4 0.6 6.4 -100
14 2.6 0.7 6.8 0.6 6.8 -90

Tabel 2 Amplitudes, frequenties and fases voor de spiraal-
vormige patronen (stalen 6, 7, 12, 13 and 14) van figuren 3
en 4. De frequentieverhouding fx : fy is 1 : 1.

staal Vbelt Ay fy Ax fx ϕx[
m

min

]
[cm] [Hz] [cm] [Hz] [o]

8 14.6 0.3 1.6 4.7 1.07 0
9 12.6 0.3 2.9 2.6 1.93 0
10 10.6 0.3 4.0 1.8 2.67 0
11 8.6 0.5 5.4 1.3 3.60 0

Tabel 3 Amplitudes, frequenties en fases voor de acht-
vormige patronen (stalen 8, 9, 10 en 11) van figuur 4. De
frequentieverhouding is fx : fy is 2 : 3.

Voor spiraalvormige en achtvormige patronen
tellen we eerst het aantal lussen Ncoils in
het patroon voor de gemeten lengte L van
de staal. In elke lus verandert de beweging
van de x-coördinaat zijn richting tweemaal:
startend met een beweging in de richting van
de bewegende band, de positieve x-richting,
naar een beweging tegengesteld aan de be-
wegende band, en terug naar een beweging
met de bandrichting. Dus, omdat in de peri-
ode T = 1/fx één lus wordt gevormd, vol-
doet de frequentie fx voor spiraalvormige en
achtvormige patronen aan fx = Ncoils/tL =

NcoilsVbelt/L. Voor een spiraalvormig patroon
passeert de draad de denkbeeldige lijny = 0

tweemaal zodat fy = fx .
Voor een achtvormig patroon wordt de lijn

y = 0 driemaal gepasseerd zodat de verhou-
ding fx:fy voor deze patronen gelijk is aan
2:3. De scheve stand van de lussen wordt be-
paald door de fase ϕx . Om een volledige lus
te maken in de periode ter lengte T = 1/fx
zullen er twee tijdstippen zijn waarop de af-
geleide dx/dt gelijk aan nul is. Dat betekent
dus dat de vergelijking, analoog aan vergelij-
king (3),

Vbelt +ωxAx cos (ωxt +ϕx) = 0

twee nulpunten heeft in het interval 0 ≤ t ≤
1/fx . Hieruit volgt dat voor spiraalvormige en

Figuur 5 Meanderpatronen verkregen middels toepassing
van Vergelijking (3) met de parameter waarden van tabel 1,
behorende bij de meanderpatronen van stalen 2, 3, 4 and 5
van figuur 3 die verkregen zijn uit experimenten

Figuur 6 Spiraalvormige patronen verkregen door toe-
passing van Vergelijking (3) met de parameterwaarden van
tabel 2, behorende bij de stalen 6, 7, 12, 13 en 14 van fi-
guren 3 en 4 verkregen uit experimenten

Figuur 7 Achtvormige patronen verkregen door toepas-
sing van Vergelijking (3) met de parameterwaarden uit de
tabel 3, behorende bij de stalen 8, 9, 10 en 11 van figuur 4
verkregen uit experimenten

achtvormige patronen, de amplitudeAx moet
voldoen aan

Ax ≥
Vbelt

ωx

In tabellen 1, 2, en 3 geven we de aldus ge-
meten waarden van de vijf parameters (Ax ,
Ay , fx , fy en ϕx) voor de meanderpatro-
nen, spiraalvormige patronen en achtvormi-
ge patronen. In de figuren 5, 6, en 7 staan
de grafieken van de bijbehorende modelpa-
tronen die als test van onze hypothese ver-
geleken kunnen worden met de foto’s van de
overeenkomstige stalen: figuur 3 met stalen
1-5, figuren 3 en 4 met stalen 6, 7, 12-14, en
figuur 4 met stalen 8-11.
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Figuur 8 Lissajousfiguur (0) dat behoort bij de me-
anderpatronen (fx = 2fy ) van figuur 5. Hierbij is
Ay = 1.2 cm, Ax = 0.6 cm,ϕy = 0 ,ϕx = π .

Figuur 9 Lissajousfiguur (0) dat behoort bij de spiraal-
vormige patronen (fx = fy ) van figuur 6. Hierbij is
Ay = 1.0 cm, Ax = 1.2 cm,ϕy = 0 ,ϕx = π/2.

De Lissajousfiguren die we krijgen als we de
patronen van figuren 5, 6, en 7 beschrijven

Figuur 10 Lissajousfiguur (0) dat hoort bij de achtvor-
mige patronen (3fx = 2fy ) van figuur 7. Hierbij is
Ay = 1.2 cm, Ax = 1.2 cm,ϕy = ϕx = 0.

Figuur 11 Fantasiepatroon (linker plaatje, Vbelt = 3 ) en
de bijbehorende Lissajoufiguur figure (rechter plaatje, 0),
voor fx/fy = 5/2 , fy = 1.5 Hz, Ay = Ax = 1.2 cm,
ϕy = ϕx = 0

in
(
xC (t) ,yC (t)

)
, zijn weergegeven in figu-

ren 8, 9, en 10. Of het patroon in figuur 11
ooit in een experiment zal worden waargeno-

men is de vraag, maar het bewijst dat mid-
dels de eenvoudige beschrijving van vergelij-
king (3)een schat aan kunstzinnige uitingen
kunnen worden vorm gegeven.

Conclusie
In dit artikel wilden we aantonen dat met
eenvoudige wiskunde relevante aspecten van
complexe natuurkundige processen kunnen
worden beschreven. De patronen die die val-
lende polymeerdraad vormen, vertonen wet-
matigheid en symmetrie die zich lenen voor
een wiskundige beschrijving. In dit geval zijn
het de Lissajous-figuren, reeds bekend uit
de electrotechniek en al twee eeuwen gele-
den ontdekt. We hebben onze bewering ge-
valideerd aan de hand van een analyse van
16 stalen, verkregen vanuit een laboratori-
um opstelling onder gecontroleerde omstan-
digheden. Afhankelijk van de snelheid van
de band vormt de draad patronen die we in
drie groepen hebben opgedeeld: meander-
patronen, spiraalvormige patronen, en acht-
vormige patronen. We hebben aangegeven
hoe de verschillende modelparameters geko-
zen moeten worden om de patronen met het
Lissajous-model te reproduceren. Van bijzon-
der belang voor diepzinniger modellering is
de verhouding van de frequenties in relatie
tot het patroon. k
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