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Onderzoek

Over luie studenten, groepsdynamica
en pokeren

Welke wiskundige theorie kan aanspraak maken inzicht in het menselijk gedrag te geven, bio-
logische fenomenen te verklaren, en onderwijl de optimale strategische keuzes in kansspelen
te bepalen? De auteurs geven een beknopt overzicht van de speltheorie gemotiveerd door en-
kele eenvoudige toepassingen die verrassende inzichten geven. Omdat Nederland sinds enige
jaren volledig in de ban is van het pokeren, richten ze hun aandacht vooral op dit gok- en
familiespel.

Speltheorie is een interdisciplinaire onderne-
ming met als doel het opstellen en analyse-
ren van intelligent gedrag in situaties waar be-
slissingen moeten worden genomen. Dit stre-
ven opent niet alleen deuren voor belangrijke
toepassingen in biologische, economische en
sociale contexten [11], maar levert ook inte-
ressante gemotiveerde wiskunde op [7]. Om-
dat de grondlagen van de speltheorie met ele-
mentaire wiskundige kennis te begrijpen zijn,
en de inzichten vaak verrassen, is dit vak ook
een ideale aanvulling op de standaard lesstof
in het onderwijs. Frank Thuisman’s Spelen en
Delen in de Zebra-reeks is een voorbeeld voor
een benadering op vwo-niveau [23], en Ed-
ward Packel’s The Mathematics of Games and
Gambling bevat ook een hoofdstuk over spel-
theorie op vergelijkbaar niveau [21].

Sinds zijn ontstaan wordt speltheorie op
kansspelen toegepast. Zo bespreken von
Neumann en Morgenstern in hun klassieke
Theory of Games and Economic Behavior een
eenvoudig model voor pokeren [24]. Door de
opkomst van het internet en de mogelijkheid
online te spelen is de populariteit van poke-
ren de laatste jaren overal ter wereld erg ge-
stegen. De aandacht van de media is enorm

sinds de inzet van online Monte Carlobere-
keningen van winkansen en miniatuur came-
ra’s die onder de kaarten van de spelers kij-
ken. Ook in Nederland is Texas Hold’Em poker
extreem populair geworden, vooral onder de
jonge generatie [1]. De speltheoretische bena-
dering wordt evenwel snel ingewikkeld, maar
eenvoudige wiskundige modellen leveren al
belangrijke inzichten op.

Filosofische grondlagen
Zoals elke goede theorie is ook de speltheo-
rie filosofisch gemotiveerd [2]. Uitgangspunt
is de aanname dat mensen de consequen-
ties van hun handelingen kunnen overzien en
beoordelen met betrekking tot hun gewenst-
heid, en op basis daarvan de voor hun meest
voordelige uitkomst kiezen. Het centrale con-
cept in de speltheorie is daarom de wense-
lijkheid, in het engels utility genoemd. De fi-
losoof Jeremy Bentham beschouwde deze als
het plezier dat onze handelingen ons geven
[8]. In het utilitarism van Bentham en John
Stuart Mill wordt de maxime van het maxima-
liseren van de utility toegepast op moreel en
politiek vlak. In de economie werd dit idee po-
pulair door Léon Walras, die een consument

beschouwde als een automaat die probeert
een utility functie te maximaliseren onder be-
perkingen die hem door zijn omgeving opge-
legd zijn.

De utility in economische toepassingen is
meestal gelijkgesteld aan de monetaire winst
omdat geld, tenminste in theorie, een uni-
verseel ruilmiddel is. Daardoor ontstaan een-
voudig paradoxen, bijvoorbeeld wanneer wij
altruïstisch gedrag willen verklaren [9]. Juist
daarom moeten wij utility in zijn oorspron-
kelijke, ethische dimensie opvatten, namelijk
als de winst voor het goede leven van een
mens [6], temidden van zijn medemensen,
waarbij dus ook esthetische, culturele en so-
ciale aspecten een rol spelen.

Strategische spellen
Omdat mensen niet alleen op de wereld zijn,
kan niet iedereen zijn utility zomaar maxima-
liseren: vaak hebben mensen tegenstrijdige
belangen, een situatie die door het argeloos
klinkende woord spel wordt omschreven [3].

Wiskundig wordt een spel gemodelleerd
door een verzameling van mogelijke acties
voor elke speler, en een pay-off-functie die
de utility van de uitkomst voor elke speler
beschrijft. Deze functie is afhankelijk van de
keuzes van alle spelers. In het geval van een
tweepersoons spel kunnen we de pay-off-
functie van elke speler als een matrix weer-
geven, met de mogelijke acties van de eerste
speler als rijen, en de acties van de tweede
speler als kolommen. Verder wordt aangeno-
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men dat utility numeriek meetbaar is, en de
elementen van de matrix reële getallen zijn,
zodat hun orde overeenkomt met de orde van
voorkeuren die elke speler aan de uitkomsten
geeft. De eenheid van de utility wordt ook util
genoemd.

Het begin van de moderne speltheorie
wordt gekarakteriseerd door de uitgave van
von Neumann en Morgensterns boek, waar-
in de auteurs gedetailleerd beschrijven hoe
een utility functie geconstrueerd kan woor-
den. Deze methode is verwant met degene die
de Bayesianen, voor wie kans een subjectieve
uitdrukking van een geloof is, gebruiken om
waarschijnlijkheden te bepalen (en die ook
in soms wat twijfelachtige tv shows wordt ge-
bruikt). Stel dat wij een keuze A de voorkeur
bovenB geven, maar dat wij ófA ófB plus wat
toegevoegde ‘aantrekkelijkheid’ X aangebo-
den krijgen. Hoeveel van deze extra utility is
nodig tot het ons niets uitmaakt welke van de
twee uitkomsten gerealiseerd wordt? Hoe veel
overtuigingskracht is er nodig om iemand een
‘indecent proposal’ te laten accepteren?

David Kreps’ omvattende inleiding in de
theorie van de rationale keuze beschrijft de-
ze methode en enkele alternatieven [17]. De
moderne, psychologische kant van de beslis-
singstheorie wordt in het boek van Hastie en
Dawes gepresenteerd [13].

Luie studenten
Twee studenten moeten samen een werkstuk
voor een college indienen. De afspraak is dat
iedereen vandaag in zijn eentje werkt, en dat
de volgende dag alleen nog maar de resulta-
ten worden samengevoegd. Elke student wil
graag een goed cijfer, maar het liefst zon-
der hard te werken. Eenvoudig gemodelleerd
heeft elke student een keuze tussen twee ac-
ties: hard werken (H) of helemaal niets doen
(N). De beste uitkomst voor elk student is
dat hij niets doet, maar zijn partner wel. De
slechtst mogelijke uitkomst is dat hij hard
werkt, maar zijn partner niet, omdat hij niet
wil worden uitgebuit. Wat is de rationele keu-
ze voor beide studenten?

De volgende matrix modelleert dit spel dat
wij werken aan een gemeenschappelijk pro-
ject zullen noemen, Martin Osborne volgend
[20]. Elk element (a,b) van de matrix geeft de
utility van de uitkomst voor de eerste speler
(a) en de tweede speler (b) aan.

speler 2

Hard werken Niets doen

Hard werken 2,2 0,3

sp
el

er
1

Niets doen 3,0 1,1

De wiskundige John Nash, de tragische
held van Sylvia Nasars boek A beautiful mind,
redeneerde als volgt: Stel dat een speler weet
wat zijn partner gaat doen. Dan kan hij geba-
seerd op deze informatie een beste antwoord
kiezen. Een Nashequilibrium is nu een strate-
gische keuze voor elke speler, zodanig dat de
strategie van elke speler het beste antwoord
is op de acties van alle andere spelers. Zo-
als Ken Binmore heeft opgemerkt, verlost een
Nash equilibrium ons van de circel die begint
met ‘ik denk dat hij denkt dat ik denk dat...’
[9] en voorziet in een stabiele strategie, die
ervaren spelers kiezen.

In het geval van ons voorbeeld, dat ook het
prisoner’s dilemma genoemd wordt, is helaas
de strategie (N,N) het unieke Nashequilibri-
um. Zou dit de reden zijn waarom studenten
het vaak zo moeilijk vinden om productief sa-
men te werken?

Gemengde strategieën
De volgende matrix modelleert een eenvoudig
spel dat matching pennies heet, waarbij twee
spelers allebei of kop (K) of munt (M) kiezen.
Als zij hetzelfde zeggen, wint de eerste speler
een util van de tweede, en anders wint de
tweede een util van de eerste [4].

speler 2

Kop Munt

Kop 1,−1 −1,1

sp
el

er
1

Munt −1,1 1,−1

Het is duidelijk dat de enige manier voor
een speler om niet een heleboel geld te verlie-
zen is, om onvoorspelbaar te zijn. De actie die
een speler kiest moet dus door een element
van toeval bepaald zijn. Wiskundig wordt dit
gemodelleerd door een kansverdeling over de
acties; wij noemen dit een gemengde strate-
gie, in tegenstelling tot de pure strategieën
(K) en (M). John Nash heeft laten zien dat
ook voor gemengde strategieën altijd tenmin-
ste één Nash equilibrium bestaat, waarbij de
deterministische uitkomst door een verwach-
ting moet worden vervangen.

Stel dat de eerste speler de gemengde
strategie (p,1−p) speelt. Dat wil zeggen dat
hij elk keer met een waarschijnlijkheid van
p > 0 kop kiest, en munt met een kans van
1 − p. De tweede speler speelt een gemeng-
de strategie (q,1 − q). Stel verder dat (p,q)

een Nashequilibrium vormen, zodat er voor
geen van beide spelers een reden is om van
zijn strategie af te wijken. Meer nog, in een
Nash equilibrium is de verwachting van de pu-
re strategieën voor elke speler gelijk: anders
zou het namelijk beter zijn om voor een van

de pure strategieën te kiezen in plaats van de
gemengde, als gevolg van de lineariteit van de
verwachting. Dit zogenoemde neutraliteitsar-
gument leidt tot

E[K] = pq − p(1− q)

= (1− p)(1− q)− (1− p)q = E[M],

met als oplossing q = 1/2. Op dezelfde ma-
nier zien we dat ook p = 1/2 optimaal is,
en het unieke Nash equilibrium van matching
pennies is dus (1/2,1/2), zoals verwacht.

Groepsdynamica
Een niet-triviale toepassing is het volgende
spel dat vaak reporting a crime of the good sa-
maritan genoemd wordt [20]. Er zijnN spelers
die allen getuige zijn van een crimineel inci-
dent. Iedereen heeft er baat bij dat de politie
wordt gebeld omdat daarmee het slachtoffer
wordt geholpen. Aan de andere kant geeft ie-
dereen er de voorkeur aan dat iemand anders
belt. Elke speler heeft dus de keuze tussen
de twee acties bellen (B) of niets doen (N).
De payoff van een speler is 0 als niemand
belt, een beloning van v > 0 als tenminste
éen andere speler belt, en een beloning van
v − c > 0 als tenminste hij belt — en eventu-
eel ook nog iemand anders. Met een neutra-
liteitsargument kunnen wij, als zoëven, een
gemengd Nashequilibrium vinden. Laten we
de kans waarmee een van de spelers belt p
noemen. De kans dat niemand van de N − 1

andere spelers belt is (1− p)N−1. Dan is

E[B] = v − c = E[N]

= v · P [iemand anders belt]

= v · (1− P [niemand anders belt]),

wat uiteindelijkp = 1− (c/v)1/(N−1) oplevert.
We zien dat wanneer het aantal spelers toe-
neemt, de waarde vanp afneemt. De kans dat
niemand de politie belt is

(1− p)N = (c/v)1+1/(N−1),

en deze neemt asymptotisch af tot een waar-
de van c/v. Hoe kunnen we dit resultaat in-
terpreteren? Stellen wij bijvoorbeeld v = 10

en c = 1, dan wordt bij een voldoende aantal
spelers in éen van tien gevallen de politie niet
gebeld.

Wat dit in de praktijk voor gevolgen kan
hebben, laten wij aan de verbeelding van de
lezer over. Het bijbelverhaal over de barmhar-
tige Samaritaan stemt echter hoopvol: drie
spelers bleek al voldoende om tot het gewen-
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ste resultaat te komen (Lukas 10, 30–37).

Optimaal pokeren
De wiskundige analyse van het pokeren heeft
met enkele moelijkheden te maken, onder an-
dere veroorzaakt door het feit dat de orde van
winkansen van pokerhanden (de verzameling
kaarten die tot de beschikking van een spe-
ler staan) niet transitief is [5]. Daarom worden
er vooral eenvoudige modellen bestudeerd.
Hiervan is het voordeel dat deze modellen
meestal breed toepasbaar zijn, en ook niet
van de pokervariant die gespeeld wordt, af-
hangen. Juist daarom hoeven wij hier ook niet
de regels van poker tot in detail uitleggen (een
goede introductie is te vinden in [18]) en wer-
ken we met algemene principes.

In het begin van het spel moet elke spe-
ler een verplichte inzet doen, de zogenoem-
de ante, pas daarna worden de kaarten uitge-
deeld. Daarop volgen een aantal ronden van
bieden. Voor het begin van van het bieden
kunnen in sommige ronden kaarten gewis-
seld worden, of komen er kaarten open op
tafel bij.

Een speler die aan de beurt is heeft een
aantal strategische mogelijkheden. Het is al-
tijd mogelijk om uit het spel te stappen (fold)
en de verzamelde inzet (de pot) aan de reste-
rende spelers over te laten. Als er in een ron-
de tot nu toe geen bod gedaan is, is het ook
mogelijk niets te doen (check), of een spe-
ler kan een inzet doen (bet) die door alle an-
dere spelers moet worden gematched. Maar
als er al een bet bestaat, moet deze gemat-
ched worden (call) om in het spel te blijven,
en kan zelfs verhoogd woorden (raise). In de
limit poker varianten zijn deze inzetten aan
sterke beperkingen onderworpen, in no-limit
poker bestaat er geen bovengrens.

Een eerste niet-triviaal inzicht is dat de an-
te het spel pas mogelijk maakt. Zonder ante
zou het veel te gevaarlijk zijn om met iets an-
ders dan de (unieke) beste hand een inzet
te doen. Aan de andere kant, als de ante erg
hoog is, dan moet een speler bijna elk bod be-
antwoorden, omdat zijn verwachting van een
aandeel uit de pot (zijn pot odds) zelfs bij
slechte kaarten nog steeds positief is [22].

De aard van het bluffen
De dynamica van pokeren komt voort uit
het bestaan van niet-toegankelijke informa-
tie. Omdat een deel van de kaarten van de
tegenstanders onbekend zijn, kan een spe-
ler niet weten of hij de winnende hand (the
nuts) heeft, of een verliezende hand (dead
hand). Als hij dit zou weten, dan zou een
speler in eerste instantie alleen maar met de

nuts spelen en bieden (value bets), en an-
ders folden. Maar deze strategische keuze
is voorspelbaar, zodat zijn tegenstanders bij
een bod altijd zullen uitstappen, wat een ge-
middelde winst van nul oplevert.

Om winst bij poker te maken, moet een
speler dus zoveel mogelijk informatie over
zijn eigen hand voor de andere spelers verber-
gen (information hiding). Het middel om dit
te doen is de bluff : af en toe ook met zwakke
kaarten inzetten — en daarbij betrapt worden!

Veel mensen overschatten de functie van
een bluff. Het is niet primair bedoeld om winst
mee te maken, maar werkt indirect. In de
woorden van Chen en Ankenman [10]: “Bluf-
fing in optimal poker play is often not a profi-
table play in itself. Instead, the combination
of bluffing and value betting is designed to en-
sure the optimal strategy gains value no mat-
ter how the opponent responds. Opponents
who fold too often surrender value to bluffs
while opponents who call too often surrender
value to value bets.”

Een voorbeeld zal dit verduidelijken. In dit
headsup clairvoyant half-street spel nemen
wij aan dat speler Y weet of hij de nuts of
een dead hand heeft, en hij heeft een keuze
tussen een bet (met een vaste inzet van S)
of een check (zonder inzet). Er is maar een
tegenstander, speler X, die daarna kan kie-
zen tussen een call of een fold. Ook hier komt
weer een neutraliteitsargument aan te pas.
Laat c de frequentie zijn waarmee X de in-
zet evenaart, en stel dat Y gebluft heeft. Dan
geldt dat

E[Y bluffs] = (1− c)P − cS
= 0 = E[Y checks dead]

moet zijn, waarP > S de waarde van de pot is,
dieX aan een bluff verliest als hij uitstapt. De
optimale calling frequentie is dus c = P/(P +

S), wat betekent dat wanneer de pot groter is,
X vaker de inzet moet matchen, om de bluffs
van Y tegen te houden. Als X minder vaak
voor een call kiest, stijgt de verwachting van
Y door zijn bluffs.

Aan de andere kant, laat b de frequen-
tie van bluffs van Y zijn, als hij de ver-
liezende hand heeft (wat met een waar-
schijnlijkheid q gebeurt), dan geldt dat

E[X calls ] = −qS + b(1− q)(P + S)

= 0 = E[X checks ],

wat

b = S/(P + S) · q/(1− q)

= (1− c) · q/(1− q)

oplevert.
De totale verwachting van Y is

E[Y ] = cqS + b(1− q)((1− c)P − cS))

= q(c2S + (1− c)2P ).

Omdat

dE[Y ]/dc = 2q(−P + c(S + P )),

stijgt de verwachting van Y ook als

c > P/(P + S).

Wij zien verder dat de optimale frequentie van
bluffs daalt als de pot groter wordt.

Headsup Jam-or-Fold
Een ander eenvoudig model is de no-limit
headsup jam-or-fold [0,1] spel. Twee spelers
X en Y hebben allebei een voorraad S aan
chips die hun maximale inzet beperkt. Spe-
ler X heeft een ante van een chip ingezet,
speler Y een halve chip. We nemen aan dat
speler Y , die aan de beurt is, óf alle S chips
gaat inzetten (jam) óf uitstapt (fold). Om op
een eenvoudige manier de winstkansen te
berekenen, maken wij gebruik van het [0,1]

pokermodel, waarbij elke hand gemodelleert
wordt als een toevalsvariable uit een unifor-
me verdeling over [0,1] en een kleiner getal
van een grotere getal wint. Dan bestaat er een
drempelwaarde y ∈ [0,1], zodat Y met el-
ke hand die beter dan y is inzet, en anders
uitstapt. Voor speler X bestaat een drempel-
waardex ∈ [0,1], zodat hij met elke hand die
beter is dan x de inzet van Y callt, en anders
uitstapt.

De verwachtingen van Y voor zijn twee
strategische keuzes zijn dan

E[Y folds] = −1/2,

E[Y jams] = −xS + (1− x),

waarbij wij gebruik maken van het feit dat ook
x < y moet gelden. Uiteraard heeft het geen
zin voor speler X om met een slechtere hand
dan y met een bod van Y mee te gaan. De
waarde x = 3/(2 + 2S) waar de twee verwach-
tingen overeenkomen is de optimale calling-
frequentie van speler X.

De verwachtingen voor X zijn

E[X calls] = −S x
y

+ S
y − x
y

,

E[X folds] = −1

wat y = 3S/(1 + S)2 oplevert.
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Voor grote waardes van S kunnen beide
spelers alleen maar met de unieke beste hand
(twee azen in Hold’Em, met een winkans van
rond 85%) spelen. Zelfs met de een na beste
hand (twee koningen in Hold’Em, met een
winkans van rond 82%) kan niet worden ge-
speeld, omdat de tegenstander alleen met de
beste hand meegaat. Meer nog, als S daalt,
is de eerste hand die behalve twee azen kan
worden gespeeld een hand met één aas, om-
dat dit de kans verlaagt dat de tegenstander
twee azen heeft. Deze zogenoemde card re-
moval effecten maken de analyse van poker
juist zo interessant.

Chen en Ankenman bespreken dit model
uitgebreid en wijzen op een interessante ana-
logie. De waarde van S kan beschouwd wor-
den als een temperatuur, waarbij S → ∞ het
absolute nulpunt representeert, en het spel
voor kleinere waardes van S heter wordt. Bij
bepaalde waardes van S treden er fasetran-
sities op, namelijk als verdere handen met
positieve verwachting gespeeld kunnen wor-
den.

In hun boek presenteren zij tabellen met
waardes van S, die aangeven wanneer be-
paalde handen kunnen gespeeld worden of
juist niet [10], en merken op dat alleen al het
gebruik van deze tabellen de aanschafprijs

van hun boek ruimschoots vergoedt. En dat
dagelijks.

Het gulden getal van Poker
Ook voor de hoogte S van een inzet in no-limit
poker bestaat een optimale oplossing volgens
de speltheorie. Laat een speler Y met een fre-
quentie b = 1/(S + 1) bluffen, zoals wij eerder
hebben bepaald (waarbij wij P = 1 normali-
zeren en q = 1/2 aannemen), en zijn tegen-
standerXmet een frequentie c = 1−b callen.
Laten wij aannemen dat X in de helft van de
gevallen callt, omdat hij zeker is de winnende
hand te hebben. De frequentie c′ waarmee
hij in de rest van de gevallen callt, met een
verlies van S, volgt uit

1
2
c′ +

1
2

=
1

S + 1
= c

en is c′ = (1− S)/(1 + S). De verwachting van
Y is dus

E[Y ] = k · S(1− S)
1 + S

waarbij k een constante is, die aangeeft hoe
vaak dit geval tot stand komt. Maximaliseren
van deze verwachting levert de oplossing S =√

2−1 op: de optimale waarde van een bet in
dit spel.

Omdat de waarde
√

2 − 1 vaak in de

wiskundige analyse van no-limit poker voor-
komt, werd het door Chen & Ankenman ook
het gulden getal van poker (golden mean of
poker) genoemd.

Spellen en evolutie
Nadat wij enkele modellen hebben gepresen-
teerd die door de lezer makkelijk op zijn of
haar eigen spellen kunnen toegepast worden,
besluiten we met een uitkijk naar de toe-
komst.

Wij hebben gezien dat de speltheoretische
analyse optimale strategieën kan bepalen,
maar zij geeft tot zover geen antwoord op de
vraag hoe deze in realistische situaties rea-
liseerd worden. De dynamica van herhaalde
spellen wordt echter in de evolutionaire spel-
theorie onderzocht, vooral in biologische con-
text [14, 19]. Op het gebied van pokeren is,
dankzij de complexiteit van dit spel, nog niet
veel onderzoek gedaan (een eenvoudig voor-
beeld is [16]; zie ook [25]).

Misschien is de een of andere lezer nu ge-
motiveerd genoeg, zodat er in de nabije toe-
komst wel wat afstudeer projecten (of ander
onderzoek) in Nederland te verwachten zijn
op dit gebied. . . k
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1 Veel spelers beseffen daarbij niet dat de deel-

name aan pokertoernooien buiten het aanbod
van Holland Casino, bijvorbeeld op internet, il-
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