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Op 22 maart 2007 maakte de Noorse Akademie van Wetenschappen en Letteren in Oslo bekend
dat zij de Abelprijs voor 2007 had toegekend aan S.R. Srinivasa Varadhan van het Courant
Institute of Mathematical Sciences in New York. Varadhan ontving deze onderscheiding “voor
zijn fundamentele bijdragen aan de waarschijnlijkheidsrekening en in het bijzonder voor het
creéren van een geunificeerde theorie van grote afwijkingen”. De jury noemde Varadhan’s werk
van “grote conceptuele kracht en tijdloze schoonheid”.

De Abelprijsisin2001ingesteld doorde Noor-
se regering, ter gelegenheid van de tweehon-
derdste geboortedag van Niels Henrik Abel
(25 augustus 1802 — 6 april 1829), en wordt
toegekend voor ‘baanbrekend wetenschap-
pelijk werk in de wiskunde’. De Abelprijs heeft
de statuur van de Nobelprijs. Eerdere laurea-
ten zijn:

J.-P. Serre (2003),
M.F. Atiyah en .M. Singer  (2004),
P.D. Lax (2005),
L. Carleson (2006).

De officiéle uitreikingsceremonie van de Abel-
prijs 2007 vond plaats op 22 mei 2007, in de
aulavan de Universiteit van Oslo, waar Varad-
han de prijs ontving uit handen van koning

Harald van Noorwegen. Op 23 mei gaf Varad-
han zijn Abel Lecture, gevolgd door lezingen
van G.C. Papanicolaou, T. Lyons en O. Zeitou-
ni, die verschillende aspecten van zijn werk
belichtten.

Details over de Abelprijs zijn te vinden op
http://www.abelprisen.no/en, details over
het leven van Abel op http://nl.wikipedia.org
/wiki. Bijzonder lezenswaardig is de Abel bio-
grafie: A. Stubhaug, Niels Henrik Abel and His
Times: Called Too Soon by Flames, Springer,
2000. Hierin wordt niet alleen een beeld ge-
schetst van het korte, intense en wiskundig
zeer produktieve leven van Abel, maar ook
een indruk gegeven van de tijdgeest waarin
Abel leefde, zowel in Noorwegen als in Duits-
land, Engeland en Frankrijk.

Op 27 maart 2008 werd bekend dat

de Abelprijs 2008 is toegekend aan J.G.
Thompson and ). Tits “voor hun diepe bijdra-
gen aan de algebra en in het bijzonder het
vormgeven van de moderne groepentheorie”.

De theorie van grote afwijkingen

De theorie van grote afwijkingen beschrijft de
kans dat het empirische gemiddelde van een
groot aantal stochastische variabelen (dat wil
zeggen hun som gedeeld door hun aantal)
significant afwijkt van hun theoretische ge-
middelde (dat wil zeggen het gemiddelde van
hun kansverdeling). Het is daarmee een the-
orie die inzicht geeft in afwijkingen van de
wet van de grote aantallen, het werkpaard van
de waarschijnlijkheidsrekening. In haar diep-
ste kern is de theorie een vergaande veralge-
menisering van het principe van Laplace, dat
gebruikt wordt voor de asymptotische analy-
se van integralen van functies die van een of
meer parameters afhangen en zeer scherp ge-
piekt zijn. Haar basis ligt echter in de statis-
tische fysica en dateert van eind 19e en be-
gin 20e eeuw (L. Boltzmann, JW. Gibbs, A.
Einstein). Latere ontwikkelingen, in de perio-
de 1930-1960, kwamen uit de verzekerings-
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wiskunde en uit de statistiek (F. Esscher, H.
Cramér, I.N. Sanov) en, in de periode 1960—
1970, andermaal uit de statistische fysica
(0. Lanford, D. Ruelle). Varadhan dient ech-
ter te worden beschouwd als de architect-
bouwmeester van de theorie.

Aanvankelijk concentreerde Varadhan zich
op het gedrag voor korte tijd van oplossin-
genvan elliptische differentiaalvergelijkingen
(DV’en) voor warmtegeleiding [14], [15]. Hij liet
zien dat dit gedrag beschreven kon worden
met behulp van Brownse beweging en wel
door een atypisch deel van de padenruimte
van Brownse beweging. Met andere woorden,
het zijn juist zeldame in plaats van typische
paden die in de beschrijving domineren. Deze
eerste stap bleek een centrale bouwsteen te
zijnvoorde latere ontwikkeling van de theorie
van grote afwijkingen. In de jaren 1970-1985
heeft hij, samen met M.D. Donsker, die eer-
ste stap uitgewerkt tot een coherente en zeer
algemene methode om het atypische gedrag
van stochastische processen te beschrijven,
in het bijzonder Markovprocessen [3].

Aan elke afwijking van het typische gedrag
van het proces wordt een zekere kostwaarde
toegekend (kostwaarde = minus de logarit-
me van de kans), beschreven met behulp van
een zogenaamde entropiefunctie (= een func-
tie die als het ware de afstand tot het typi-
sche gedrag aangeeft). Het centrale concept
van de theorie, genaamd het grote afwijkin-
gen principe, heeft een analogie met zwakke
convergentie van maten die centraal staat in
de integratietheorie en is derhalve bij uitstek
geschikt voor het bestuderen van gemiddel-
den van functionalen van het proces. Immers,
het proces zal onder gegeven randvoorwaar-
den steeds voor die afwijking kiezen die opti-
maal is in een ‘kosten-versus-baten’ optima-
lisatie. Deze optimalisatie wordt beschreven
door wat heet Varadhan’s Lemma. Dit lemma
drukt het asymptotische gedrag van gemid-
delden van functionalen van het proces, als
functie van onderliggende parameters, uit in
een variationele formule, wat de theorie van
grote afwijkingen direkt verbindt met de vari-
ationele analyse. Afhankelijk van de gekozen
functionaal zien vertrouwde entropiefuncties
het licht, zoals de Shannon-entropie uit de
informatietheorie en de Kolomogorov-Sinai-
entropie uit de ergodentheorie.

Het bleek essentieel om een oneindig-
dimensionaal perspectief te kiezen, dat wil
zeggen een zo ruim mogelijke jasje te nemen
voor de berekeningen. Dit leidde tot het be-
schouwen van het empirische proces geasso-
cieerd met het pad (dat wil zeggen het pad
gemiddeld over zijn verschuivingen in de tijd),

dat alle relevante informatie over het pad in
zich bergt. Hieruit kunnen op hun beurt lager-
dimensionale observabelen, zoals het empi-
rische gemiddelde van het pad (dat wil zeg-
gen de gemiddelde waarde gemeten langs het
pad), worden afgeleid via wat heet het con-
tractieprincipe. Dit samenspel leidde uitein-
delijk tot de oplossing van zeer diepe pro-
blemen, waaronder een vermoeden van M.
Kac en M. Luttinger omtrent het asymptoti-
sche gedrag van de omgeving van een Brown-
se beweging [4] (de ‘Wiener Sausage’) en het
discrete analogon daarvan voor een stochas-
tische wandeling op een rooster [5]. Dit werk
leidde op zijn beurt tot een beterinzicht in de
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spectrale eigenschappen van stochastische
Schrodingeroperatoren. Donsker en Varad-
han gaven voorts een asymptotische oplos-
sing van het polaronmodel [6], een probleem
uit de vastestoffysica waarbij aan het pad
van een Brownse beweging een zelf-attractie
wordt toegekend. Varadhan gaf ook nog een
constructie van een twee-dimensionale maat
voor polymeren [16], genoemd naar S. Ed-
wards, dat als een vroeg voorbeeld uit de zo-
genaamde constructieve veldentheorie dient
te worden aangemerkt.

De theorie van grote afwijkingen vindt niet
alleentoepassingin deelgebieden van de wis-
kunde en de fysica, maarookintalvan andere
disciplines, waaronder informatica, computa-
tionele scheikunde, moleculaire biologie, me-
dische statistiek, econometrie en logistiek.
De grote bijdrage van Varadhan is dat hij los-
se ideéen wist samen te brengen en wist om

te vormen en uit te breiden tot een coheren-
te, krachtige en zeer algemene theorie. Aan
de toepassingen heeft hij vervolgens ruim-
schoots bijgedragen, zoals hierboven al werd
omschreven en zoals hieronder nog zal blij-
ken uit de beschrijving van zijn overige bijdra-
gen aan de waarschijnlijkheidsrekening. Voor
een overzicht van de theorie van grote afwij-
kingen zij de lezer verwezen naar de boeken
van Varadhan [17], Deuschel en Stroock [2],
Dembo en Zeitouni [1] en den Hollander [8].

Hieronder volgt een korte beschrijving van
drie andere gebieden waaraan Varadhan fun-
damentele bijdragen heeft geleverd. Elk van
deze bijdragen is op zijn beurt sterk beinvloed
door zijn werk aan grote afwijkingen.

Stochastische analyse
De theorie van diffusieprocessen vindt zijn
oorsprong in het werk van P. Lévy in de ja-
ren 1930 en K. It6 in de jaren 1940. In de jaren
1970 heeft Varadhan, samen met D.W. Stroo-
ck, deze theorie een nieuwe toegang gege-
ven door diffusies te karakteriseren via wat zij
noemen het martingaalprobleem [12]. Hierbij
worden diffusies beschreven als zwakke op-
lossingen van stochastische differentiaalver-
gelijkingen, die zo gekozen worden dat een
grote klasse van functionalen van de diffu-
sie de martingaaleigenschap hebben, dat wil
zeggen hun verwachtingswaarde in de toe-
komst gegeven hun verleden is precies hun
waarde in het heden. Deze aanpak maakte
een zeer sterke veralgemenisering mogelijk,
waardoor kon worden bewezen dat een gro-
te klasse van Markovketens in de zwakke zin
convergeren naar diffusieprocessen, na ge-
schikte schaling in ruimte en tijd (een vorm
van de centrale limietstelling). Tevens konden
homogeniseringseigenschappen voor diffu-
sieprocessen met sterk in de ruimte en tijd va-
rierende coéfficienten worden afgeleid. Thans
behoort de martingaalmethode tot het stan-
daardarsenaal van de stochastische analy-
se. In het bijzonder is ze van belang voor
de constructie van maatwaardige diffusies,
oneindig-dimensionale Markovprocessen die
een centrale rol spelen in de populatiedyna-
mica, in de jaren 1980 en 1990 ontwikkeld
door D. Dawson, E.B. Dynkin en S. Watanabe.
Het werk van Stroock en Varadhan leidde
verder tot een precieze beschrijving van de
drager van diffusieprocessen, dat wil zeggen
de dragervan de maat op de padenruimte. De-
ze dragerwordt gekarakteriseerd als de afslui-
ting van een familie van oplossingen van de-
terministische DV’en, waardoor continuiteits-
eigenschappen van oplossingen van stochas-
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Varadhan ontvangt de Abelprijs uit handen van koning Harald van Noorwegen. Bij de prijs hoort een geldbedrag van 6 miljoen
Noorse kronen (755.000 euro).

tische DV’en onder toevoeging van ruis kun-
nen worden bewezen. Dit was een eerste stap
in de richting van de later ontwikkelde Mal-
liavin calculus, door P. Malliavin in de jaren
1980.

Wanordelijke diffusie

De Brownse beweging en de stochastische
wandeling zijn ruimtelijk homogene proces-
sen, dat wil zeggen hun overgangskansen
hangen niet af van hun plaats. Een stochas-
tische wandeling in een stochastische omge-
ving is een variant waarbij de overgangskan-
sen eerst zelf stochastisch worden gekozen,
waarna de wandeling evolueert door gebruik
te maken van deze overgangskansen, die als
het ware zijn ingevroren. Dit model is in de
jaren 1970 door F. Spitzer ingevoerd en het
wordt onder andere gebruikt bij de beschrij-
ving van transport in wanordelijke materia-
len, zoals elektrische stroom in legeringen en
het vloeien van olie in poreus gesteente. Doel
is het bewijzen van homogeniseringseigen-
Sschappen, dat wil zeggen laten zien dat het
ruimte-tijd schalingsgedrag van de wandeling
niet afhangt van de realisatie van de stochas-
tische omgeving, maar slechts van de kans-
verdeling ervan, en te identificeren wat dit
schalingsgedrag precies is (in het bijzonder
diffusief, subdiffusief of superdiffusief). In di-
mensie 1 is het probleem in de jaren 1970 en

1980 opgelost door F. Spitzer, H. Kesten en
Ya. G. Sinai. Maar in dimensies > 2 is het een
zeer taai probleem gebleken, met belangrijke
bijdragen in de jaren 1990 door ). Bricmont,
A. Kupiainen en G. Lawler en in de jaren 2000
door E. Bolthausen, A.-S. Sznitman en O. Zei-
touni. Varadhan [18] bevat een analyse van
de grote afwijkingen, die ook hier weer een
centrale rol spelen. Voor een samenvatting zij
de lezer verwezen naar de overzichtsartikelen
van Zeitouni [20] en Sznitman [13].

De bestudering van een stochastische
wandeling in een stochastische omgeving
vraagt om een geheel nieuwe aanpak in ver-
gelijking met de analyse van ruimtelijk ho-
mogene processen. Begin jaren 1980 intro-
duceerde Varadhan, samen met G.C. Papani-
colaou, het concept omgeving gezien vanuit
de wandeling. Dit concept, dat door S. Ko-
zlov onafhankelijk werd ingevoerd en dat een
grote rol speelde bij Varadhan’s werk aan hy-
drodynamische schaling (zoals hieronder be-
schreven), bracht het gebied een grote sprong
verder. De reden is dat het omgevingsproces
van de wandeling een oneindig-dimensionaal
Markovproces is waaruit de ruimte-tijd scha-
ling van de wandeling direkt kan worden afge-
lezen. Essentieel daarbij is om voor dit omge-
vingsproces een (voor de evolutie) invarian-
te kansmaat met geschikte eigenschappen te
vinden. Dit werd bereikt in werk van Varadhan
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met C. Kipnis [10], waarin een zeer algemene
centrale limietstelling voor additieve functio-
nalenvan reversibele Markovprocessen wordt
afgeleid, gebruikmakend van het omgevings-
proces envan spectraaltheorie. Ditwerk legde
de basis voor een groot aantal toepassingen.

Het continue analogonvan het probleem is
een diffusieproces met een ruimtelijke ruis,
dat wil zeggen de diffusieoperator hangt op
een stochastische wijze af van de plaats. Dit
blijkt iets toegankelijker dan het discrete pro-
bleem.

Hydrodynamische schaling

De heilige graal van de statistische fysica is
het macroscopisch gedrag van veeldeeltjes-
systemen te verklaren uit de microscopische
interactiewetten, zowel in als uit evenwicht.
Vele wetten van de statistische fysica zijn een
direkt of indirekt gevolg van de wet van de
grote aantallen. Met behulp van de theorie
van grote afwijkingen kan worden beschreven
wat de kans is dat een systeem fluctuaties
vertoont op een mesoscopische schaal, die
interpoleert tussen de microscopische en de
macroscopische schaal. Dit blijkt een belang-
rijke sleutel bij de bestudering van het gedrag
van grote systemen.

Hydrodynamische vergelijkingen zijn de-
terministische differentiaalvergelijkingen die
de evolutie van behouden grootheden be-
schrijven, zoals massa, impuls en energie. Op
een mesoscopische schaal zijn de evolutie-
vergelijkingen van het systeem in het alge-
meen niet gesloten. Varadhan’s belangrijkste
bijdrage, gestart in werk eind jaren 1980 met
M.Z. Guo en G.C. Papanicolaou [7], bestond er
in om aan te tonen dat mesoscopische gemid-
delden van een grote klasse van observabe-
len zeer goed kunnen worden benaderd door
functies van behouden grootheden. Voor gro-
te systemen treedt er daarmee een scheiding
op tussen de snel variérende microscopische
observabelen en de langzaam variérende me-
soscopische variabelen. Over de eerste kan
dan worden uitgemiddeld, waarna een effec-
tieve differentiaalvergelijking resulteert voor
de laatste. Belangrijke bijdragen werden ge-
leverd door ). Fritz, J. Lebowitz en H. Spohn in
dejaren 1980 en door C. Kipnis, C. Landim, S.
Olla, F. Rezakhanlou en H.-T. Yau in de jaren
1990. Voor een overzicht van dit gebied zij de
lezerverwezen naar de boeken van Spohn [11]
en van Kipnis en Landim [9].

De hydrodynamische vergelijkingen zijn
universeel van aard, dat wil zeggen ze zien
er hetzelfde uit voor een grote klasse van sys-
temen die microscopisch verschillend maar
macroscopisch gelijksoortig zijn. De details
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van de microscopische interactie manifeste-
ren zich via de transportcoefficiénten in de hy-
drodynamische vergelijkingen. Deze dienen
dan ook door de schalingstheorie te worden
verklaard en te worden uitgerekend. Uitein-
delijk dient de afleiding te geschieden op ba-
sis van Newtons’s bewegingsvergelijkingen,
maar tot nu toe bleek dat helaas te hoog ge-
grepen. Zodra echter een ruis wordt toege-
voegd komt de waarschijnlijkheidsrekening
in beeld en kan, voor een geschikte klasse
van systemen, de hydrodynamische schaling
worden afgeleid. De ruis zorgt er voor dat het
ergodische gedrag van het systeem toeganke-
lijkeris.

Bij de scheiding van variabelen wordt ge-
bruik gemaakt van het begrip lokaal even-
wicht. Dit is een Gibbsverdeling, bekend uit
de statistische fysica voor evenwicht, waar-
van de parameters langzaam variéren over
ruimte en tijd. De techniek vraagt om een
zeer scherpe controle van fluctuaties, waar-
bij de theorie van grote afwijkingen een cen-
trale rol speelt. Voor zogenaamde gradient-
systemen bleek de theorie goed te ontwikke-
len. Voor niet-gradient-systemen bleek de uit-
daging enorm veel groter, en een belangrijke
sleutel werd gevonden door H.T. Yau [19] door
gebruik te maken van het begrip relatieve en-
tropie.

De hydrodynamische schalingstheorie staat
in nauwe wisselwerking met de theorie van
deterministische differentiaalvergelijkingen.
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