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Overzichtsartikel

Wiskunde en turbulentie

Ook aan het begin van het nieuwe millenium is de verklaring van het verschijnsel turbulentie
nog steeds één van de grote fundamentele onderwerpen in de fysica. Daarnaast beschouwen
vooraanstaande wiskundigen het analyseren van de Navier-Stokesvergelijkingen als één van
de hoofdproblemen voor de toekomst van hun vakgebied. Wat is nu eigenlijk het verband
tussen deze vergelijkingen en turbulentie. Raoul Robert, wetenschappelijk directeur van het
Institut Fourier van de Universiteit Joseph Fourier te Grenoble, geeft een overzicht van huidige
stand van het turbulentieonderzoek. Dit artikel verscheen eerder in de bundel ‘Images des
Mathémathiques 2004’ van het Centre national de la recherche scientifique. Vertaling: Reinie
Erné en Jaap Molenaar.

Aangezien niet iedereen vertrouwd zal
zijn met vloeistofmechanica zal ik begin-
nen met een aantal begrippen te introdu-
ceren.

Het doel van de vloeistofmechanica
Het doel van de vloeistofmechanica is het
beschrijven en berekenen van allerlei ty-
pen vloeistofstromingen. De moeilijkhe-
den die hierbij opduiken worden al dui-
delijk bij een eenvoudig (en goedkoop) ex-
periment. Bekijk eens de rook van een si-
garet die opstijgt in een stille atmosfeer.
De eerste paar tientallen centimeters stijgt
de rook rustig op en lijkt het alsof de
rookdeeltjes regelmatig en ongeveer even-
wijdige banen volgen. Dan, ook geduren-
de zo’n tien centimeter, wordt deze re-
gelmaat vervangen door kleine wervelin-
gen waarvan de breedte vergelijkbaar is
met die van de rookkolom; deze evolue-
ren en vervormen al stijgend, om plotse-
ling plaats te maken voor een beweging
die zo rommelig is dat je met het oog niet
meer de baan van een enkel deeltje kunt
volgen.

De regelmatige beweging vlakbij de si-

garet heet laminair. Het verst van de siga-
ret vandaan heet de beweging turbulent,
terwijl daar tussen in de overgangszone
zit. De omstandigheden in deze drie zo-
nes lijken erg op elkaar, maar toch zijn de
bewegingen erg verschillend. Als we aan-
nemen dat de bewegingen door eenzelfde
vergelijking beschreven worden, dan kun-
nen we vermoeden dat het oplossen van
die vergelijking nog wel wat voeten in de
aarde zal hebben.

In de studie van de stroming in de lami-
naire en de overgangszone zijn zoveel vor-
deringen gemaakt in de twintigste eeuw
dat ze als begrepen beschouwd kunnen
worden; het turbulente gedrag blijft daar-
entegen een raadsel.

De Euler- en Navier-Stokesvergelijkingen
De eerste vergelijking om de beweging
van een vloeistof te beschrijven is door
Euler opgesteld in 1755: het is de vergelij-
king (of beter: de vergelijkingen) voor de
ideale vloeistof, oftewel een incompressi-
bele vloeistof zonder inwendige wrijving.

In de meest gebruikelijke vorm luiden
de bewegingsvergelijkingen van Euler in

een gebied Ω in de ruimte als volgt:

(E)

{
∂u
∂t + (u · ∇)u = −∇p ,

div u = 0,

waar u(t, x) het snelheidsveld is van de
vloeistof en p(t, x) de druk. Bij deze verge-
lijkingen hoort een randconditie voor de
snelheid op de rand ∂Ω van het gebied:
bijvoorbeeld u ·n = 0, waar n de naar bui-
ten gerichte normaalvector is. Om de be-
weging van de vloeistof volledig vast te
leggen is het ook nodig een beginprofiel
u0(x) voor te schrijven.

Het is opvallend dat dit, samen met
die voor de trillende snaar, de eerste par-
tiële differentiaalvergelijking is uit de ma-
thematische fysica die ooit opgeschreven
werd, en dat de analyse ervan nog steeds
weerstand biedt...

Het heeft enige tijd geduurd voor-
dat men in staat was om de inwendi-
ge wrijving te modelleren. De vergelij-
king voor viskeuze vloeistof, de Navier-
Stokesvergelijking, is in 1824 door Na-
vier opgesteld. Onder de aanname dat de
vloeistof incompressibel is met dichtheid
1 luiden deze:

(N-S)

{
∂u
∂t + (u · ∇)u− ν∆u = −∇p,

div u = 0.

De parameter ν is de kinematische vis-
cositeit van de vloeistof. Er moet na-
tuurlijk een randvoorwaarde bij, waar-
voor meestal de ‘no slip’-voorwaarde van
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Stokes genomen wordt: u = 0 op ∂Ω. Te-
vens moet er een beginprofiel u0(x) gespe-
cificeerd worden.

Nu deze modellen geïntroduceerd zijn,
gaan we verder met een belangrijk fysiek
kenmerk van stromingen: het Reynoldsge-
tal. In de vergelijkingen (E) en (N-S) heet
de term (u · ∇)u de convectieve term: het is
een niet-lineaire term die instabiliteit kan
veroorzaken, en die verantwoordelijk ge-
houden wordt voor het mogelijk turbulen-
te karakter van stromingen. De term ν∆u
is de viskeuze term; die heeft het tegen-
overgestelde effect, want deze strijkt na-
melijk de stroming glad en leidt tot het
laminaire karakter ervan. Het is de or-
de van grootte van de verhouding tussen
deze twee termen die het gedrag van de
stroming zal bepalen. We definiëren het
dimensieloze Reynoldsgetal van de stro-
ming als volgt:

Re =
UL
ν

≈ |(u · ∇)u|
|ν∆u| ,

waar L en U de karakteristieke lengte-
schaal, respectievelijk de karakteristieke
snelheid van de stroming zijn.

Experimentele waarnemingen vertel-
len ons nu dat er een kritiek Reynoldsge-
tal Re∗ bestaat, zodanig dat de stroming
laminair is als Re < Re∗ en turbulent als
Re > Re∗. Re∗ is geen universele waarde;
hij hangt onder andere af van de geome-
trie van het gebied en van het beginpro-
fiel, maar grof gezegd ligt deze waarde in
de orde van 100.

Aangezien de kinematische viscositeit
van lucht ongeveer 0, 15 cm2/s is, kun-
nen we meteen de orde van grootte van
Re voor een aantal gevallen opschrijven.
Luchtstroming rond een auto:

Re ≈ 107 (U = 100 km/uur, L = 4 m).

Atmosferische luchtstroming:

Re ≈ 1012 (U = 10 m/s, L = 1000 km).

Vlucht van een vlieg:

Re ≈ 300 (U = 1 m/s, L = 0, 5 cm).

We zien dus dat de meeste stromingen die
voor ons waarneembaar zijn volledig tur-
bulent zijn. De vlieg is een opmerkelijk ge-

val, omdat deze voortdurend pendelt tus-
sen de laminaire en de turbulente fase, wat
hem vast en zeker interessante problemen
oplevert bij het onder controle houden van
zijn vlucht. Hetzelfde geldt voor sigaret-
tenrook, wat verklaart waarom we de drie
fases tegelijkertijd kunnen zien.

Het is handig om de Navier-Stokesver-
gelijkingen dimensieloos op te schrijven
door geschikte schalingen toe te passen.
We krijgen dan:

∂u
∂t

+ (u · ∇)u− 1
Re

∆u = −∇p .

Wiskundige aanpak
Het meeste dat we weten over het op-
lossen van het Cauchy probleem voor
de Navier-Stokesvergelijkingen met be-
ginprofiel u0(x) in een begrensd gebied Ω

in R3 is afkomstig van het werk van Leray
(1933-34).

Stelling. Als u0(x) voldoende glad is op Ω,
div u0 = 0 en u0 = 0 op ∂Ω, dan bestaat er
een unieke gladde oplossing op een tijdsinter-
val [0, T∗]. Na T∗ bestaat er een minder glad-
de oplossing (ook wel ‘zwakke oplossing’ ge-
noemd), waarvan we de uniciteit niet kunnen
aantonen.

De (expres) vage formulering van de stel-
ling roept om opheldering.
− De term ‘voldoende glad’ (ook wel ‘re-

gulier’ genoemd) betekent dat zowel
u0 als zijn afgeleiden kwadratisch inte-
greerbaar zijn (in de zin van distribu-
ties) op Ω.

− Het tijdstip T∗ > 0 hangt natuurlijk af
van u0(x).

− De betekenis van een ‘zwakke oplos-
sing’ is als volgt. Als u niet glad is, heeft
de term (u · ∇)u a priori geen beteke-
nis. We kunnen er wel een betekenis
aan toekennen: vanwege de voorwaar-
de div u = 0 geldt er dat (u · ∇) u =
∂i(uiu). Deze laatste term bestaat in de
zin van distributies zodra u kwadra-
tisch integreerbaar is. Het is dus vol-
doende om de term (u · ∇)u in deze
vorm te schrijven en de vergelijking op-
gelost te beschouwen in de zin van dis-
tributies op Ω.

− Volgens Leray wordt de beweging tur-
bulent op het ogenblik dat de reguliere
oplossing plaats maakt voor een zwak-
ke oplossing die oneindige vorticiteit
ω = rot u kan hebben in bepaalde pun-
ten.

− De vraag "Houdt de oplossing inder-
daad op regulier te zijn na bepaalde
tijd?" is één van de millenniumproble-
men van Clay.

We zien dat deze stelling in feite het be-
staan van laminaire stromingen behan-
delt, maar niet het turbulente geval, want
het bestaan van een zwakke oplossing
zonder uniciteit is fysisch inconsistent.

En de Eulervergelijking?
Het eerste belangrijke resultaat van de
Eulervergelijking dat vergelijkbaar is met
dat van Leray komt van Kato (1972).

Stelling. Als u0 voldoende glad is, met
div u0 = 0 en u0 · n = 0 op ∂Ω, dan bestaan
er een tijdstip T∗ > 0 en een unieke gladde op-
lossing van de Eulervergelijkingen op het in-
terval [0, T∗].

We kunnen hierbij de volgende opmerkin-
gen maken:
− De gladheid komt hier terug in het feit

dat er aan een Höldervoorwaarde voor
de afgeleiden van u0 voldaan dient te
zijn.

− We weten niets over het eventuele be-
staan van zwakke oplossingen voor t >

T∗.
− We kunnen eenvoudig nagaan dat voor

een reguliere oplossing de kinetische
energie 1

2
∫
Ω u2dx behouden is.

Samenvattend kunnen we zeggen dat on-
geveer een eeuw verwoede inspanningen
een raadsel uit de fysica heeft gekop-
peld aan een uiterst zwaar wiskundig pro-
bleem. Het lijkt er dus op dat we op dit
moment nog niet echt ver gekomen zijn.
Om deze deprimerende constatering te
verzachten zullen wij nu precieser uitwer-
ken wat de fysicus verwacht.

Terug naar de fysica: wat willen we beschrij-

ven?
We hebben gezien dat de turbulente situ-
atie overeenkomt met grote waarden van
het Reynoldsgetal Re.

Het aantal vrijheidsgraden
Alhoewel de beschrijving van het snel-
heidsveld van een stroming in principe
een oneindig aantal vrijheidsgraden im-
pliceert, suggereert een heuristische rede-
nering van Kolmogorov dat een viskeuze
stroming in feite maar van een eindig aan-
tal vrijheidsgraden afhangt, in de orde van
Re9/4. Dit getal geeft de dimensie van de
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ruimte aan waarin we het snelheidsveld
dienen te approximeren om een redelijk
nauwkeurige numerieke oplossing te ver-
krijgen.

We zien dat het aantal vrijheidsgra-
den in een turbulente stroming al snel
gigantisch groot wordt: voor de atmos-
feer, waarvoor we geschat hebben dat
Re = 1012, krijgen we een dimensie van
1027! Om deze reden levert turbulentie nu,
maar ook in de toekomst, een groot pro-
bleem op voor effectieve numerieke bere-
keningen.

Er zij opgemerkt dat de redenering van
Kolmogorov ervan uitgaat dat de oplos-
sing van de Navier-Stokesvergelijkingen
zo glad is dat op kleine schaal u constant
genomen mag worden, hetgeen voor de
wiskundigen juist de kern van het pro-
bleem is. Hoe kijken de fysici aan te-
gen turbulente stromingen? Hierbij die-
nen we twee gevallen te onderscheiden,
al naar gelang de stroming in dimensie
twee of drie plaatsvindt. Dit onderscheid
is niet puur technisch, maar het weer-
spiegelt zeer uiteenlopende waargenomen
verschijnselen. De tweedimensionale be-
nadering, waarbij de stroming in een vlak
of op een oppervlakte plaatsvindt, wordt
in de praktijk vaak gebruikt als de vloei-
stof zich in een dun laagje beweegt. De
dikte van de laag is dan verwaarloosbaar
ten opzichte van de horizontale schaal van
de laag. Bijvoorbeeld, de bewegingen van
de atmosfeer of de oceanen kunnen als
tweedimensionaal beschouwd worden.

De voornaamste eigenschappen van
turbulentie in dimensie twee zijn het be-
houd van de kinetische energie en de nei-
ging om grote, stabiele structuren te vor-
men. We noemen dit coherente structuren,
zie figuur 1.

Ter vergelijking: in dimensie drie, denk
bijvoorbeeld aan stroming in een wind-
tunnel, is er een grote dissipatie van ki-
netische energie en ziet men over het
algemeen geen coherente structuren. De
metingen verschaffen informatie over het
spectrum van de kinetische energie en de
statistische verdeling van de snelheids-
verschillen u(t, x)− u(t, x′) voor naburige
punten x en x′ op tijdstip t.

Turbulentie in dimensie twee
In dimensie twee is de grote vraag hoe het
behoud van de kinetische energie en het
ontstaan van coherente structuren te ver-
klaren is. Volgens Onsager is de vergelij-
king van Euler hiervoor prima geschikt,

want deze behoudt energie. Volgens hem
volgt het ontstaan van coherente structu-
ren uit een statistisch evenwichtsmecha-
nisme.

Laten we ter verduidelijking even te-
ruggaan naar de Navier-Stokesvergelijking-
en. In dimensie twee gebeurt er iets op-
merkelijks: de problemen in de stelling
van Leray verdwijnen:
− Voor glad beginprofiel u0 bestaat de re-

guliere oplossing van Navier-Stokes al-
tijd.

− Als u0 niet glad is, bestaat er toch een
unieke zwakke oplossing.

Voor de Eulervergelijking wordt de situa-
tie ook een stuk aantrekkelijker. Door de
rotatie van de Eulervergelijking (E) te ne-
men, krijgt men een vergelijking voor de
vorticiteit ω = rot u (in twee dimensies is
dat een scalaire grootheid!):

(Eω)


∂ω
∂t + div (ωu) = 0 ,

rot u = ω,

div u = 0,

u · n = 0 op ∂Ω .

Dit is een transportvergelijking voor ω

met daaraan gekoppeld een elliptisch pro-
bleem voor u. Hiervoor geldt het volgende
existentie- en uniciteitsresultaat:

Stelling. (Youdovitch 1963) Voor ieder meet-
baar en begrensd vorticiteitsbeginprofiel ω0
bestaat er een meetbare, begrensde, zwakke op-
lossing ω(t, x) voor het probleem (Eω). Deze
oplossing is uniek.

Opmerking
De situatie wordt een stuk ingewikkelder
als ω0 een maat mag zijn. Dit is bijvoor-
beeld het geval als het initiële snelheids-
veld discontinu is. Dit treedt op bij wer-
velwinden. Maar voor ons voldoet een be-
grensde initiële vorticiteit.

In dimensie twee geldt de volgende
geruststellende eigenschap: onder redelij-
ke voorwaarden nadert de oplossing van
de Navier-Stokesvergelijking met begin-
waarde u0 tot de oplossing van de Euler-
vergelijking met diezelfde beginwaarde
indien de viscositeit naar nul gaat. Onder
redelijke voorwaarden verstaan we dat we
ofwel te maken hebben met ruimtelijk pe-
riodieke oplossingen (stromingen op een
torus), ofwel te maken hebben met een
wrijvingsvoorwaarde op de rand die de
Stokesconditie u = 0 op de rand van het
gebied vervangt. Zo’n wrijvingsconditie

Figuur 1 Op deze satellietfoto zien we een systeem van gro-
te atmosferische wervels om de zuidpool. Dit zijn ‘coherente
structuren’, die ontstaan door de karakteristieke zelforga-
nisatie van tweedimensionale turbulente stromingen. (foto
NASA, Galileomissie)

werd oorspronkelijk al door Navier voor-
gesteld en is in veel gevallen fysisch rea-
listischer dan een no-slipconditie.

We concluderen uit het bovenstaande
dat het legitiem is om turbulentie in di-
mensie twee te bestuderen aan de hand
van de modelvergelijking van Euler, die
opgesteld is om het gedrag van vloeistof-
fen in het geval van kleine viscositeit te
beschrijven. Dit had Onsager inderdaad
goed aangevoeld. Aangezien we aan kun-
nen tonen dat de oplossing die gegeven
wordt door de stelling van Youdovitch
energie behoudt, is de eerste eigenschap
van turbulentie in dimensie twee gemo-
delleerd.

Het ontstaan van coherente structuren
is een ingewikkelder vraagstuk. Wat ge-
beurt er met de oplossingen van de Euler-
vergelijking? Met behulp van numerie-
ke simulaties is het bijvoorbeeld moge-
lijk de evolutie van een zogenaamde wer-
velvlek te bepalen, waarvoor geldt dat
ω0 constant is in een bepaald gebied en
0 daarbuiten. Aangezien de vorticiteit ω

vervoerd wordt door een incompressibel
snelheidsveld, zal ω op ieder ogenblik
een vlek blijven met dezelfde oppervlak-
te, maar deze vlek zal zich over het al-
gemeen op een zeer ingewikkelde ma-
nier vervormen, bijvoorbeeld door draden
uit te schieten die steeds dunner worden
naargelang zij zich vervormen en oprol-
len. Met andere woorden, ω gaat variëren
op een steeds kleiner wordende ruimte-
schaal. Als we de stroming op steeds klei-
nere schaal observeren, dan wordt het ω-
profiel steeds ingewikkelder en conver-
geert het niet. We spreken dan over turbu-
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lente chaos op kleine schaal. Echter, als we
niet de details bekijken maar het lokale ge-
middelde van ω nemen op een vastgeleg-
de middelgrote schaal, dan zien wij dat dit
gemiddelde wel convergeert. Met andere
woorden, als t naar oneindig gaat, conver-
geert ω(t, x) in de zwakke topologie naar
een zekere functie ω∗ (zie figuur 2). Aan-
gezien de overdekking (ω → u) compact
is, volgt er dat u convergeert in de L2-
norm naar een bijbehorend snelheidsveld
u∗. Deze u∗ is het snelheidsveld dat de co-
herente structuur beschrijft.

Hoe kunnen wij in het algemeen laten
zien dat dit mechanisme het juiste is voor
de oplossing van de Eulervergelijkingen?
Dat weten wij nu nog niet. Echter, voor
een gegeven ω0 kunnen wij wel een ge-
schikte kandidaat voor de limiet ω∗ vin-
den.

Bepaling van ω∗

Om dit te doen passen we het programma
van Onsager toe, dat neerkomt op het toe-
passen van de statistische mechanica van
Boltzmann op de Eulervergelijking. Ge-
bruikmakend van de theorie van de ‘large
deviations’, bestaat de eerste stap uit het
opstellen van de functionele entropie. Dit
is een maat voor de intuïtieve notie van
wanorde in een turbulente stroming. De
tweede stap is het oplossen van het vari-
ationele probleem van het maximaliseren
van deze entropie onder de voorwaarden
die horen bij de invarianten van de Euler-
vergelijking. Dit leidt tot ω∗.

Dan moet nog aangetoond worden dat
ω inderdaad convergeert naar ω∗. Net als
bij vele andere resultaten uit de statisti-
sche mechanica, geldt ook hier dat we
de ergodiciteit van het dynamische sys-
teem gedefinieerd door de Eulervergelij-
king in dimensie twee — dat is een on-
eindig dimensionaal Hamiltoniaans sys-
teem — zouden moeten bewijzen. Helaas,
dat kunnen wij (nog) niet. Wij kunnen
daarentegen wel, door numerieke simula-
ties te vergelijken met laboratoriumexpe-
rimenten, controleren dat het gedrag cor-
rect beschreven wordt.

Turbulentie in dimensie drie
In dimensie drie zijn er veel waarnemin-
gen gedaan in windtunnels. Dit heeft ge-
leid tot het ontdekken van een aantal ex-
perimentele wetmatigheden. Overigens,
in dimensie drie wordt over het algemeen
niet het ontstaan van structuren zoals in
dimensie twee waargenomen.

De energie-dissipatiewet
Een verbazend resultaat is als volgt: als de
viscositeit naar nul gaat, gaat in een turbu-
lente stroming de dissipatie van de kine-
tische energie per massaeenheid naar een
limiet die niet nul is:

dE
dt

→ D ,

waarin de factor D, die dimensie L2T−3

heeft, een functie van de ‘intensiteit’ van
de turbulentie is. dE/dt is hier een gemid-
delde waarde, genomen over het gehele
gebied. Hieruit blijkt dat de dissipatie van
de energie in een turbulente stroming in
dimensie drie niet afhangt van de viscosi-
teit.

De 2/3-wet
Zij Ω een gebied in de turbulente stro-
ming. Voor ieder vast tijdstip t geldt:

1
|Ω|

∫
Ω
|u(t, x +ξ)− u(t, x)|2dx

≈ K|ξ |2/3 .

De factor K hangt alleen van D af en niet
van Ω. Deze tweede wet geeft belangrij-
ke informatie over de regulariteit van het
turbulente snelheidsveld.

De 4/5- wet
Deze wet komt voort uit de berekenin-
gen van Von Karmàn en Howarth (1938),
die gecompleteerd zijn door Kolmogorov
in 1941. Een erg interessante algemene-
re versie, zonder isotropievoorwaarde, is
door Monin in 1959 gegeven. Om de-
ze wet op te schrijven nemen we aan
dat het turbulente snelheidsveld gege-
ven wordt door een stochastische oplos-
sing van de Navier-Stokesvergelijkingen
u(t, x, a), met a een stochastische parame-
ter. Dit betekent dat voor iedere vaste a
u(t, x, a) een oplossing is van de Navier-
Stokesvergelijkingen, en wel in de zwak-
ke zin aangezien het veld volgens de 2/3
wet niet regulier kan zijn. We maken een
aantal aannames:

− De gemiddelde waarde is nul: voor alle
t en x geldt 〈u(t, x, a)〉 = 0, waar 〈 〉 het
ensemblegemiddelde voorstelt.

− Het veld is homogeen in de ruimte:
voor alle t en ξ heeft u(t, x + ξ , a) de-
zelfde kansverdeling als u(t, x, a).

− Het veld is isotroop in de sterke zin:
voor iedere reële unitaire matrix A

heeft Atu(t, Ax, a) dezelfde kansverde-
ling als u(t, x, a).

Zij δu = u(t, x +ξ , a)− u(t, x, a). De 4/5-
wet zegt dan:

(4/5)

〈(
δu · ξ

|ξ |

)3
〉

= − 4
5

D|ξ | .

Opmerkingen
− D is hier de constante die ook voor-

komt in de dissipatiewet. Deze for-
mule verbindt dus op een verbazend
eenvoudige manier de energiedissipa-
tie van de turbulente stroming aan de
statistiek van de snelheidsverschillen.

− We hebben niet aangenomen dat het
veld u stationair is, en ook niet dat het
invariant is onder schaalverandering.

− Er bestaat een niet-isotrope versie van
dit resultaat (Monin) die als volgt luidt:

D = − 1
4

divξ 〈(δu)2δu〉ξ=0 .

− De 4/5-formule wordt verkregen met
behulp van formele bewerkingen uit
de Navier-Stokesvergelijking, gevolgd
door het nemen van de limiet ν → 0.
De wiskundige rechtvaardiging van de
methode is niet duidelijk. Desalniette-
min wordt deze wet algemeen geaccep-
teerd door alle fysici die zich met tur-
bulentie bezig houden (cf. Frisch).

Een echte theorie zou op rigoureuze ma-
nier deze wetten moeten kunnen afleiden
vanuit de bewegingsvergelijkingen, hetzij
Navier-Stokes, hetzij Euler. Maar de keuze
tussen deze twee modellen geeft direct al
een probleem.

Viskeus of niet viskeus?
We hebben laten zien dat in dimensie
twee het mogelijk is turbulentie in prin-
cipe te beschrijven vanuit de Eulerverge-
lijking, wat de zaak behoorlijk vereenvou-
digt. Hoe zit het in dimensie drie? De nu
bekende resultaten zijn nogal mager. Het
feit dat de dissipatie van energie groot
is brengt veel fysici ertoe te denken dat
de viscositeit, zelfs al is die verdwijnend
klein, altijd een rol speelt. We zouden dus
de Navier-Stokesvergelijking moeten be-
studeren in de limiet ν → 0. Zo dacht
ook Leray erover. In feite wantrouwde hij
de Eulervergelijking vanwege de paradox
van d’Alembert, een paradox die men kan
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beschouwen als het zichtbare stuk van de
ijsberg aan problemen die deze vergelij-
king oplevert.

Een zekere versie van deze paradox
zegt dat voor een stationaire, rotatievrije
stroming rond een obstakel de resultante
van de drukkrachten op het obstakel nul
is. Kortom, het obstakel wordt niet mee-
gesleurd door de stroming, wat duidelijk
tegen de ervaring ingaat....

Ik ga nu een andere manier uiteen-
zetten om naar de zaken te kijken. Deze
enigszins vergeten aanpak komt van On-
sager. Het viel Onsager op dat de viscosi-
teit geen rol speelt in de 4/5 wet; de dis-
sipatie is slechts gekoppeld aan de irregu-
lariteit van het snelheidsveld. We kunnen
dus ν = 0 nemen, dat wil zeggen met de
Eulervergelijking werken. Het probleem is
dan dat de Eulervergelijkingen een Ha-
miltoniaans systeem vormen, en deze sys-
temen zijn energiebehoudend. Laten we
eens kijken hoe je energiebehoud aantoont
voor een oplossing van de Eulervergelij-
king. Ter vereenvoudiging nemen we aan
dat de oplossingen periodiek in de ruimte
zijn.

We beginnen met de vergelijking

∂u/∂t + (u · ∇)u = −∇p.

We nemen het inproduct met u en integre-
ren over de torus. Dit geeft

∫ ∂u
∂t

· u dx +
∫

ui∂iukukdx =

−
∫
∇p · u dx ,

waar we de gebruikelijke sommatiecon-
ventie voor herhaalde indices volgen.

We merken op dat ui∂iukuk = ui∂i(u2/2)
en we zien onmiddellijk door partiële in-
tegratie dat de twee laatste integralen nul
zijn aangezien div u = 0. Dan hoeven we
alleen nog maar op te merken dat de eer-
ste integraal gelijk is aan de afgeleide van
de kinetisch energie naar de tijd.

Om deze berekening te verantwoor-
den, moeten op zijn minst alle uitdrukkin-
gen die wij opgeschreven hebben zinvol
zijn, wat een zekere regulariteit veronder-
stelt van het veld u. Onsager realiseerde
zich dat de turbulentie kennelijk beschre-
ven wordt door oplossingen (in een gege-
neraliseerde zin) van de Eulervergelijking,
die zodanig irregulier zijn dat de ener-
gie niet behouden is. De oplossingen be-
dacht door Onsager zijn precies de zwak-
ke oplossingen die wij eerder ingevoerd
hebben. Bestaan dergelijke oplossingen?

Ja, Shnirelman heeft recent een voorbeeld
van een zwakke oplossing gegeven die de
kinetische energie dissipeert.

We hebben dus potentiële kandidaten
om turbulente stroming te beschrijven:
zwakke oplossingen van de Eulervergelij-
king die energie dissiperen. Jammer ge-
noeg hebben we geen algemeen existentie-
resultaat voor dergelijke oplossingen (we
kunnen het Cauchy-probleem voor niet-
gladde beginwaarden niet oplossen) en
nog minder een uniciteitsresultaat. Toch
kunnen we een kleine extra stap in deze
richting zetten.

Het Onsager-vermoeden
Gebruikmakend van de 4/5-wet heeft On-
sager in 1949 het vermoeden geopperd
dat de zwakke oplossingen van Euler, die
aan een voorwaarde van Hölder van or-
de strikt groter dan 1/3 voldoen, ener-
gie moeten behouden. Dit vermoeden is in
vergetelheid geraakt tot 1992, toen Eyink
het belang van dit probleem weer belicht
heeft en een bewijs gegeven heeft van een
zwakkere probleemstelling. In 1994 heb-
ben de drie wiskundigen Constantin, E
(dat is zijn volledige naam) en Titi een es-
thetisch en eenvoudig bewijs gegeven van
een sterker resultaat.

We kunnen echter meer bereiken en de
dissipatie van lokale energie in geval van
irregulariteit nauwkeurig expliciet maken.

Stelling. (Duchon en Robert, 2000) Zij u een
zwakke oplossing van de Eulervergelijking op
de torus Π3, zodat |u|3 integreerbaar is op
(0, T)× Π3. Zij ϕ een oneindig differentieer-
bare functie met compact support op R3, die
positief is, met integraal gelijk aan 1, en sym-
metrisch. Zij, voor ε > 0,

ϕε(ξ) =
1
ε3 ϕ

(
ξ

ε

)
,

Dε(u) =
1
4

∫
∇ϕεξ · δu(δu)2dξ .

Als ε naar 0 gaat, convergeert Dε(u), die een
functie van t en x is, in de zin van distribu-
ties op (0, T)× Π3 naar een distributie D(u)
die onafhankelijk is van ϕ, en voldoet aan de
volgende lokale energievergelijking:

∂t

(
1
2

u2
)

+ div
((

1
2

u2 + p
)

u
)

+ D(u) = 0 .

Opmerkingen
− Het bewijs volgt uit een aantal eenvou-

dige bewerkingen op een geregulari-
seerde versie van de Eulervergelijking.

− Uit dit resultaat volgt door het integre-
ren van de lokale energievergelijking
over het hele gebied een bewijs van
het vermoeden van Onsager, onder de
voorwaarde dat het snelheidsveld re-
gulier is:∫

|u(t, x +ξ)− u(t, x)|3dx

≤ c(t)|ξ |σ(|ξ |) ,

waarin σ(r) naar 0 gaat als r naar 0 gaat
en

∫ T
0 c(t)dt < ∞.

− De lokale energievergelijking legt een
natuurlijke voorwaarde op: energie kan
alleen gedissipeerd worden en niet ont-
staan. We nemen daarom aan dat D(u)
positief is. Deze voorwaarde moet na-
tuurlijk gezien worden in het licht van
de entropievoorwaarden die voorko-
men in de studie van niet-lineaire hy-
perbolische vergelijkingen. Wij komen
daarop nog terug.

− Het is makkelijk om vanuit deze ver-
gelijking een rigoureus bewijs te geven
van de 4/5-wet onder redelijke aanna-
mes over het snelheidsveld.

Een instructief model: de Burgersvergelij-

king in één dimensie
De betekenis van de voorwaarde D(u) ≥
0 die wij zomaar opgelegd hebben kan
verduidelijkt worden aan de hand van de
Burgersvergelijking. Laten wij beginnen
met een aantal bekende feiten over niet-
lineaire hyperbolische vergelijkingen in
het algemeen. Denk hier bijvoorbeeld aan
vergelijkingen die de evolutie beschrijven
van een compressibel niet-viskeus gas.
Voor deze vergelijkingen zijn wij ook ver-
plicht met niet-reguliere zwakke oplossin-
gen te werken. De reden hiervoor is dat,
als we vanuit een reguliere beginwaar-
de werken, de oplossing de neiging heeft
om in eindige tijd schokken te ontwikke-
len, dat wil zeggen, er ontstaan disconti-
nuïteiten. Dit fenomeen is heel algemeen
en kan expliciet beschreven worden met
de meest eenvoudige vergelijking van dit
type, namelijk de Burgersvergelijking in
ruimtedimensie een:

(B)∂tu + ∂x

(
1
2

u2
)

= 0 ,
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Figuur 2 Numerieke simulatie van de evolutie van een tweedimensionale stroming, waarvoor het beginsprofiel bestaat uit
een dunne strook waar de vorticiteit constant en ongelijk nul is en met vorticiteit nul daarbuiten. De strook is instabiel en
er onstaan wervels. De krommen stellen hier isovorticiteitslijnen voor. Uiteindelijk komt er een stationaire toestand met een
enkele wervel. De viscositeit, die, hoe klein ook, onmisbaar is voor de stabiliteit van de numerieke berekening, dempt de
variaties in de vorticiteit onder een bepaalde ruimteschaal. Daarom treedt er convergentie op naar een stationaire toestand.
Dit fenomeen is heel algemeen. Simulaties door J. Somméria, C. Staquet en R. Robert, op de CRAY 2 van het Centre de Calcul
Vectoriel pour la Recherche (CCVR, Palaiseau, Frankrijk).

waar u nu een scalaire functie op de reële
rechte is. Voor deze vergelijking tonen we
eenvoudig aan dat als we van een regulie-
re beginwaarde uitgaan, bijvoorbeeld als
u0 oneindig differentieerbaar met com-
pacte support is, er een unieke oplossing
bestaat die regulier is op een eindig inter-
val [0, T∗). Op tijdstip T∗ ontstaan er dis-
continuïteiten in de oplossing.

Als u0 slechts integreerbaar veronder-
steld wordt, kunnen we aantonen dat er
op ieder tijdstip een zwakke oplossing be-
staat. Het probleem met zwakke oplossin-
gen is dat we de uniciteit voor het Cauchy-
probleem kwijtraken: er kunnen meerde-
re oplossingen zijn bij een gegeven begin-
waarde. Er moet dan een extra voorwaar-
de bij om de ‘goede’ oplossing te selec-
teren: de entropievoorwaarde van Lax. In
het geval van de Burgersvergelijking komt
deze voorwaarde neer op de eis dat de
discontinuïteiten van de oplossing neer-
waartse sprongen hebben. De verklaring
dat deze voorwaarde de fysisch toelaatba-

re oplossing selecteert heeft te maken met
het feit dat de informatie bevat in de be-
ginwaarde niet vernietigd of gecreërd kan
worden op het niveau van schokken.

Wij kunnen ook aantonen dat deze op-
lossing de limiet van de viskeuze oplos-
sing is die verkregen wordt door een klei-
ne viscositeit aan het systeem toe te voe-
gen en deze naar nul te laten gaan. We
kunnen dan aantonen dat er één zwak-
ke entropische oplossing bestaat voor het
Cauchy probleem (stelling van Kruzk-
hov).

De berekening van de lokale energie-
vergelijking voor de zwakke oplossingen
van de Eulervergelijking kan uitgebreid
worden naar de zwakke oplossingen van
de Burgersvergelijking. Dit geeft

∂t

(
1
2

u2
)

+ ∂x

(
1
3

u3
)

+ D(u) = 0 .

Als we aannemen dat u discontinu is in de
punten xi, met rechter en linker limieten

u+
i en u−i , dan kunnen we de distributie

D(u) expliciet maken:

D(u) = − 1
12 ∑

i

(
u+

i − u−i
)3

δxi .

De entropievoorwaarde van Lax betekent
hier dus ook dat D(u) positief is, en we
zien dat de energiedissipatie op het ni-
veau van de schokken plaatsvindt.

Statistische oplossingen
We hebben gezien dat in een turbulen-
te stroming het aantal vrijheidsgraden gi-
gantisch is. Hieruit volgt dat alle waar-
nemingen een statistisch karakter hebben.
Vanuit wiskundig oogpunt leidt dit tot het
probleem van het zoeken van statistische
oplossingen.

A priori is het concept van een statis-
tische oplossing van een evolutievergelij-
king eenvoudig: we nemen aan dat het be-
ginprofiel van een stochastische parame-
ter afhangt. De oplossing hangt dan daar
ook van af en is daarmee stochastisch. De-
ze aanpak werkt goed als we het bijbeho-
rende Cauchyprobleem kunnen oplossen.

Aangezien dit niet altijd het geval is,
nemen we over het algemeen genoegen
met bredere definities van de notie van
statistische oplossing, definities die ne-
telige problemen geven (zoals uniciteit)
maar waarvan het interessant is om toch
statistische oplossingen te zoeken voor
vergelijkingen waarvan we het Cauchy-
probleem niet op kunnen lossen (bijvoor-
beeld Euler). Zelfs als we het bijbehorende
Cauchyprobleem wel kunnen oplossen, is
het overigens nog niet zo eenvoudig om
de volledige oplossing op te schrijven als
functie van het beginprofiel, en dus als
functie van de stochastische parameter.

Laten we dit expliciet maken voor de
Burgersvergelijking. We nemen als begin-
proces: u0(x, a), met a een stochastische
parameter. De stroming beschreven door
de Burgersvergelijking geeft op het tijd-
stip t een nieuw proces u(t, x, a). Wat kun-
nen wij hierover zeggen?

De eerste stap voorwaarts bij dit vraag-
stuk is gezet door Sinai (1992): hij nam
voor u0 de Brownse beweging vanuit 0.
Hij kan dan op het tijdstip t het pro-
ces u(t, x, a) beschrijven: het is een zoge-
naamd Lévyproces, een welbekend proces
dat sprongen kan hebben. Hiervoor ge-
bruikte Sinai de klassieke constructie van
Hopf-Cole, die het mogelijk maakt om de
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zwakke entropische oplossing van de Bur-
gersvergelijking als functie van de begin-
waarde expliciet te maken.

De tweede stap voorwaarts is die van
Carraro en Duchon (1994): deze auteurs
bekeken het geval dat u0 een proces van
Lévy is, homogeen aan de rechterkant
(dus translatie-invariant) en met negatie-
ve sprongen. Zij tonen aan dat op het
tijdstip t, u(t, x, a) nog steeds een homo-
geen Lévyproces is met negatieve spron-
gen. Verder verkrijgen zij expliciet de evo-
lutievergelijking, die de evolutie van de
Lévy-exposant van het proces bepaalt (een
homogeen Lévyproces wordt eenvoudig
beschreven met een bepaalde functie die
men de Lévy-exposant noemt).

De derde stap voorwaarts komt van
Bertoin (1998): Bertoin behandelt het ge-
val dat u0 een Lévyproces is vanuit 0.
In tegenstelling tot de vorige auteurs ge-
bruikt Bertoin net als Sinai de Hopf-
Coletransformatie, terwijl Carraro en Du-
chon die niet gebruiken en daarom de no-
tie van intrinsieke statistische oplossing
moeten invoeren. Dit is een zeer interes-
sante notie want zij geeft een natuurlijke
oplossing voor het probleem van de zo-

genaamde infrarode divergentie die overal
aanwezig is in turbulentie.

De vierde stap voorwaarts komt van
Chabanol en Duchon (2002): zij nemen de-
ze keer voor u0 een Markovproces, homo-
geen aan de rechterkant en met negatie-
ve sprongen. Op ieder tijdstip blijft u een
homogeen Markovproces met negatieve
sprongen. Zij verkrijgen verder de evolu-
tievergelijking die te maken heeft met de
transitiekern van het proces.

Natuurlijk beweer ik hier niet alles te
vertellen over de Burgersvergelijking. Er
zijn nog veel andere vragen, zoals de rol
van de homogeniteit en het vraagstuk van
de uniciteit van de statistische oplossin-
gen, plus het grote vraagstuk van het vin-
den van oplossingen van dit type voor an-
dere vergelijkingen, zoals die van Euler.

Conclusie
Wat is het juiste model om turbulente
stroming te beschrijven? Misschien zijn
de zwakke oplossingen van het Euler-
probleem, zoals Onsager aankondigde, de
sleutel, maar zeker is dat niet. Het kan ook
zijn dat de juiste vergelijking niet die van
Euler is, maar een ingewikkelder model

dat gebruikt maakt van de lokale variaties
van het snelheidsveld.

In ieder geval lijkt het erop dat voor
het turbulentieprobleem de Eulervergelij-
king relevanter is dan de Navier-Stokes-
vergelijking. Want als men het Cauchy-
probleem voor de Navier-Stokesvergelij-
kingen adequaat zou kunnen oplossen,
dan nog moet men de viscositeit naar nul
laten gaan om turbulentie in dimensie drie
te begrijpen. Er is weinig kans dat we iets
kunnen zeggen over deze limiet, zonder
informatie over het gedrag van een limiet-
vergelijking. k

Aanvullende literatuur
Over het werk van Jean Leray verscheen
in 2000 een artikel in de Gazette des
mathématiciens [1]. Voor niet-lineaire hy-
perbolische vergelijkingen en de entropie-
voorwaarde verwijs ik naar [2]. Turbulen-
tie gezien door een fysicus is te vinden in
[3–4]. Over de resultaten die in dit artikel
ter sprake kwamen en een aantal gevol-
gen, zie [5]. Over de Burgersvergelijking
en Lévyprocessen kan men lezen in [6].
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