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Patronen en
Op 27 oktober 1999 sprak Arjen Doelman zijn oratie uit bij de aanvaar-

ding van het ambt van hoogleraar in de Wiskunde aan de Universiteit

van Amsterdam. Hier volgt het inhoudelijke gedeelte van zijn oratie.

Wiskunde kan gezien worden als de wetenschap die ‘patronen’ en

‘structuren’ bestudeert.1 Door het abstracte taalgebruik in de wiskun-

de is het voor de niet-ingewijde vaak bijna onmogelijk zich een beeld

te vormen van de betekenis van deze ‘patronen’ of ‘structuren’. In wis-

kundige termen is het onderwerp waar ik vandaag over zal spreken het

gedrag van een zeker type van deze ‘structuren’ genaamd ‘oplossin-

gen van niet-lineaire partiële differentiaalvergelijkingen’.2 Deze struc-

turen worden, vooral buiten de wiskunde, ook wel met de Engelse term

‘patterns’ aangeduid, inderdaad patronen. De beste omschrijving, in

algemene termen, van dit vakgebied is dan ook ‘pattern formation’:

patroonvorming.

Pattern formation

Het bijzondere van dit onderzoeksgebied is, dat er verschillende dis-

ciplines in samenkomen en samenwerken. Het wiskundige begrip ‘op-

lossing van een differentiaalvergelijking’ kan hierdoor een zeer con-

crete betekenis hebben: het kan, in zekere zin, overal om ons heen

worden waargenomen. Zelf vind ik het ontstaan van golfjes door een

windvlaagje op een tot dat moment rimpelloos wateroppervlak, een

regenplas of de Noordzee, één van de mooiste voorbeelden van het

proces van ‘pattern formation’. Eenieder die hier naar kijkt en het pro-

ces probeert te begrijpen zal onder andere de volgende vragen kunnen

stellen: Waarom ontstaan deze golfjes? Welke factoren hebben invloed

op de golflengte, de vorm en de hoogte van deze golfjes?

Dit zijn uiterst moeilijk te beantwoorden vragen voor de natuurkun-

dige of wiskundige die een serieuze studie van dit proces wil maken.

Deze wetenschapper zal eerst aan de hand van de fundamentele wet-

ten van de stromingsleer een acceptabel model moeten opstellen voor

de interactie tussen wind en water, om zo het gedrag van de grenslaag,

de waterspiegel, te beschrijven. Dit gebeurt met behulp van zo’n

niet-lineaire partiële differentiaalvergelijking. Als we nu even aanne-

men dat deze vergelijking vanuit natuurkundig én wiskundig oogpunt

‘acceptabel’ is – in beide gevallen raakt dit aan absoluut niet-triviale

kwesties – dan kunnen we zeggen dat onze windgolfjes corresponde-

ren met oplossingen van deze differentiaalvergelijking.

Het ontstaan van de windgolfjes kan nu worden onderzocht aan de

hand van een zogenaamde stabiliteitsanalyse van de ‘triviale’ oplos-

sing: het volledig rimpelloze wateroppervlak met een daarover heen

‘strijkende’ gelijkmatige wind. Als alles meezit dan levert deze ana-

lyse een kritische windkracht op: waait de wind krachtiger dan deze

kritische waarde, dan is het rimpelloze wateroppervak instabiel. Als

gevolg hiervan zullen er langzaam groeiende periodieke oplossingen

ontstaan: de windgolfjes.3 Deze ‘lokale’ analyse geeft een mogelijk

antwoord op de vraag naar het ontstaan van de golfjes en over de

te verwachten golflengte. Echter, zodra men niet meer kan aannemen

dat de golfjes ‘heel klein’ zijn, verliest deze aanpak zijn waarde, zie

figuur 1. Het is niet de bedoeling dat ik hier verder inga op het ge-

drag van windgolven, dit was slechts een eerste ‘huis-tuin-en-keuken-

voorbeeld’ van ‘pattern formation’. Mijn tweede voorbeeld bevindt zich

ook dicht bij huis, tot ongenoegen van velen: de tuinslak. Weinigen

van u zullen weleens de moeite hebben genomen om de patronen

op het slakkenhuis te bestuderen. Vaak loopt er een aantal heel dui-

delijke gele strepen, afgewisseld door bruin/groene banden, over het

slakkenhuis. Dit soort patronen zijn ook te vinden op schelpen. Hans

Meinhardt laat in zijn boek The Algorithmic Beauty of Sea Shells4 een

aantal prachtige voorbeelden zien van schelpen met bijvoorbeeld zeer

regelmatige, in wiskundige woorden: periodieke, streeppatronen, zie

figuur 2.

Andere schelpen zijn eerder ‘geblokt’ of overdekt met elkaar over-

lappende ‘V-patronen’. Meinhardt modelleert de dynamica van de che-

mische stoffen die een rol spelen in het ‘kleuren’ van een schelp

met, alweer, niet-lineaire partiële differentiaalvergelijkingen, dit keer

van het reactie-diffusie-type. Computersimulaties van deze reactie-

diffusievergelijkingen geven aan dat de oplossingen van deze vergelij-

kingen exact dezelfde patronen kunnen genereren als die men ziet op

de schelp en de slak.
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Vanuit het oogpunt van de wiskunde is er weinig verschil tussen de

windgolfjes en de gestreepte slakkenhuizen. Sterker nog, de zojuist-

genoemde ‘lokale analyse’ die het ontstaan van de windgolfjes ver-

klaarde is in essentie dezelfde als de lineaire analyse waarmee de

wiskundige Alan Turing rond 1950 het ontstaan van streep- en blok-

patronen in ‘biologische processen’ meende te kunnen verklaren.5

Ik zeg hier met klem ‘meende te kunnen verklaren’ omdat het tot

op de dag van vandaag niet duidelijk is hoe belangrijk deze door

natuurkundige wetten gedreven chemische processen zijn in bio-

logische ‘pattern formation’. Met andere woorden, er bestaat nog

geen wetenschappelijke consensus over het belang van de niet-

lineaire wiskunde en natuurkunde als één van de drijvende krach-

ten achter de ontwikkeling van bijvoorbeeld een gestreepte tuin-

slak uit een oorspronkelijk homogene bol cellen. Natuurlijk speelt

Figuur 1 Een watergolf waarvan de amplitude niet ‘heel klein’ is kan bijvoorbeeld breken.
Wiskundig betekent dit dat de oplossing van de vergelijking niet langer differentieerbaar is.

de sturende werking van de genen een hoofdrol in dit proces, maar er

zijn veel aanwijzingen dat de natuur hierin ook op een subtiele wijze ge-

bruik maakt van de eigenschappen van niet-lineaire systemen.6 Maar,

ook dat is niet het onderwerp van vandaag. Deze twee voorbeelden

dienden hoofdzakelijk om aan te geven dat vragen over volledig uit-

eenlopende ‘patronen’ uit het dagelijkse leven of in een wetenschap-

pelijk experiment met behulp van die abstracte wiskundige ‘taal’ vaak

terug te brengen zijn tot eenzelfde type probleemstelling. Dat geldt

voor de windgolven, de slakkenhuizen maar bijvoorbeeld ook voor het

ontstaan en de dynamica van zandbanken, zie figuur 3,4. 7,8

Alan Turing’s ‘morphogenesis’

Om een indruk te krijgen van de wiskunde achter de zojuist getoonde

patronen is het misschien het beste om een aantal opmerkingen over

de geschiedenis van het vakgebied ‘pattern formation’ te maken.

Er is veel voor te zeggen om het artikel ‘The chemical basis of mor-

phogenesis’ uit 1952 van de Engelse wiskundige Alan Turing9 te kiezen

als startpunt voor het ontstaan van dit vakgebied. Een belangrijke re-

den hiervoor is dat Alan Turing als een van de eersten het biologische

begrip morfogenese als wiskundig probleem bestudeerde. ‘Morpho-

genese’ betekent ‘het ontstaan van vormen’ ofwel ‘pattern formation’.

Turing’s verhaal was een van de eerste wiskundige artikelen waarin het

begrip ‘pattern formation’, weliswaar onder een andere naam, centraal

stond. Hierbij dient wel te worden opgemerkt dat de door Turing be-

studeerde structuren al ruim tien jaar voor Turing werden geanalyseerd

door de mathematisch bioloog Nicolas Rashevsky.10 Een belangrijke

reden om Turings artikel toch als startpunt voor het ontstaan van het

vakgebied ‘pattern formation’ te kiezen is dat Turings analyse zeer dicht

staat bij de tegenwoordige aanpak van dit soort problemen. Om deze

reden is het wellicht goed om eens wat meer in te gaan op de inhoud

van dit artikel.

Voor hierop in te gaan dient gezegd te worden dat Alan Turing na-

tuurlijk niet bekend staat als wiskundig analyticus, laat staan als een

toegepast analyticus. Turing is bekend om zijn fundamentele werk op

het gebied van de wiskundige logica en als een van de belangrijkste

krachten achter de ontwikkeling van wat wij tegenwoordig de computer
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Figuur 2 Twee voorbeelden van periodiek gestreepte schelpen.

noemen. Niet-wiskundigen kennen Alan Turing wellicht als de man die

in de Tweede Wereldoorlog de Duitse ‘Enigma-code’ brak en hiermee

een belangrijke bijdrage leverde aan de verdediging van het Verenigd

Koninkrijk. Echter, het laatste artikel dat Turing voor zijn zelfmoord in

1954 publiceerde had weinig te maken met deze achtergrond, maar

werd gemotiveerd door zijn levenslange fascinatie voor de ‘patronen’

die je kunt waarnemen in planten en dieren.11 Overigens, dit ‘pattern

formation’ artikel is vaker geciteerd dan het geheel van zijn overige we-

tenschappelijke werk tezamen.12 Eerlijk gezegd betwijfel ik ten zeerste

of dat ook betekent dat dit artikel beter gelezen wordt dan zijn andere

werk.

Alan Turing poneerde in dit artikel het idee om ‘pattern formati-

on’ in biochemische systemen te modelleren met behulp van, alweer,

reactie-diffusievergelijkingen. Zo’n vergelijking beschrijft de evolutie

van de concentraties van een aantal met elkaar reagerende chemische

substanties die zich vrij door een zeker ‘medium’ kunnen verspreiden.

Turing realiseerde zich dat de situatie waarin de reagerende stoffen

homogeen verdeeld en in chemisch evenwicht zijn, instabiel kan zijn.

Willekeurig kleine verstoringen kunnen dan gaan groeien, waardoor

regelmatige patronen kunnen ontstaan. Deze patronen heten tegen-

woordig ‘Turing patterns’. Het ontstaan van deze regelmatige patronen

gaat, in eerste instantie, tegen de intuı̈tie in. Turing toonde namelijk aan

dat de instabiliteit, de drijvende kracht achter het ontstaan van de pa-

tronen, veroorzaakt wordt door de diffusie-effecten in de vergelijking.

Je zou juist verwachten dat diffusie ‘onregelmatigheden gladstrijkt’ en

dus patroonvorming tegenwerkt. Je kan hierbij denken aan een drupje

melk in de thee. Onder invloed van diffusie verdeelt de melk zich op

den duur geheel gelijkmatig oftewel homogeen door de thee. Hoe kan

diffusie dan in Turings geval juist voor patroonvorming, en dus inho-

mogenene verdelingen, zorgen? De sleutel hiertoe ligt in het feit dat

Turing veronderstelde dat verschillende stoffen met verschillende snel-

heden kunnen diffunderen; hierdoor kunnen inhomogene verdelingen

wel stabiel zijn en kunnen ze ook worden waargenomen in een expe-

riment. Wel dient te worden opgemerkt dat hier een veertig jaar lange

speurtocht op volgde: pas in 1990 is er een expliciete chemische reac-

tie ontdekt waarin op een overtuigende manier Turing patterns konden

worden waargenomen, zie figuur 5. 13

Turings aanpak was modern in de zin dat hij inzag dat het wiskun-

dige verschijnsel ‘bifurcatie’ de drijvende kracht achter het ontstaan

van interessante patronen kan zijn. Een ander, zeer belangrijk modern

aspect van Turing’s werk is het feit dat hij de wiskundige analyse liet

volgen door wat wij nu ‘numerieke simulaties’ zouden noemen. Aan

de hand van, zoals hij schreef, ‘a few hours of manual computation’

liet hij zien hoe de patroonvorming tot stand kwam. In de afsluiten-

de paragraaf van het artikel voorspelt hij het belang van het gebruik

van de, toen nog nauwelijks bestaande, ‘digital computers’ voor de

ontwikkeling van het vakgebied ‘morfogenese’.

Deze voorspelling is volledig uitgekomen: onderzoek aan pattern

formation kan tegenwoordig eigenlijk niet meer worden gedaan zon-

der het gebruik van de computer. Echter, Turing besprak in diezelfde

paragraaf ook nog iets anders: het belang van niet-lineaire processen.

Hij zegt: ‘one cannot hope to have any very embracing theory of such

processes’. In de meest absolute vorm is dat nog steeds waar, ook ik

heb weinig hoop op een ‘definitieve’ niet-lineaire theorie van ‘pattern

formation’. Aan de andere kant is er juist de laatste jaren op dit gebied

veel gebeurd. De zogenaamde ‘weakly nonlinear stability theory’ kan

met recht een algemeen geldende theorie voor pattern formation wor-

den genoemd, weliswaar één met heel sterke beperkingen, maar daar

kom ik zo meteen op terug.

De ‘weakly nonlinear stability theory’

Men kan zeggen dat Lev Landau, één van de grootste natuurkundi-

gen van deze eeuw, als één van de eersten het belangrijkste idee

achter deze ‘zwak niet-lineaire theorie’ verwoordde. Hij merkte op dat

Figuur 3 ‘Bijna perfecte’ periodieke structuren langs het strand.
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Figuur 4 Een zeer regelmatig (periodiek) meanderende rivier.

een vloeistofstroming instabiel kon worden ten opzichte van periodie-

ke verstoringen, of golven, en dat je in principe een vergelijking kon

opstellen voor de evolutie van de amplitude van deze golven, als je aan-

nam dat die amplitude ‘klein genoeg’ was.14 Inderdaad, ook Landaus

golven zijn wiskundig weer in essentie hetzelfde als Turings patronen.

Landau formuleerde dit idee rond 1944, dus ruim voor Turings artikel.

Ter verdediging van Turing moet worden opgemerkt dat, alhoewel zijn

analyse volledig lineair was, hij zeker inzag dat er iets als een zwak

niet-lineaire aanpak mogelijk moest zijn. Ook hij schrijft een vergelij-

king op die de evolutie van de amplitude zou moeten bepalen en deze

vergelijking komt exact overeen met die van Landau.

Landau besprak dit geval van ‘pattern formation’ in de context van

een nog steeds grotendeels onbegrepen proces, dat van turbulentie,

een verschijnsel dat zeker ook tot het vakgebied ‘pattern formation’

gerekend kan worden. Landau zag het ontstaan van de periodieke golf

als eerste stap in een oneindig lange reeks van dit soort bifurcaties.

Turbulentie zou het eindproduct hiervan zijn geweest. Dit idee werd in

1971 achterhaald door de inzichten van David Ruelle en Floris Takens.15

Echter, het belang van de eerste stap in Landaus cascade werd hierdoor

niet ondermijnd.

Landau en Turing formuleerden beiden eenzelfde vergelijking, een

gewone niet-lineaire differentiaalvergelijking, maar geen van beiden

gaf aan hoe je deze vergelijking vanuit het onderliggende systeem zou

Figuur 5 Een ‘bijna perfect’ periodiek streeppatroon in een chemische reactie. De concen-
tratie van een van de reagerende stoffen is hoog in de lichte gebieden en laag in de donkere.

kunnen afleiden. Dat was een essentieel gemis, omdat het gedrag van

de oplossingen van deze vergelijking, de periodieke golfjes, zeer sterk

afhangt van de waarden van de coëfficiënten en deze worden bepaald

door het onderliggende systeem.

Rond 1960 presenteerden de Britse toegepast wiskundigen Stuart

en Watson als eersten een methode om deze vergelijking, tegenwoor-

dig soms de Landau-Stuart-vergelijking genoemd, echt af te leiden uit

het onderliggende systeem.16 Zij deden dit onder de aanname dat

de golflengte van de periodieke golven vastgelegd werd door de bi-

furcatie. Dit is een enorm sterke aanname, maar impliciet was die

ook gedaan door Landau en Turing. Overigens, tegenwoordig weten

we dat de ‘Landau-Turing-bifurcatie’ onder deze aanname eigenlijk

niets anders is dan de zogenaamde Hopf-bifurcatie. De Landau-Stuart-

vergelijking is dan het leidende deel van de bij deze bifurcatie horende

normaalvorm.17

Er is echter geen enkele reden om aan te nemen dat de golflengte

echt vast ligt, al was dat maar omdat dit impliceert dat er geen interactie

kan plaatsvinden tussen golven met verschillende golflengtes. Integen-

deel, Wiktor Eckhaus toonde rond 1962 aan dat golfjes met ‘ongeveer,

maar niet exact dezelfde’ golflengte elkaar kunnen destabiliseren.18

Praktisch gesproken betekent dat dat niet alle golfjes die de Landau-

Stuart-theorie beschrijft stabiel zijn en dus ook werkelijk kunnen wor-

den waargenomen.

De Ginzburg-Landau-vergelijking

In de periode 1969-1971 verschenen er, onafhankelijk van elkaar,

vier artikelen waarin de juiste generalisatie van de Landau-Stuart-

vergelijking werd afgeleid.19 ‘Generalisatie’ in de zin dat nu ook de

golflengte van de patronen niet langer ‘kunstmatig’ werd vastgehou-

den. Dit waren de auteurs, in alfabetische volgorde: DiPrima, Eckhaus,

Newell, Segel, Stewartson, Stuart en Whitehead. De door hen afge-

leide vergelijking, een niet-lineaire partiële differentiaalvergelijking

voor een complexwaardige functie, de amplitude, heet tegenwoordig

de Ginzburg-Landau-vergelijking. Overigens, net als bij Landau werd

in deze artikelen het ontstaan van ‘patronen’ in vloeistofstromingen

bestudeerd. Twee ervan20 analyseerden het ontstaan van periodieke

structuren in een convectieproces.21 Convectie treedt op als een laag

vloeistof of gas van onderen af wordt verhit of aan de bovenzijde wordt
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afgekoeld, zie figuur 6.

Nauwkeurige experimenten van convectieprocessen vormen nog

steeds één van de belangrijkste bronnen voor de validatie en verde-

re ontwikkeling van een algemene theorie van ‘pattern formation’.22

Daarnaast hebben deze processen een duidelijke ‘praktische’ relevan-

tie: ze bepalen voor een belangrijk deel de dynamica van de atmosfeer

en oceanen.23

Het genoemde resultaat van Eckhaus over de stabiliteit van perio-

dieke patronen of golven is vandaag de dag nog steeds een van de be-

langrijkste algemene resultaten over het gedrag van oplossingen van

de Ginzburg-Landau-vergelijking.24 Echter, Wiktor Eckhaus verkreeg

dit resultaat dus zonder eerst de Ginzburg-Landau-vergelijking af te

leiden, dat kwam pas zo’n vijf jaar later. Dit is zeker verwarrend en

eigenlijk pas echt te begrijpen als je je verdiept in de details van deze

theorie.25 Er bestaan wel meer van dit soort ogenschijnlijke inconse-

quenties in de geschiedenis van de ‘weakly nonlinear stability theory’.

Figuur 6 Periodieke rollen, of beter ringen, in een convectie-experiment. In de lichte rin-
gen stijgt de relatief warme vloeistof, in de donkere ringen daalt de koelere vloeistof.

De naam Ginzburg-Landau-vergelijking is namelijk eigenlijk onjuist.

Er bestaan ook nog eens meerdere, verschillende, Ginzburg-Landau-

vergelijkingen. Zover ik weet heeft bijvoorbeeld Ginzburg zich nooit met

‘niet-lineaire stabiliteit’ beziggehouden. Waarom dan toch de naam

Ginzburg-Landau? In 1950 schreef Landau samen met Ginzburg een ar-

tikel over een bepaald type supergeleiders.26 Hierin poneerden zij een

systeem van gekoppelde vergelijkingen waarmee deze supergeleiders

konden worden beschreven. Deze inzichten vormen nog steeds een

basis van de moderne natuurkunde van dit type supergeleiders, maar

inhoudelijk hebben ze geen relatie met de bovenstaande geschiedenis.

Echter, er is een onderdeel van dit systeem van vergelijkingen dat lijkt

op ‘onze’ Ginzburg-Landau-vergelijking. Waarschijnlijk omdat er geen

duidelijk alternatief was — DiPrima-Eckhaus-Newell-Segel-Stewartson-

Stuart-Whitehead-vergelijking is wat lang — en omdat Landaus naam

al verbonden was met deze theorie, heeft men, na enige tijd, voor deze

naam gekozen. Ik zei zojuist ‘onze’ Ginzburg-Landau-vergelijking, om-

dat er een tweede, stationaire, Ginzburg-Landau-vergelijking bestaat

waarvan de oorsprong wel direct terug te voeren is tot het artikel van

Ginzburg en Landau. Ook deze vergelijking staat de laatste jaren sterk

in de aandacht van wiskundigen.27

Het duurde even voordat het fundamentele belang van de Ginzburg-

Landau-vergelijking volledig werd geapprecieerd. Voor wiskundigen

was de afleiding onduidelijk, zij zagen niet in hoe deze vergelijking

überhaupt ‘valide’ kon zijn. Wiskundig was het namelijk niet duidelijk

of deze vergelijking ook werkelijk kon doen waar hij voor was afgeleid:

het beschrijven van het gedrag van de ‘patronen’ dicht bij de bifurca-

tiewaarde. Experimenteel was dit ondertussen uitgebreid bevestigd,28

maar de wiskundige verklaring hiervoor ontbrak aanvankelijk volle-

dig. Het probleem zat hem hierbij in de afleidingsprocedure: net als

de Landau-Stuart-vergelijking is de Ginzburg-Landau-vergelijking het

eerste-orde-stuk van een grotere vergelijking. Echter, anders dan bij de

Landau-Stuart-vergelijking, bevat deze grotere vergelijking uiterst sin-

guliere termen. De wiskundige moet aantonen dat deze termen geen

‘echte bijdrage’ kunnen leveren.

Rond 1990 kwam de doorbraak met artikelen van Pierre Collet en

Jean-Pierre Eckmann, en Aart van Harten29 : zij toonden voor versim-

pelde modelproblemen aan dat de Ginzburg-Landau-vergelijking een

‘valide benadering’ gaf.

Op dit moment, na bijna 10 jaar van actief onderzoek, is het validi-

teitsprobleem nog steeds niet in al zijn algemeenheid opgelost, maar

je kan nu wel zeggen dat het hoe en het waarom van het succes van de

Ginzburg-Landau-vergelijking grotendeels begrepen is.30,31

De beperkingen van de Landau-Turing-theorie

De ‘weakly nonlinear stability theory’ of Landau-Turing-theorie is onder

zeer algemene omstandigheden toepasbaar – in biologische, schei-

kundige en natuurkundige systemen –, is bevestigd door experimenten

en heeft een solide wiskundig fundament. Toch is deze theorie maar

zeer beperkt bruikbaar en kan ze zeker niet de plaats innemen van de

‘embracing theory’ van Turing. De reden hiervoor schuilt in het woordje

‘weakly’. Dit refereert aan het feit dat deze theorie alleen geldig is in

systemen waarin het ‘triviale patroon’ slechts een klein beetje insta-

biel is. Als we aan de windgolfjes denken: de windkracht mag maar

een heel klein beetje groter zijn dan de kritieke waarde waaronder het

wateroppervlak gewoon glad blijft. Zodra de wind iets harder blaast is

deze aanpak niet langer toepasbaar.

Zelfs als we alleen aan zuiver periodieke patronen denken, bijvoor-

beeld die op de schelp, dan is er geen wiskundige theorie die deze

strepen kan verklaren – in de context van het reactie-diffusie-model –

zodra het systeem niet meer ‘bijna-kritisch’ is.32

Natuurlijk is dit bij een ‘toepassing’ pas een probleem als er ook

andere ‘patronen’ worden waargenomen die niet ‘geëxtrapoleerd’ kun-

nen worden vanuit de Landau-Turing-limiet. Vanzelfsprekend is dit het

geval: de zuiver periodieke patronen zijn uitzonderingen. Vandaag wil

ik daarom aandacht besteden aan een zeer algemeen voorkomend

verschijnsel, de zogenaamde ‘defect patterns’. Ik merk hier wel bij op

dat dit een keuze is: ‘defect patterns’ vormen maar een deel van het

vakgebied ‘pattern formation’ en van mijn persoonlijke onderzoeksin-

teresses.

Een algemene theorie voor defect patterns?

In geı̈dealiseerde vorm zijn ‘defects’ singulariteiten in het onderliggen-

de regelmatige patroon. Ook defects worden waargenomen in opmer-

kelijk veel verschillende contexten. In het algemeen kunnen ze niet met

behulp van de Landau-Turing-theorie worden beschreven. Als we weer

dicht bij huis beginnen: een prachtig voorbeeld van een defect pattern

is de vingerafdruk. Het basispatroon bestaat uit parallelle maar gebo-
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gen lijnen, de vingerafdruk krijgt zijn eigen, unieke, identiteit door de

‘defects’, de verstoringen van het basispatroon.33,34 ‘Defect patterns’

worden de laatste jaren in allerlei verschillende chemische reacties

waargenomen, zie figuur 7.35

Defects zijn bijna ‘alomtegenwoordig’ in de natuurkunde,36 zie

figuur 8. In dit kader mag het zeker niet onvermeld blijven dat er al jaren

een goed ontwikkelde topologische theorie bestaat waarmee ‘defects’

in zogenaamde ‘geordende systemen’ beschreven en geclassificeerd

kunnen worden.37

Echter, er is op dit moment geen wiskundige theorie voor het ont-

staan, de stabiliteit en de dynamica van ‘defects’ in continue systemen.

Er bestaat wel een vooralsnog formele theorie, die van de ‘phase diffu-

sion equation’, waarmee defects bestudeerd kunnen worden.38 Deze

theorie is nog onvolledig, bijvoorbeeld in de zin dat er nog geen inzicht

is in het karakter van de hogere orde termen. Anders dan in de Landau-

Turing-theorie spelen deze juist een cruciale rol, vooral in de omgeving

van een defect. Met andere woorden: dezelfde soort ‘uiterst singuliere’

termen die de wiskundige zoveel problemen gaf in de Landau-Turing-

context, moeten in het geval van de ‘phase diffusion-aanpak’ veel beter

bestudeerd en begrepen worden, vooral omdat ze in de omgeving van

een defect niet langer verwaarloosd, of meer wiskundig: afgeschat,

kunnen worden.39 Vooralsnog kunnen er ook alleen nog maar stati-

onaire defects met deze ‘phase diffusion-methode’ worden geanaly-

seerd. De opzienbare observaties van zich verplaatsende defects door

het patroon op de rug van de koraalvis Pomacanthus imperator,40 kun-

nen dus wiskundig niet beschreven, laat staan geanalyseerd worden,

terwijl hetzelfde gedrag kan worden waargenomen in een eenvoudig

reactie-diffusie-model. Ook kan deze theorie nog niet worden toege-

past op defect patterns in systemen met ‘voorkeursrichtingen’, terwijl

dat bijvoorbeeld bijna altijd het geval is in een morfodynamische con-

text, zie figuur 9.41

Desalniettemin is het duidelijk dat de ‘phase diffusion equation’ wel

de potentie heeft om een fundamentel rol, vergelijkbaar aan die van de

Ginzburg-Landau-vergelijking, te gaan spelen in het onderzoeksgebied

‘pattern formation’, zie figuur 10.42

Het is goed dat de ‘phase diffusion-aanpak’ deze mogelijkheden in

zich heeft, want er bestaat een grote behoefte aan een wiskundig valide

Figuur 7 Een defect pattern in een chemische reactie, waarbij de ‘kleur’ weer gerelateerd is
aan een concentratie. Merk op dat er nog steeds een sterke neiging bestaat tot het vormen
van periodieke strepen.

Figuur 8 Een prachtig voorbeeld van een defect in een verder bijna geheel ‘glad’ streeppa-
troon in een convectie-experiment. De ‘kleur’ geeft de relatieve temperatuur van de vloei-
stof aan. De gelijkenis met defect-structuren in vingerafdrukken is opvallend.

theorie die, net als de Landau-Turing-theorie, een tipje kan oplichten

van de sluier die Turings embracing theory van niet-lineaire processen

voor ons verborgen houdt. Turing had absoluut gelijk toen hij het grote

belang van de digital computer voorspelde voor dit onderzoeksgebied.

Maar, en hierbij onderschrijf ik de woorden van Philip Holmes en John

Lumley in hun recente boek over turbulentie,43 ‘hoewel numerieke si-

mulaties zeer nuttige benaderingen leveren, geven ze in het algemeen

weinig fundamenteel inzicht’. Juist nu er meer en meer mogelijk is met

de computer wordt het duidelijk hoe belangrijk fundamenteel inzicht

is: de dynamica van patronen kan zo ingewikkeld zijn dat simulaties

slechts verwarren. Er is behoefte, zeker ook vanuit het gezichtspunt

van de ‘toepassingen’, aan een nieuw ‘ijkpunt’ voor de numerieke si-

mulaties en de daarop gebaseerde theorievorming. De wiskunde is bij

uitstek geschikt om hier een fundamentele bijdrage aan te leveren.

Ik zou dit hier natuurlijk niet met zoveel nadruk zeggen als ik er niet

van overtuigd was dat er ontwikkelingen gaande zijn in de wiskunde die

ik in staat acht zo’n nieuw ‘tipje van de sluier’ op te lichten. Ik verwacht

dat het op termijn, bijvoorbeeld, mogelijk is fundamenteel inzicht te

krijgen in de dynamica van defects in reactie-diffusie-systemen.

Ook dit zal weer een lokale theorie zijn, net als de Landau-Turing-

theorie. Echter, zoals de Landau-Turing-theorie ‘lokaal’ is in de zin dat

de patronen zich dicht bij een ‘triviaal patroon’ bevinden – het rimpel-

loze wateroppervlak in het windgolfjes-voorbeeld – zal deze nieuwe

theorie patronen beschrijven die zich, in zekere zin, dicht bij een zoge-

naamde solitaire golf bevinden.

Solitaire golven

Ik zal u niet meer gaan vermoeien met een uitgebreide beschrijving van

dit wellicht enigszins onverwachte andere deelgebied van het vakge-

bied ‘pattern formation’. Maar iets wil ik er toch nog wel over kwijt.

Allereerst: wat is dat, een solitaire golf? Het woord zegt het al, an-

ders dan de golven waarover we tot nu toe hebben gesproken is dit

een ‘gelokaliseerd’ verschijnsel. Als we weer aan watergolven den-

ken, dan is bijvoorbeeld de uit zichzelf doorlopende boeggolf van een
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Figuur 9 De aanspoelende golven die verantwoordelijk zijn voor het ontstaan van zandrib-
beltjes op het strand geven het wiskundig model een duidelijke ‘voorkeursrichting’.

schip een solitaire golf. Deze golven komen de laatste tijd zelfs in

het nieuws: het lijkt erop dat de nieuwe ‘ultra-snelle’ veerboot van

de Stena-lijn die tussen Hoek van Holland en Harwich vaart op de-

ze manier een soort ‘solitonen’ kan genereren. Deze solitaire golven

hebben al flinke schade aangericht aan de Engelse kust en zijn hoogst-

waarschijnlijk verantwoordelijk voor het overlijden van een Engelse

visser. Wiskundig zijn het, waarschijnlijk, oplossingen van de zoge-

naamde Korteweg-de Vries-vergelijking.44 Inderdaad, dat is de verge-

lijking waar het onderzoeksinstituut wiskunde van deze universiteit

zijn naam aan te danken heeft: Diederik Johannes Korteweg was de

eerste hoogleraar wiskunde aan de Universiteit van Amsterdam, De

Vries één van zijn promovendi.45 Een bekend en belangrijk voorbeeld

van een ‘solitaire golf’ in de biologie is het ‘signaal’ waarmee zenuwen

bijvoorbeeld spieren aansturen. Dit proces kan gemodelleerd worden

door middel van een stelsel van reactie-diffusievergelijkingen. Het sig-

naal, een elektrische ‘puls’, wordt gerepresenteerd door een solitaire,

lopende, golf-oplossing.46

Deze ‘gelokaliseerde structuren’ zijn in zekere zin eenvoudiger te

bestuderen dan de volledig periodieke en dus niet gelokaliseerde pa-

tronen. Ze corresponderen met zogenaamde homocliene of heteroclie-

ne oplossingen van gewone differentiaalvergelijkingen. Deze objecten

zijn de laatste tientallen jaren uitvoerig bestudeerd en hoewel ook hier

zeker geen definitieve embracing theory voor bestaat, zijn er een aantal

zeer relevante situaties waarin de wiskunde een vrij goed beeld heeft

van het bestaan en het gedrag van een dynamisch systeem in ‘een om-

geving’ van zo’n homocliene baan. Het woord ‘omgeving’ heeft hier dan

zowel betrekking op de fase-ruimte als de parameter-ruimte.47,48,49

Voordat je iets kan concluderen over de relevantie van zo’n ho-

mocliene baan als ‘gelokaliseerd patroon’ moet de stabiliteit van dit

patroon als oplossing van de volledige niet-lineaire partiële differen-

tiaalvergelijking bestudeerd worden. Immers, alleen stabiele patronen

kunnen worden waargenomen in de ‘praktijk’, in een experiment of

in een numerieke simulatie. Ook de stabiliteitsanalyse van solitaire

golven is vaak ‘eenvoudiger’ dan die voor periodieke patronen.50 Dit

betekent overigens niet dat deze stabiliteitsanalyse echt simpel is, in-

tegendeel. Zelfs in het meest versimpelde model voor de geleiding door

een zenuw, de FitzHugh-Nagumo-vergelijking, was het lange tijd niet

mogelijk om te laten zien dat de homocliene baan die de elektrische

puls beschrijft ook werkelijk stabiel kon zijn. Chris Jones slaagde daar

in 1984 in.51 De soliton, de solitaire-golfoplossing van de Korteweg-de

Vries-vergelijking, heeft zelfs bijna 100, om precies te zijn 99, jaar moe-

ten wachten op het definitieve stabiliteitsresultaat van Robert Pego en

Michael Weinstein in 1994.52 Deze, en andere, bewijzen waren con-

structief, in de zin dat de stabiliteitstheorie voor ‘gelokaliseerde patro-

nen’ zich mede door deze resultaten de laatste 15 jaar zeer sterk heeft

kunnen ontwikkelen. Dit leidde, bijvoorbeeld, tot ontwikkeling van de

zogenaamde ‘stability index’, een topologisch begrip dat gebruikt kan

worden in algemene klasses van stabiliteitsproblemen.53 Ook deze

stabiliteitstheorie heeft uitermate geprofiteerd van de interactie met

vragen uit biologische, scheikundige en natuurkundige toepassingen

over concrete systemen.54

Solitaire golven, streeppatronen en defects

Maar wat hebben deze ‘gelokaliseerde patronen’ te maken met de

voorgaande, duidelijk niet gelokaliseerde patronen?

Het antwoord op deze vraag is aan de ene kant heel simpel, aan

de andere kant ga ik ervan uit dat ik daar, samen met anderen, de

komende jaren nog aan zal werken.

Hier is het ‘simpele’ antwoord: vooral in reactie-diffusievergelijkin-

gen hebben de streeppatronen in de dwarsdoorsnede opvallend vaak

een structuur die lijkt op die van een groot aantal ‘kopieën’ van een

solitaire golf.55 Dit betekent dat men gebruik kan maken van de zojuist

genoemde inzichten in ‘de omgeving’ van een homocliene baan.56

Met behulp van de zeer recente inzichten van Robert Gardner57 kan

ook het stabiliteitsprobleem voor het periodieke, bijna-homocliene,

patroon gekoppeld worden aan dat van de solitaire golf. Op deze ma-

nier kan het zo noodzakelijke fundamentele inzicht in het bestaan, de

stabiliteit en de dynamica van ‘streeppatronen’ ontwikkeld worden. Op

basis hiervan kunnen, aan de hand van de ideeën die ten grondslag

liggen aan de phase diffusion-methode, de singulariteiten, ofwel: de

defects, in de streeppatronen worden geanalyseerd. Zo wordt het dus

mogelijk om een wiskundige theorie voor al dan niet bewegende de-

fect patterns vorm te geven.58 Er is nog veel werk te doen, maar zoals

gezegd, ik verwacht dat aan de hand van al deze recente ontwikkelin-

gen een nieuw venster kan worden geopend waardoor men iets minder

verbaasd, maar nog even gefascineerd, kan kijken naar de dynamische

wereld van ‘pattern formation’.

De interactie tussen wiskunde en andere vakgebieden

Ik hoop dat ik er met deze schets van een aspect van het onderzoeks-

gebied ‘pattern formation’ tevens in geslaagd ben u duidelijk te maken

dat de wiskunde het niet alleen af kan binnen dit vakgebied. De voor-

beelden die ik u heb laten zien kunnen niet gezien worden als ‘toe-
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Figuur 10 Twee ‘geïdealiseerde’ defecten in een numerieke simulatie van de zogenaam-
de geregulariseerde phase diffusion-vergelijking. Ook deze structuren zijn, in minder
geïdealiseerde vorm, terug te vinden in vingerafdrukken.

passingen’ van een bestaande, of wellicht nog in ontwikkeling zijnde,

wiskundige theorie. Het is waarschijnlijk niet overdreven te stellen dat

alle wiskunde waar ik het vandaag over heb gehad, niet zou hebben

bestaan zonder de vragen die geformuleerd werden in bijvoorbeeld de

biologische, of hydrodynamische context.

Ik sluit mij in dit kader volledig aan bij mijn collega Peter Sloot die

in zijn rede dit voorjaar stelde: ‘Het is juist een gezonde combinatie

van theorie, experiment en simulatie die ons verder helpt de natuur

te doorgronden’.59 Natuurlijk heb ik, bij het verhaal van zojuist, de

wiskundige, theoretische, aspecten van het onderzoeksgebied bena-

drukt. Dat is, naar mijn mening, één van de belangrijkste ‘functies’ van

de wiskunde binnen het vakgebied pattern formation, en misschien

wel van toegepaste wiskunde in het algemeen: het ‘distilleren’ van

relevante wiskundige vragen uit de veelheid van fenomenen die wor-

den waargenomen, om aan de hand daarvan een theorie op te stellen

die de oorspronkelijke motivatie overstijgt. Met ‘overstijgen’ bedoel

ik dat er sprake zal zijn van een algemene geldigheid, zoals bijvoor-

beeld duidelijk het geval is bij de Landau-Turing-theorie: deze theorie

is toepasbaar ver buiten de oorspronkelijke probleemstellingen waar

Landau en Turing aan dachten.

Echter, er schuilt hierin een gevaar, en ik haal hiervoor de woorden

aan van Giovanni Seminara, in de inleiding van een overzichtsartikel

over rivier-morfodynamica: ‘The applied mathematician is then war-

ned that it is dangerous to build skyscrapers on weak foundations’.60

En dat is inderdaad een reëel gevaar: zonder op z’n minst voor een

gedeelte van de onderzoekstijd aan concrete ‘toegepaste’ vragen te

werken loopt de wiskundige de kans dat hij of zij zich gaat bezighou-

den met het ontwikkelen van wiskundige bouwwerken die nauwelijks

relevant zijn vanuit het standpunt van een ‘toepassingsgebied’. Let

wel, dit werk kan van zeer hoog wiskundig kaliber zijn en dus vanuit

wiskundig oogpunt juist uiterst relevant zijn. Dit is vanzelfsprekend

ook een subjectieve kwestie: van veel van de vandaag besproken wis-

kunde kan gezegd worden dat het in deze categorie thuishoort. Dat

neemt niet weg dat het, naar mijn mening, van essentieel belang is

voor een wiskundige die aan ‘pattern formation’ werkt om ook aan

concrete ‘toegepaste’ projecten te werken: de wiskunde alleen geeft,

over het algemeen, een te geı̈dealiseerd beeld van het vakgebied. Het

is dan wel noodzakelijk dat de wiskundige nauw samenwerkt met één

of meerdere collega’s met andere specialisaties. In zo’n samenwerking

kunnen theorie, simulatie en praktijk samenkomen om ‘de natuur te

doorgronden’. Deze samenwerking zal, zonder twijfel, ook nieuwe wis-

kundige inzichten opleveren, het komt in mijn ervaring hoogst zelden

voor dat er gebruik gemaakt kan worden van ‘pasklare’ wiskunde.

Voor ik de overstap maak naar een ander onderwerp wil ik nog kort

de veelgehoorde uitspraak ‘de twintigste eeuw was de eeuw van de na-

tuurkunde, de eenentwintigste eeuw wordt de eeuw van de biologie’ 61

aanhalen. Ik ga liever niet in op de vraag of dit wel zo is, of, of je

überhaupt wel zo’n uitspraak kan doen. Ik hoop dat ik met het verhaal

over ‘patterns’ heb aangetoond dat er voor de wiskunde, ook in dit

licht, voldoende reden is om optimistisch te zijn over de toekomst: het

belang van de wiskunde in de wetenschapsbeoefening zal de komende

eeuw waarschijnlijk alleen maar groter worden.

De wiskunde in Nederland

Gewapend met dit optimisme kan ik de overstap maken naar de pro-

blemen rond de wiskunde, of meer in het algemeen de ‘harde’ bèta-

wetenschappen, in Nederland. Er is sprake van een bijna paradoxale

situatie. Aan de ene kant staat de schrikbarend lage instroom van

wiskundestudenten aan de Nederlandse universiteiten. Dit is al enige

jaren geen nieuws meer en het ziet er ook niet naar uit dat hier op de

korte termijn verandering in zal komen.62 Aan de andere kant staat het

zojuist geconstateerde, en alom geaccepteerde, groeiende belang van

de wetenschap wiskunde als, op zijn minst, ondersteunende discipline

in een toenemend aantal gebieden,63 en, laten we dat niet vergeten, de

sterke ontwikkeling die de wiskunde zelf doormaakt. Tevens is daar het

maatschappelijke probleem van het steeds nijpender wordende tekort

aan wiskunde-docenten op middelbare scholen.64 Er is meer aan de

hand: tegenover de dreiging van al of niet opgelegde reorganisaties of

samenvoegingen van universitaire wiskunde-instituten65 staat de con-

statering dat er de komende tien jaar zoveel vacatures zullen ontstaan

aan deze instituten66 dat het de vraag is of er wel voldoende capabele

kandidaten zullen zijn om de opengevallen posities in te nemen. Het

niet opvullen van een structureel gedeelte van deze posities is geen

serieuze optie, al was het alleen maar omdat het aantal onderwijs-

taken de laatste jaren eerder toe- dan afgenomen is, en dat het on-

waarschijnlijk is dat deze tendens zal omslaan in de komende tijd.

Er wordt door allerlei instanties nagedacht over de problematiek

rond de ‘harde’ bèta-vakken. Zoals ik al zei: dit alles is al enige jaren

geen nieuws meer. Maar, dat doet natuurlijk niets af aan de relevantie

van deze uiterst gecompliceerde kwestie voor de wiskunde in Neder-

land. Ik wil hier alleen kort ingaan op één van de aspecten van deze

kwestie, omdat ik denk dat het belang hiervan door velen sterk onder-

schat wordt. Ik hecht er ook persoonlijk veel waarde aan, zoals, naar ik

hoop, deze rede al enigszins duidelijk heeft gemaakt. Ik doel hier op

het universitaire wiskunde-onderwijs als service-onderwijs voor ande-

re opleidingen, en kan hiervoor letterlijk een advies oplezen uit de re-

cent verschenen verkenning De toekomst van het wiskunde-onderzoek

in Nederland van de Koninklijke Nederlandse Academie van Weten-

schappen: ‘Het service-onderwijs wiskunde dient te worden gegeven

door wiskundigen die bij het wiskunde-onderzoek betrokken zijn’.67

De verleiding bestaat om het hierbij te laten: duidelijker kan het

niet gezegd worden. Ik hoop dat ik ook met deze rede ondersteuning

heb gegeven voor één van de belangrijkste argumenten voor dit ad-

vies. Anders dan de meeste mensen denken is wiskunde een uiterst

dynamisch vak,68 dit geldt in het bijzonder voor de wiskunde die in

contact staat met andere disciplines. Juist nu het belang van dit vak

in allerlei vakgebieden zo sterk toeneemt, kan en mag je het, bij op-

leidingen op universitair niveau, niet in z’n geheel overlaten aan do-

centen die niet op de een of andere wijze een band hebben met deze

onderzoeksdynamica. In dit kader is het dan ook bijvoorbeeld uiterst

betreurenswaardig dat het nog steeds voorkomt aan Nederlandse uni-

versiteiten dat faculteiten op louter financiële gronden besluiten om

zelf het wiskunde-onderwijs te gaan verzorgen.

Dames en heren studenten, degenen onder u die wiskunde studeren

zal bij het lezen van de krant soms het gevoel bekruipen dat u tot een
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uitstervend ras behoort. Zoals u zelf maar al te goed weet is daar na-

tuurlijk absoluut geen sprake van. De zojuist genoemde problematiek

wordt soms zo vervormd, dat het lijkt dat u per persoon zou moeten

kunnen beschikken over u eigen privé-hoogleraar, of deze hoogstens

met één of twee medestudenten moet delen.69 Toch lijkt het er soms

op dat u, net als de meeste studenten die wiskunde-colleges volgen,

uw mogelijke invloed op het door u genoten onderwijs onderschat. Dit

is overigens niet iets van de laatste tijd. Lesgeven in de wiskunde is

een van de mooiste aspecten van mijn aanstelling aan deze universi-

teit, meer directe interactie met u als ‘afnemers’ zal mijn en, naar ik

verwacht, uw plezier alleen maar vergroten. k
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