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Evenement De Avond van de Abelprijs

De oorsprong
van ergodentheorie

Ergodentheorie is geworteld in de statistische mechanica. Via de wiskunde heeft het
zich verspreid over diverse wetenschapsgebieden. Frank den Hollander en Charlene Kalle
geven in dit artikel een kort historisch overzicht naar aanleiding van de Abelprijs 2020.

Met het begrip ‘dynamisch systeem’ wordt
ieder proces aangeduid dat zich ontwikkelt
in de tijd, van pandemie tot planetenstel-
sel. Ergodentheorie is het vakgebied dat
kansrekening inzet om een omschrijving
te geven van het typische gedrag van een
dynamisch systeem op de lange termijn.
Deze aanpak heeft in de afgelopen 150 jaar
tot veel successen geleid. In 2020 hebben
Hillel Furstenberg en Gregory Margulis de
Abelprijs ontvangen voor hun baanbrekend
werk in en rond de ergodentheorie. Dit ar-
tikel is geschreven naar aanleiding van de
KNAW-Webinar ‘Evening devoted to the
Abel Prize’ over de levens en het werk van
beide laureaten. We bespreken kort de op-
komst van de ergodentheorie en geven, als
opmaat voor de artikelen verderop in dit
nummer van Benjamin Weiss en Shrikrishna
Dani, een kleine toepassing van ergoden-
theorie in de getaltheorie.

De ergodenveronderstelling

Voor de oorsprong van ergodentheorie, en
ook van het woord ergodentheorie, gaan
we terug naar het werk van een van de be-
langrijkste natuurkundigen van de negen-
tiende eeuw, de Oostenrijkse Ludwig Boltz-
mann (1844-1906). Boltzmann was een van

de grondleggers van de statistische me-
chanica, die zich richt op de beschrijving
van de dynamica van systemen met enor-
me aantallen deeltjes. Vanwege deze aan-
tallen is het onmogelijk om een precieze
omschrijving te geven van het chaotische
gedrag van de deeltjes op microscopisch
niveau. Dankzij Boltzmanns baanbrekende
ideeén over het inzetten van de wetten van
de kansrekening (zie onder andere [5,6]),
lukte het wel om uitspraken te doen over
de macroscopische eigenschappen, zoals
dichtheid, temperatuur en druk.

Het werk van Boltzmann wordt in het
beroemde boek [9] van het echtpaar Paul
Ehrenfest (1880-1933) en Tatjana Ehrenfest
Afanassjewa (1876—1964) uiteengezet als
een samenhangend geheel. Ehrenfest was
een Oostenrijkse natuurkundige en student
van Boltzmann. Ehrenfest-Afanassjewa was
een Russische natuur- en wiskundige en
studente van David Hilbert (1862-1943).
In 1912, ook het jaar waarin [9] verscheen,
verhuisden ze samen naar Nederland, waar
Ehrenfest de opvolger werd van Hendrik
Antoon Lorentz (1853-1928), als hoogle-
raar theoretische natuurkunde aan wat
toen nog de Rijksuniversiteit Leiden heet-
te. In 1919 werd hij benoemd als lid van

de Koninklijke Nederlandse Akademie van
Wetenschappen.

Centraal in het werk van Boltzmann
plaatsten de Ehrenfests de ergodenver-
onderstelling. Zoals omschreven in [9],
stelt deze simpel gezegd dat een geiso-
leerd systeem in evenwicht uiteindelijk alle
mogelijke toestanden aanneemt waarvan
de totale energie correspondeert met de
veronderstelde totale energie van het sys-
teem. De naam is ontleend aan de term
ergode die door Boltzmann werd gebruikt
in zijn baanbrekend artikel [7] uit 1884,
maar de ergodenveronderstelling zelf staat
nergens in het werk van Boltzmann zo ex-
pliciet opgeschreven als in [9].

Ondanks dat er wat discussie is geweest
over de etymologie van het woord ‘ergode’
(zie bijvoorbeeld [10,15]), is de huidige con-
sensus dat het een samenvoeging is van de
Griekse woorden epyov, dat ‘werk’ of ‘actie’
en soms ook ‘energie’ betekent, en 0dog,
dat ‘pad’ betekent. Boltzmann bedoelde er
het volgende mee. Noem de veronderstelde
totale energie van een geisoleerd veeldeel-
tjessysteem E en noteer de verzameling
van alle mogelijke toestanden van het sys-
teem waarvan de totale energie gelijk is aan
E met &. In[7]is een ‘ergode’ een kansver-
deling op & die invariant blijft door de tijd
en waarvan de drager gelijk is aan heel &E.
Het bestaan van een ‘ergode’ is equivalent
met de ergodenveronderstelling.
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Ludwig Boltzmann in 1902

Een belangrijk gevolg van de ergoden-
veronderstelling is dat voor geschikte ob-
servabelen van het dynamische systeem
het tijdsgemiddelde langs een baan van
het systeem in de limiet van lange tijd ge-
lijk is aan het gemiddelde van de observa-
bele over alle toestanden uit & gewogen
volgens de invariante kansverdeling, met
andere woorden tijdsgemiddelde = ruimte-
gemiddelde. De veronderstelling, zoals die
in [9] geformuleerd is, bleek te sterk te zijn.
In 1913 lieten de Duitse wiskundige Arthur
Rosenthal (1887-1959) en de Zwitserse wis-
kundige Michel Plancharel (1885-1967) on-
afhankelijk van elkaar zien dat realistische
gasmodellen hier niet aan kunnen voldoen
(zie [8,12,14)). Ergodentheorie als vak-
gebied is ontstaan uit de zoektocht naar
voorwaarden waaronder tijdsgemiddelden
gelijk zijn aan ruimtegemiddelden.

John von Neumann, ergens tussen 1943 en 1945

Foto:: Wikimedia Commons / Los Alamos National Laboratory

Tatjana Ehrenfest Afanassjewa en Paul Ehrenfest in 1904

Ergodenstellingen

De wiskundige grondslag van ergodenthe-
orie werd in 1931 gelegd toen de Ameri-
kaans-Hongaarse alleskunner John von
Neumann (1903-1957) en de Amerikaanse
wiskundige George Birkhoff (1884-1944)
twee verschillende versies van de ergoden-
stelling bewezen. Om deze stelling precies
te maken beschouwen we een dynamisch
systeem dat zich in discrete tijdstappen
ontwikkelt. In de simpelste vorm bestaat
zo’n systeem uit een toestandsruimte X en
een transformatie T:X — X die de tijds-
ontwikkeling van het systeem geeft, in de
zin dat als het systeem zich op een be-
paald moment in toestand x € X bevindt,
het zich een tijdstap later in toestand
T(z) € X bevindt. We nemen aan dat het
systeem de volgende twee eigenschappen
heeft:

1. Er bestaat een kansverdeling P op de
verzameling X die invariant blijft onder
de tijdsontwikkeling. In dit geval heet
de transformatie T maatbehoudend.

2. Het systeem is irreducibel in de zin dat
als de toestandsruimte X een kleiner
gebied Y C X bevat waartoe de dyna-
mica beperkt kan worden (T7y=Y),
dan is Y of verwaarloosbaar klein of zo
goed als de hele ruimte (P(Y)=0 of
P(Y)=1). In dit geval heet de transfor-
matie T ergodisch.

De ergodenstellingen van Von Neumann
en Birkhoff doen voor een observabele
f:X — R van het systeem een uitspraak
over de convergentie van het tijdsgemid-
delde van f langs de baan van een toe-
stand z € X naar de gemiddelde waarde

van f over de hele ruimte X gewogen vol-
gens de kansverdeling IP. Het tijdsgemid-
delde is in dit geval de waarde

indien deze limiet bestaat. Hierin staat 7™
voor m keer de samenstelling van T met
zichzelf:

T":=ToTo-oT.
m keer
Het ruimtegemiddelde geven we weer met
een integraal: fX fdP.De ergodenstellingen
van Von Neumann [16] en Birkhoff [2,3]
geven, elk voor een ander soort conver-
gentie, voorwaarden waaronder

George Birkhoff in 1910
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Niet veel later verschenen er nog enkele
andere versies van de ergodenstelling. On-
der de aanvullende eisen dat X een com-
pacte metrische ruimte is en T een conti-
nue transformatie is, en dat er maar één
mogelijke tijdsinvariante kansverdeling
P op X bestaat die goed gedefinieerd is
op alle open deelverzamelingen, geldt de
convergentie in () zelfs uniform voor con-
tinue observabelen f: X — R. In dit geval
heet het dynamisch systeem uniek ergo-
disch.

Von Neumann maakte zijn resultaat be-
kend in de zomer van 1931. Uit bewaarde
brieven blijkt dat Von Neumann en Birkhoff
in de herfst van 1931 contact hebben gehad
over de stelling van Von Neumann en dat
Birkhoff in november 1931 nog bezig was
met zijn bewijs. Toen duidelijk werd dat
het artikel van Von Neumann [16] in janu-
ari 1932 in de Proceedings of the National
Academy of Sciences of the United States
of America zou verschijnen en dat Birkhoff
probeerde zijn resultaten al in december
1931 in het zelfde tijdschrift gepubliceerd
te krijgen, heeft Von Neumann aan Birkhoff
gevraagd om de publicatie van zijn resul-
taat uit te stellen. Dat verzoek is niet ge-
honoreerd, en Birkhoffs artikelen [2, 3] zijn
inderdaad in december 1931 verschenen.
In maart 1932 heeft Birkhoff, samen met
collega Bernard Koopman (1900-1981), een
artikel gepubliceerd [4] dat een chronolo-
gisch overzicht bevat van alle belangrijke
gebeurtenissen die voorafgingen aan de
publicaties van [2,3,6]. Zie [17] voor meer
informatie.

Eerste cijfers van de machten van twee

De betekenis van ergodentheorie op ons
begrip van dynamische systemen is van
onschatbare waarde gebleken. Tegelijk
heeft ergodentheorie grote en opvallende
doorbraken teweeg gebracht in andere
wiskundige vakgebieden. De artikelen van
Benjamin Weiss en Shrikrishna Dani ver-
derop in dit nummer gaan daar dieper op
in. Hier geven we een klein voorbeeld van
een toepassing van ergodentheorie in de
getaltheorie.

In 1881 viel het de Amerikaans-Canadese
sterren- en wiskundige Simon Newcomb
(1835—1909) op dat van logaritmetabellen
de pagina’s voor getallen waarvan het eer-
ste decimale cijfer een 1 is veel meer ge-
bruikerssporen vertoonden dan de andere
pagina’s. Ook zagen de pagina’s er min-
der vaak gebruikt uit naarmate het eerste

decimale cijfer groter werd (zie [11]). Zijn
conclusie was dat blijkbaar niet alle cijfers
1 tot en met 9 even vaak voorkomen als
eerste decimale cijfer.

In 1938 ging de Amerikaanse natuurkun-

dige Frank Benford (1883-1948) een stap
verder. Hij bestudeerde in [1] allerlei grote
numerieke dataverzamelingen en schatte
de percentages waarmee de cijfers 1 tot en

met 9 daarin voorkwamen als eerste deci-
male cijfer. Benford bekeek onder andere

gegevens over populatiegrootten van de
Verenigde Staten, gewichten van molecu-

len en atomen, getallen in de adressen-
lijst van de American Men of Science (die
overigens ook de gegevens van vrouwen
bevatte en later omgedoopt is tot Ameri-
can Men and Women of Science) en in een
uitgave van Readers Digest. Tabel 1 bevat

1 23| 4|5 |61]7]|8]09
9480 |64 | 51|49 |47

30,6(18,5(12,4

Tabel 1 De percentages eerste decimalen per cijfer geob-
serveerd door Benford in [2].

de percentages geobserveerd door Benford
in [1]. De Wet van Newcomb-Benford vat
deze observaties samen.

We laten zien dat ook de machten van
twee voldoen aan de Wet van Newcomb-
Benford. De rij eerste decimalen van deze
machten is

1,2,4,8,1,3,6,1,2, ...

Laat k € {1,...,9} een mogelijk eerste cijfer
zijn en gebruik voor ieder natuurlijk getal
n de notatie p,(k) voor het aantal keer dat
het cijfer k¥ voorkomt in de eerste n getal-
len in bovenstaande rij. Dus py(1) =3 en
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Figuur 1 Een pagina uit de Logarithmorum Chilias Prima, de eerste logaritmetabel van de Engelse wiskundige Henry
Briggs (1561-1635) uit 1617. Briggs was de eerste die voorstelde om de logaritme met basis tien te gebruiken.
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p3(8) = 0. De frequentie van het cijfer k in
deze rij is dan
i 2alk)

n — oo n ’
indien deze limiet bestaat. Beschouw nu
een willekeurig natuurlijk getal m. De eer-
ste decimaal van 2™ is gelijk aan k precies
dan als

kX107 < 2™ < (k+1) x 104

voor een zekere 5> 0. Dit is hetzelfde als

logk < mlologQ (mod1) < 10log(lc +1).

Laat 7:[0,1) —[0,1) de transformatie zijn
die gegeven wordt door

T(z)=z+ 10log 2 (mod1).

Dan is

T™(0) = mlolog 2 (mod1).

Met andere woorden, p,(k) is gelijk aan het
aantal keer dat de baan van 0 onder T'in
het interval [logk, "®log(k + 1)) ligt tijdens
de eerste 7 tijdstappen. De observabele
die hierbij hoort is de indicatorfunctie ge-
geven door

1010, O1og(k+1))(2) =1

alsz e [mlogk,lolog(k‘ +1)),
1[lologk,mlog(k+l))(x) =0

als z & [Vogk,Clog(k+1)).
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