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Geschiedenis

Gelijkverdeelde rijen
bestaan niet

In 1935 stelde J. G. van der Corput een vraag over gelijkverdeling van rijen die in 1945 door
mevrouw Van Aardenne-Ehrenfest beantwoord werd. Daarmee startte een interessante ont-
wikkeling die hier door Rob Tijdeman samengevat wordt.

Stel je wilt » punten gelijkelijk verdelen over
een cirkel. Dan is er een ideale oplossing: je
verdeelt de cirkel in n stukken van gelijke
lengte en neemt de eindpunten. Het wordt
veel ingewikkelder als je telkens een punt
wilt toevoegen en daarbij de punten min
of meer gelijkverdeeld wilt houden. Hoe
gelijkverdeeld kun je dat doen? Dat is een
vraag die ). G. van der Corput in 1935 stelde.
In 1948 formuleerde Van der Corput het in
een artikel over de wiskunde in Nederland
in de jaren 1940-1945 z0 [4, p.273]:

“Stel, ik wijs op een lijnstuk een bepaald
punt aan, een seconde later een tweede
punt, weer een seconde later een derde
punt, en zo ga ik door tot in de eeuwig-
heid. Kan ik het nu zo inrichten, dat elk
paar even lange deelintervallen van het
beschouwde lijnstuk steeds ongeveer
evenveel aangewezen punten bevat?
Nauwkeuriger gezegd, kan ik het gedaan
krijgen, dat de afwijking tussen de aan-
tallen der aangewezen punten kleiner is
dan honderdduizendmiljard (of een an-
der groot getal, zo u dit wenst)?”

Als dat het geval is, noemt Van der Corput
de aangewezen punten rechtvaardig ver-
deeld op het lijnstuk, maar hij sprak het
sombere vermoeden uit, dat er geen recht-
vaardige verdelingen bestaan.

Deze formulering lijkt op de formulering
die Wolff van het probleem geeft (zie [11,
p.14]), en die mevrouw Van Aardenne in
1936 van haar ouderejaars studiegenoot
in Leiden Carel de Ridder ontving. In 1945
slaagde Van Aardenne er in om zoals Van
der Corput het zelf uitdrukte ‘op vernuftige
wijze’ te bewijzen dat er geen rechtvaardig
verdeelde rijen bestaan. Van der Corputs
vraag werd het startpunt voor een theorie
over onregelmatigheden in verdelingen van
punten in verzamelingen. In het bijzonder
is het probleem om 7 punten in een vier-
kant zo gelijk mogelijk te verdelen nauw
verwant met het gelijkverdelingsprobleem
van een rij punten op een cirkel. Gelijk-
verdeelde rijen in hoogdimensionale blok-
ken vinden toepassingen in de numerieke
wiskunde, onder andere bij berekeningen
in de financiéle wiskunde. Voor een uitge-
breide verhandeling verwijs ik naar Faure,

Kritzer en Pillichshammer [6] en voor een
recente ontwikkeling naar Larcher [9].

Het eendimensionale geval

We gaan in op de vraag van Van der Cor-
put. We beschouwen daartoe het interval
[0,1) waarbij het getal = het punt op de
eenheidscirkel onder hoek 2nz met de po-
sitieve z-as representeert. Dus =0 cor-
respondeert met (1,0) € R%, z=1/4 met
(0,1), z=1/2 met (—1,0) en z=3/4 met
(0,—1). Van Aardenne bewees dus dat het
onmogelijk is om een rij w=(T,)-; €
[0,1) te vinden z6 dat voor elk paar inter-
vallen van gelijke lengte in [0,1) het ver-
schil van de aantallen punten uit die rij
in die intervallen begrensd blijft als je de
punten aftelt.

Om de kwaliteit van rijen te kunnen ver-
gelijken moet een maat worden ingevoerd.
Voor een rij @ = (21,2, ...,xx,...) in [0,1)
definiéren we de discrepantie Dy (w) voor
N=1,2,...als

DN = DN(-TL 7-7/‘N)

= sup |A(@,8N)-N(B—a)l

0<a<f=<1
waar A(a,B;N) het aantal n’s is met
a<{z,}<B en 1<n<N. We noe-
men de rij w gelijkverdeeld modulo 1 als
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Het probleem van Van der Corput, genoteerd door Wolff; bijlage bij brief, 6-2-1936, van C.C.J. de Ridder aan Tatiana van Aardenne-Ehrenfest

limy_ .Dy(w)/N=0. Het betekent dat
elk deelinterval van [0,1) in de limiet een
fractie van de punten van w bevat die ge-
lijk is aan de lengte van het interval. Uit de
definitie volgt direct dat voor elke rij w en
elke N geldt dat

1 <Dy(w) <N.

In 1904 merkte Lerch [10] op dat voor
de rij (neamod1) met @=(1++5)/2 de
rij (Ll’o\g]‘(’,)) begrensd is. De begrensdheid
geldt voor alle getallen @ waarvoor de
wijzergetallen in de kettingbreukexpansie
begrensd zijn, in het bijzonder voor elk
irrationaal getal dat wortel is van een

niet-triviaal kwadratisch polynoom met ge-

hele coéfficiénten. In 1922 bewezen Hardy
en Littlewood [7] en Ostrowski [13] dat an-
derzijds in dit resultaat de factor log N niet
verbeterd kan worden.

Van der Corput introduceerde een ande-
re rij waarvoor( e )begrensd is. De naar
hem genoemde rij krijg je door de getallen
0,1,2,... binair te schrijven en dan de bits
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achter de komma te ‘spiegelen’. De Van der
Corputrij is
oL Ll 315371 9 5

Zoals in de inleiding beschreven vroeg
Van der Corput [3] zich af of er een on-
eindige rij @ bestaat waarvoor Dy (@) be-
grensd blijft als N — co. Deze vraag werd
beantwoord door Van Aardenne-Ehrenfest,
dochter van de fysicus Paul Ehrenfest.
Zij bewees dat er geen enkele rij bestaat
waarvoor Dy(w) begrensd blijft [1]. Een
paar jaar later toonde ze aan dat er een
¢ >0 is z6 dat er voor elke rij w oneindig

veel N’s zijn met Dy (w) > cogloeN [2].

logloglog N

In 1954 verbeterde Roth de ondergrens tot
cylogN [14]. Ten slotte bewees Schmidt in
1972 dat voor elke rij w er oneindig veel
N’s zijn met Dy >clogN met c¢=1/100,
[15]. Eerder genoemde rijen hebben dus af-
gezien van de multiplicatieve constante de
optimale discrepantie.

De zoektocht daarna betrof de optimale
waarde van de constante c¢. We noemen
hier alleen de nu bekende beste grenzen.
In 2016 bewees Larcher dat in Schmidts
resultaat ¢=0,21 genomen kan worden
[9]. Anderzijds construeerde Ostromoukhov
een variant van de Van der Corputrij waar-
voor geldt dat Dy(w) <0,354logN voor
alle N [12]. De factor log N geldt voor bijna
het gehele interval [0,1): in 1980 bewezen
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