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De kans om
Ganzenbord te winnen

In dit artikel analyseren Jan Friso Groote en Hans Zantema de kans op winst voor de verschil-
lende spelers van het traditionele bordspel Ganzenbord. Deze kansen kan men berekenen voor
maximaal vijf spelers, waarbij het aantal toestanden oploopt tot zeer grote omvang. Voor twee
spelers kan men deze kansen exact uitrekenen als breuken waarvan de tellers en noemers uit
duizenden cijfers bestaan. Een verrassend resultaat is dat bij twee spelers de kans op gelijk
spel (een speler in de put en de ander in de gevangenis) substantieel is: bijna 23 procent.

Ganzenbord is een traditioneel bordspel. Het
is algemeen bekend, vooral in Europa [1], en
is de basis van veel variaties op dit spel. Het
basisidee bestaat uit een aantal genummer-
de velden, waarbij het doel is het laatste veld
te bereiken door om de beurt met een of twee
dobbelstenen te gooien en het geworpen aan-
tal ogen vooruit te gaan. Onderweg kom je
allerlei hindernissen tegen, zoals de put en
de gevangenis waarin je moet blijven tot een
andere speler je komt bevrijden.

In [5] wordt Ganzenbord beschreven als
“historically the most important spiral game
ever devised” en wordt als een van de bron-
nen het Italié van Francesco de Medici (1574—
1587) genoemd, terwijl in de oude geschiede-
nis van Egypte en Griekenland verwante spe-
len ook al populair waren.

Het huidige Ganzenbord kent 64 velden,
genummerd van o tot en met 63, en wordt ge-
speeld met twee of meer spelers. Het spel is
een puur geluksspel: het verloop van het spel
wordt geheel bepaald door het werpen van
dobbelstenen, en de spelers hebben geen en-
kele eigen keuze, in tegenstelling tot bijvoor-

beeld Mens erger je niet!, waarbij de spelers
nog kunnen kiezen welke van hun pionnen ze
gaan spelen. Op grond hiervan ligt de kans
om te winnen bij Ganzenbord voor elke spe-
ler helemaal vast. Een voor de hand liggende
vraag is wat deze kans is voor elke speler, en
dat is precies het onderwerp van dit artikel.

In tegenstelling tot pure kansspelen zoals
Ganzenbord, is er veel analyse gedaan naar
winst bij strategiespelen. Spelen als Vier op
’n rij [7] en beperkte vormen van Awari zijn
helemaal doorgerekend. Voor de grote spe-
len als schaken, dammen en go is niet be-
kend of er een winnende strategie is, wel is
de vraag of zo’n strategie bestaat goed gede-
finieerd.

Voordat we met de analyse van Ganzen-
bord kunnen beginnen, moeten we eerst de
regels precies vastleggen. Hoewel in grote lij-
nen de spelregels van de verschillende ver-
sies van Ganzenbord met elkaar overeenko-
men, zijn er toch verschillen op detailpunten.
Zo is de plaats waarnaar je terug moet sprin-
gen als je op het doolhof op positie 42 komt
in sommige uitvoeringen 30, en in andere 37.

Hier hebben we een vrij willekeurige keuze
gemaakt. Verder zijn er versies waarbij fiches
uitgekeerd of betaald worden, een aspect dat
wij buiten beschouwing laten. De precieze re-
gels die wij volgen worden beschreven in de
volgende paragraaf.

Een manier om de kans op winst te bena-
deren is door het spel een groot aantal keren
te simuleren, en daarbij te tellen hoe vaak el-
ke speler wint. Echter, deze methode conver-
geert zeer traag, en is daarmee niet geschikt
om de kansen met grote precisie vast te stel-
len.

In plaats daarvan bouwen we de volledige
toestandsruimte op, bestaande uit alle toe-
standen waarin het spel zich bij een gege-
ven aantal spelers kan bevinden. Voor elke
toestand geven we een vergelijking voor de
kans dat in die toestand een betreffende spe-
ler wint. Voor toestanden waarin het eindveld
63 bezet is, is dat makkelijk: als dat veld door
de betreffende speler bezet is, is dat 1, en
als dat door een andere speler is, is dat o.
Voor de overige toestanden bekijken we wel-
ke toestanden er vanuit die toestand bereik-
baar zijn bij elke mogelijke dobbelsteenworp,
en stellen de kans als gewogen gemiddelde
van de kansen bij de vervolgtoestanden. Op
deze manier krijgen we n lineaire vergelijkin-
gen over n onbekenden, waarbij n het to-
taal aantal toestanden is. Dit lineaire stelsel
kan met standaardmethoden worden opge-



Jan Friso Groote, Hans Zantema

De kans om Ganzenbord te winnen

NAW 5/15 nr. 4 december 2014 235

lost. Dit aantal n loopt snel op met het aantal
spelers, zo is n ongeveer 4000 voor Ganzen-
bord met twee spelers, maar rond de 885 mil-
joen voor vijf spelers.

Met behulp van Mathematica [2] kunnen
we het spel met twee spelers exact oplossen,
waarbij de resulterende kansen als breuken
worden gegeven. Voor het spel met drie spe-
lers is een exacte berekening niet meer haal-
baar, maar wel een numerieke benadering.
Het spel met vier spelers kunnen we nume-
riek oplossen met Matlab [3] met de induced
dimension reduction-methode (IDR-methode)
als uitbreiding [6]. Voorvijf spelers hebben we
een oplossing met behulp van een ad-hoc-
dekpuntalgoritme. Voor zes of meer spelers
is het vaststellen van de kansen op winst met
deze precisieaanpak vooralsnog buiten ons
bereik.

De verkregen resultaten bevestigen op
veel punten wat je intuitief verwacht, maar
wijken daar soms ook van af. Het meest ver-
rassende was dat er bij het spel met twee spe-
lers een substantiéle kans, namelijk bijna 23
procent, is op gelijkspel: de eindsituatie waar-
bijeenvan de spelersin de putzit en de ander
in de gevangenis.

Voor alle aantallen spelers die we onder-
zocht hebben, blijkt de speler die begint in
het voordeel te zijn. Bij twee spelers is dit
verschil nog geen 2 procent, bij vijf spe-
lers loopt dit op tot bijna 10 procent. Het
is ook interessant te kijken hoe de winst-
kansen beinvioed worden door de posities
op het bord. Voor twee spelers geven wij
hiervoor driedimensionale diagrammen die
de winstkansen geven met de beide posities
van de spelers als parameters. Ook hier ko-
men soms tegenintuitieve resultaten uit, zo
wordt de winstkans van een speler nauwe-
lijks verhoogd als de tegenstander in de put
komt.

De reden voor het analyseren van dit spel
zit zeker niet alleen in de recreatieve sfeer.
In de informatica is het verifiéren van eigen-
schappen van systemen met grote toestands-
ruimten een belangrijk onderwerp, en veel
van dergelijke systemen vertonen probabilis-
tisch gedrag. Op grond hiervan is het zinvol
systemen met probabilistisch gedrag en een
groot aantal toestanden te verkennen en door
te rekenen, en ervaring op te doen met de be-
perkingen die daarin optreden. Hierin is Gan-
zenbord een eerste stap.

Alvorens Ganzenbord in detail te beschrij-
ven beschouwen we eerst een zeer versimpel-
de versie om onze maniervan oplossen toe te
lichten.

0 1 2
© ©

start einde

Hierin zijn er slechts drie velden, 0, 1 en 2,
en de speler die het eerst op 2 komt heeft
gewonnen. Er zijn twee spelers, en die wer-
pen om de beurt met een munt waarop op de
ene zijde een O staat en op de andere een 1,
aangevende het aantal posities dat de speler
vooruit mag. Dit spel kent toestanden (i, j, k)
voor i € {1,2} en j,k € {0,1,2}, waarbij
(i, j, k) de toestand is waarbij speler i aan
de beurt is, speler 1 op positie j staat en
speler 2 op positie k staat. Niet al deze toe-
standen zijn bereikbaar, zo kunnen niet bei-
de spelers op 2 staan, en komen de toestan-
den (i, 2, 2) niet voor. We willen weten wat de
kans is dat de beginner (speler 1) wint, en
voeren daartoe variabelen g; i in, aangeven-
de de kans dat speler 1 wint vanuit toestand
(i, j, k). We willen dus weten wat de waarde
is van qioo. Vanuit toestand (1,0,0) werpt
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speler 1 de munt. Met een kans van één op
twee levert dat een 0, waarbij speler 1 op O
blijft en daarna speler2 aan de beurtis, enwe
aangekomen zijnin toestand (2, 0, 0). Met ook
een kans van één op twee had speler 1 een 1
geworpen, en is (2,1, 0) de nieuwe toestand.
Ditlevert de vergelijking 100 = 3 4200+ 3 d210-
Algemener geeft elke toestand (i, j, k) waarbij
nognietgewonnenis, dus j, k < 2, eenverge-
lijking voor g;ji: als i = 1 kan speler 1 naar j
of j+1gaan, metgelijke kans, waarna speler2
aan de beurtis, dus gk = %qzjk + %qzyﬁl,k.
Net zo voor speler2: dajx = 21k + 2d1,jk+1-
Verder heeft speler 1 gewonnen als hij op 2
komt, dus giox = 1, en heeft speler 1 verloren
als speler 2 op 2 komt, dus g;;> = 0. In totaal
geeft dit het hele stelsel

q100 = 3d200 + 34210,

d200 = 3q100 + 34101,
4110 = 3q210 + 34220,
di12 =0,
q210 = 3q110 + 3q111,
d220 =1,
Q101 = 3q201 + 3211,
q111 = 3q211 + 3221,
201 = 3q101 + 34102,
211 = 3q111 + 34112,
d221 =1,
di02 =0,

met als oplossing

_16 _u _8
qi100 = 27’ qz200 = >7° qii0 = 9,
7
di112 =0, dz10 = 9’ d220 =1,
_2 _2 1
qio1 = 9’ qi11 = 3 q201 = 9’
1
d211 = 3 d221 =1, d102 = 0.

In het bijzonder vinden wij hierin de ge-
vraagde kans dat de beginner wint: gqioo =
28~0.59.

Deze methode werkt voor elk spel met ein-
dig veel toestanden waarin het spelverloop
geheel door kansen wordt vastgelegd: voer
voor elke toestand een variabele in die de
kans aangeeft dat een bepaalde spelervanuit
die toestand wint. Voor de winnende en ver-
liezende toestanden wordt de vergelijking op-
geleverd die deze variabele gelijkstelt aan O
of 1. Voor de overige toestanden wordt ge-
keken welke toestanden in een stap bereikt
kunnen worden, en wordt de vergelijking op-

geleverd die de kans bij de gegeven toestand
gelijkstelt aan het gewogen gemiddelde van
de kansen bij de vervolgtoestanden. Op deze
manier is er voor elke variabele precies één li-
neaire vergelijking. Vanaf dit moment kunnen
we de betekenis van de variabelen vergeten,
en elk gewenst mechanisme inzetten om de
vergelijkingen op te lossen. Voor kleine stel-
sels zoals hierboven is dat nog heel goed met
de hand te doen, voor grotere stelsels kunnen
hulpmiddelen als Mathematica en Matlab be-
hulpzaam zijn. In ontaarde gevallen, bijvoor-
beeld bij het werpen van dobbelstenen die
aan alle zijden 0 ogen hebben, kan het voor-
komen dat het resulterende stelsel geen unie-
ke oplossing heeft.

De spelregels van Ganzenbord

Dan zijn we nu toe aan het geven van de

spelregels van Ganzenbord, waarin we op de

detailpunten waarin verschillende in omloop
zijnde versies van elkaar verschillen, een keu-
ze vastleggen.

— Erzijn 64 velden, genummerd van o tot en
met 63. Alle spelers starten op veld o. De
eerste speler die op veld 63 terechtkomt,
wint.

— Despelers spelen om de beurtin een vaste
volgorde.

— Een beurt van een speler bestaat uit het
werpen van twee dobbelstenen, en het
vooruitbewegen van evenveel plaatsen als
erogen zijn gegooid, tenzij de volgende re-
gels iets anders voorschrijven.

— In het geval dat het veld waarop een spe-
ler terechtkomt al bezet is door een ander
speler, gaat de speler weer terug naar waar
hij vandaan kwam.

— Een speler wint alleen als hij precies op
63 terechtkomt; als hij voorbij 63 terecht
zou komen moet hij het teveel geworpen
aantal terugstappen vanaf 63.

— Opdeveldens, 9,14, 18, 23, 27, 32, 36, 41,
45, 50, 54 €n 59 iS een gans aangegeven.
Als een speler op een van deze velden te-
rechtkomt, speelt hij hetzelfde aantal ogen
nogmaals, in dezelfde richting als waarin
gespeeld werd. Als dit weer een gans is,
herhaalt dit proces zich.

— Als vanuit veld o een 3 en een 6 wordt ge-
worpen, springt de spelerin een keer naar
53. Als vanuit veld o een 4 en een 5 wordt
geworpen, springt de speler in een keer
naar 26. Merk op dat zonder deze regel de
speler met de vorige regel in een keer op
63 terecht zou komen, omdat op alle ne-
genvouden een gans is aangegeven.

— Veld 6 is de brug: een speler die hier aan-
komt gaat direct door naar veld 12.

— Veld 19 is de herberg: een speler die hier
aankomt moet een beurt overslaan.

— Veld 31is de put: een speler die hier aan-
komt moet hier net zolang blijven en doet
nietmee met het speltoteen andere speler
de put bereikt: dan doet deze speler weer
mee en moet de ander in de put blijven.

— Veld 42 is het doolhof: een speler die hier
terechtkomt gaat terug naar veld 30.

— Veld 52 is de gevangenis: een speler die
hier aankomt moet hier net zolang blijven
tot een andere speler de gevangenis be-
reikt; net zoals bij de put dus.

— Veld 58 is de dood: een speler die hier te-
recht komt gaat terug naar veld o en moet
dus helemaal opnieuw beginnen.

Deze regels worden herhaaldelijk toegepast,

waardoor een beurt uit een hele serie bewe-

gingen kan bestaan. Als een speler bijvoor-
beeld op veld 46 staat en 4 gooit, gaat hij

naar 50. Dat is een gans, dus gaat hij naar 54.

Dit is wederom een gans, dus gaat hij naar

58. Dat is de dood, dus hij moet helemaal

opnieuw beginnen op veld o. Als veld o al be-

zetis doordat een andere spelerin een vorige
beurt op de dood terechtkwam, kan deze he-
le beurt niet worden uitgevoerd, en blijft de
speler staan op veld 46 waar de hele opera-
tie begon. Als een ander voorbeeld beschou-
wen we een speler die op veld 60 twee zessen
werpt, komt negen posities over de 63 heen,
en moet dan dus naar 54. Aangezien dit een
gans is, moet hij nogmaals 12 stappen doen
in de gespeelde richting, dat is achteruit, dus
naar 42. Omdat dit het doolhofis, gaat hij dan

terug naar veld 30.

Merk op dat er door dit heen en weer spe-
len geen bovengrensisaan hetaantal beurten
dat een spel kan duren; de kans dat het spel
onbeperkt lang doorgaat is echter o.

In het geval van twee spelers zijn er drie
mogelijke uitkomsten: de eerste of de twee-
de speler kan winnen door precies op veld 63
te komen, maar de derde mogelijkheid is een
gelijkspel doordat het spel vastloopt in een
toestand waarbij een speler in de put zit en
de anderin de gevangenis. Bij meer dan twee
spelers kan dit verschijnsel zich niet voor-
doen, omdat zowel de put als de gevange-
nis maar hoogstens één speler kan vasthou-
den, en er dus altijd nog een speleris die niet
vast zit.

Bij het beschouwen van toestanden bij
Ganzenbord is het basisidee hetzelfde als in
het simpele spel dat net is beschreven: een
toestand wordt aangegeven door de posities
waar de spelers zich bevinden, en welke spe-
ler aan de beurt is. Bij elke toestand en elke
mogelijke worp moet worden beschreven in
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welke nieuwe toestand het spel dan terecht-
komt, en de bijbehorende vergelijking moet
worden opgesteld, die de variabele van de
oorspronkelijke toestand gelijkstelt aan het
gewogen gemiddelde van de variabelen van
de mogelijke vervolgtoestanden. Het vaststel-
len van de vervolgtoestanden kan best ge-
compliceerd zijn, zoals hierboven in enkele
voorbeelden aangegeven, maaris wel precies
gedefinieerd volgens een klein aantal simpe-
le regels. Er zijn spelregels die afdwingen om
nog een aantal extra toestanden in te voeren.
Zo moeten alle toestanden waarbij een speler
op de herberg staat verdubbeld worden: een
toestand aangevende dat de beurt die moet

worden overgeslagen nog moet komen, en
een waarbij die al geweest is.

Het spel voor twee spelers

Bij twee spelers wordt de toestand in prin-
cipe vastgelegd door de posities van beide
spelers, en welke van de twee spelers aan de
beurt is. Een eerste schatting van het aantal
toestandenis dus het kwadraat van het aantal
velden op het bord maal twee. Het werkelij-
ke aantal is echter aanzienlijk kleiner, onder
meer omdat veel velden nooit bezet zijn na
het afhandelen van een worp: de ganzen, de
brug, het doolhof en de dood, maar ook bij-
voorbeeld veld 1. Het blijkt dat bij twee spe-
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Figuur 1

lers het aantal bereikbare toestanden 4048
is. Voor elk van deze toestanden wordt een
variabele ingevoerd die de kans aangeeft dat
speler 1 wint, en een vergelijking opgesteld
die deze variabele gelijkstelt aan een gewo-
gen gemiddelde van de variabelen die horen
bij de mogelijke vervolgtoestanden. Voor een
toestand waarbij speler 1 op 63 staat wordt
de waarde 1 ingevuld, en voor een toestand
waarbij speler 2 op 63 staat, of waarbij de ene
speler in de put zit en de ander in de gevan-
genis, is de waarde 0. Het oplossen hiervan
levert voor de variabele horend bij beide spe-
lers op veld o, en speler 1 aan de beurt, de
waarde

0,393625137393757391402840344876. ..

en dat is dus de kans dat de beginner wint.
Voor zowel het opstellen van de vergelijkin-
gen en het oplossen daarvan, is de hulp van
de computer onontbeerlijk. Zowel het opstel-
len als oplossen hebben wijmet verschillende
middelen onafhankelijk van elkaar gedaan,
en dat leverde steeds dit getal in al zijn de-
cimalen op, wat een indicatie is voor cor-
rectheid. Kleine wijzigingen in de spelregels,
bijvoorbeeld het weglaten van de beurt over-
slaan bij de herberg op 19, of het terugsprin-
gen naar een ander veld dan 30 bij het dool-
hof op 42 (zoals bij de spelregels van sommi-
ge uitvoeringen van Ganzenbord wordt aange-
geven) leveren een waarde die wel ongeveer
gelijk is aan deze waarde, maar niet exact.
Bij het gebruiken van Mathematica als oplos-
methode is het mogelijk de waarde exact te
bepalen als breuk van twee positieve gehele
getallen. Dit levert de breuk in Figuur 1 op. De-
ze breuk is de exacte waarde van de kans dat
speler 1 wint, bij twee spelers.

Om de kans dat speler 2 wint te bepalen,
stellen we hetzelfde stelsel vergelijkingen op,
met als enige verschil dat nu de toestanden
waarbij speler 2 op 63 staat een 1 leveren en
de toestanden waarbij speler 1 op 63 staat
een O leveren. Voor de kans op remise heb-
ben we twee manieren: we kunnen toestan-
den waarin de put en gevangenis beide bezet
zijn een 1 geven en toestanden met een spe-
ler op 63 een 0, en dat stelsel oplossen, of
we kunnen de som van de winstkansen voor
beide spelers van 1 aftrekken. Het resultaat
is als volgt:

Kans dat speler 1 wint 0,3936
Kans dat speler 2 wint 0,3799
Kans op gelijkspel 0,2265
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Figuur 2

De kans op gelijkspel, dat wil zeggen dat het
spel eindigt met een spelerin de puten de an-
derin de gevangenis, is dus bijna 23 procent:
veel groter dan aanvankelijk verwacht.

Het is interessant uit te zoeken hoe de
winstkansen veranderen in de loop van het
van het spel. Voor het spel met twee perso-
nen kan dit in een driedimensionale grafiek
worden weergegeven, waarbij de x-as en de
y-as de posities van beide spelers aangeven,
beiden lopend over de 47 mogelijke posities
waarin een speler zich kan bevinden, en de
hoogte een kans. In Figuur 2 doen we dit van
boven naar beneden voor drie mogelijke kan-
sen: de kans dat speler 1 wint als speler 1
aan de beurt is, de kans dat speler 1 wint als
speler 2 aan de beurt is, en de kans op ge-
lijkspel. Van elk van deze grafieken geven we
naast elkaar een bovenaanzicht en een voor-
aanzicht, waarbij donkere kleuren een kleine
kans (laag in de grafiek) en lichte kleuren een
grote kans (hoog in de grafiek) aangeven.

Deze grafieken geven een aantal verschijn-
selen die zeer te verwachten zijn: bij de bo-
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venste twee plaatjes zien we een muur te-
gen de achterwand, aangevende dat de kans
1 is als speler 1 op 63 staat, en een diep
dal aan de rechterkant, aangevende de kans
0 als speler 2 op 63 staat. Ruwweg wordt
de kans op winst groter naarmate de 63
dichter is genaderd voor speler 1, en klei-
ner naarmate 63 dichter is genaderd voor
speler 2.

Opmerkelijk is dat als speler 2 in de ge-
vangenis (52) zit dit zoals te verwachten de
kans op winst voor speler 1 verhoogt, maar
als speler 2 in de put (31) zit is dit nauwe-

lijks het geval. Een verklaring hiervoor is te
vinden in de onderste grafiek: als speler 2 in
de put zit, dan is er een substantiéle kans op
gelijkspel. De twee pieken in de onderste gra-
fiek geven de kans 1 op gelijkspel in de twee
toestanden waarin put en gevangenis beiden
bezet zijn.

Er zijn nog meer verschijnselen uit deze
grafieken af te lezen, bijvoorbeeld dat het niet
in je voordeel is om op de posities vlak voor
63 terecht te komen.

Het spel voor meer dan twee spelers

Voor meer dan twee spelers kan in principe
op dezelfde manier de winstkans voor elke
spelerworden vastgesteld. Een complicatie is
wel dat het aantal toestanden, en daarmee
het aantal variabelen en vergelijkingen, ex-
ponentieel toeneemt met het aantal spelers:
voor N spelers is dit ruwweg NcN waarbij
c~45. In Tabel 1 geven we winstkansen voor
de verschillende spelers weer voor zover we
die hebben kunnen vaststellen: voor het vast-
stellen van deze waarden zijn we begonnen
met het oplossen van de stelsels lineaire ver-
gelijkingen met behulp van Mathematica [2].
Dit konden we exact doen voor twee spelers,
zoals aangegeven in de vorige paragraaf, en
dit kon numeriek voor drie spelers. Voor vier
spelers zijn we overgestapt naar Matlab, uit-
gebreid met het IDR-pakket [3, 6], en konden
daarmee de stelsels vergelijkingen numeriek
oplossen; hiervoor was 400 Gbyte geheugen
nodig.

Door het uitbuiten van de speciale struc-
tuur van de vergelijkingen kunnen we echter
nog een stap verder komen. Alle vergelijkin-
gen zijn van de vorm

Pi=Ciapir+ - - T CikPik,

waarin ¢;; getallen tussen O en 1 zijn, waar-
van de som over j gelijk aan 1 s, afgezien van
twee variabelen die de waarden 0 en 1 heb-
ben. Dit stelsel kan nu gezien worden als een
monotone operator, waarvan de gevraagde
oplossing een dekpunt is. Deze oplossing kan
benaderd worden door dekpunt iteratie: geef

#vergelijkingen speler 1 speler 2 speler 3 speler 4
twee spelers 4048 0,39363 0,37999 - -
drie spelers 2,79 x 10° 0,34596 0,33290 0,32114 -
vier spelers 1,64 x 107 0,26695 0,25471 0,24408 0,23426
vijf spelers 8,85 x 108 0,22039 X X X

Tabel 1
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eerst alle p’s de waarde 1. Vervolgens wordt
een groot aantal slagen uitgevoerd, waarbij
in elke slag de nieuwe benadering van p; be-
paald wordt als ¢j1 pi1 + - - - + cikPik, Waarin
voor pi1, ..., pix de laatst verkregen benade-
ringen worden ingevuld. In elke stap is nuvoor
elke p; de nieuwe waarde kleiner of gelijk aan
de vorige waarde, en zo wordt voor elke i een
dalende rij waarden voor p; verkregen, die
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