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Column De oplossing

Priemparen

‘De oplossing’ is een nieuwe rubriek over onlangs opgeloste vermoedens in de wiskunde die

een raakvlak hebben met de Nederlandse wiskundepraktijk. Jaap Korevaar opent de rubriek

met een verhaal over de verrassende oplossing van een beroemd probleem in de getaltheorie

door de betrekkelijk onbekende wiskundige Yitang Zhang. Is er in uw onderzoeksgebied een

belangrijke doorbraak te melden? Laat het ons weten!

Dat er aan de rij priemgetallen

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,

41,43,47,53, . . .

nooit een eind komt is natuurlijk al bekend

sinds de oudheid. Maar er zijn nog veel open

vragen over de priemgetallen. Een van de be-

kendste is of er in bovenstaande rij oneindig

veel sprongen van lengte twee voorkomen.

Met andere woorden, zijn er oneindig veel

priemtweelingen (p,p + 2):

(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31),

(41,43), . . .

Dit lijkt heel waarschijnlijk, omdat er steeds

weer grotere priemtweelingen gevonden wor-

den. Op Internet [11] wordt een tweeling ver-

meld uit 2011 waarbij p meer dan 200 dui-

zend cijfers heeft.

Een algemenere vraag is of er voor elk

even verschil d, oneindig veel priemparen

(p,p +d) zijn. Er lijken zelfs meer priemparen

te zijn met verschil zes dan met verschil twee:

(5,11), (7,13), (11,17), (13,19),

(17,23), (23,29), (31,37), (37,43),

(41,47), (47,53), . . .

Als men ver doortelt lijken het er ongeveer

tweemaal zoveel te zijn.

Vermoedens

De beroemde priemgetalstelling van Hada-

mard en de la Vallée Poussin uit 1896 zegt dat

voor grote x het aantal π (x) van de priemge-

tallen p ≤ x goed vergelijkbaar is met het

quotiënt x/ logx. (Hier is logx de natuurlij-

ke logaritme, en ‘goed vergelijkbaar’ betekent

dat de verhouding vanπ (x) totx/ logx limiet

één heeft als x naar oneindig gaat.)

In een baanbrekend artikel uit 1923 maak-

ten de Engelse wiskundigen Hardy en Little-

wood [6] plausibel dat er een analoge asymp-

totische gelijkheid moet gelden voor priem-

tweelingen. Voor grotex zou het aantalπ2(x)

van die tweelingen (p,p+2), metp ≤ x, goed

vergelijkbaar moeten zijn met K2 x/ log2 x,

waarbij de constante K2 in termen van de

priemgetallen gegeven wordt door de formule

K2 = 2
∏

p priemp≥3

{

1−
1

(p − 1)2

}

= 1.320323 . . .
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Recente uitgebreide tellingen van priemtwee-

lingen, door Nicely (Virginia) [8] en anderen,

geven sterke ondersteuning voor het vermoe-

den.

Algemener formuleerden Hardy en Little-

wood een vermoeden voor het aantal πd(x)

van de priemparen (p,p +d) met p ≤ x. Ook

dat aantal zou goed vergelijkbaar moeten zijn

met een uitdrukkingKd x/ log2 x. De formule

voorKd laat in het bijzonder zien datK6 gelijk

is aan 2K2 ! Tellingen door Fokko van de Bult

[3] (destijds aan de UvA) voor alle verschillen

d ≤ 1000 zijn in goede overeenstemming met

het algemene vermoeden.

Recente artikelen

Na de oorlog is er door veel onderzoekers

aan de priempaarvermoedens gewerkt. Tal

van wiskundigen, waaronder Pólya (Stanford)

in 1959 [10], hebben redeneringen bedacht

die de vermoedens ondersteunen. Met name

de wiskundige Goldston (San José) heeft ja-

renlang aan de problemen bijgedragen. Ten-

slotte kon hij omstreeks 2006, samen met

Pintz (Boedapest) en Yıldırım (Istanbul), het

volgende frappante resultaat bewijzen [5]. Er

bestaat een verschild ≤ 16 zodanig dat er on-

eindig veel priemparen (p,p+d) zijn. Jammer

genoeg moesten Goldston, Pintz en Yıldırım

gebruik maken van een onbewezen vermoe-

den van Elliott (Colorado) en Halberstam (Il-

linois) [4]. Dat vermoeden zegt dat, met ge-

schikte normalisatie, alle rekenkundige rijen

positieve gehele getallen van de vorm a + kq

met ggd(a,q) = 1, in een bepaalde sterke

zin evenveel priemgetallen bevatten. Het ver-

moeden is een verscherping van een wel be-

wezen resultaat in die richting van Bombieri

(Princeton) [1] en Vinogradov (Moskou) [12],

en het is aanzienlijk sterker dan het Riemann-

vermoeden. Tot zover de stand van zaken be-

gin 2013; voor meer informatie verwijzen wij

de geïnteresseerde lezer naar het artikel [7].

Doorbraak

In januari van dit jaar kwam er een verras-

sende doorbraak. De betrekkelijk onbeken-

de wiskundige Yitang Zhang (New Hampshire)

bewees, zonder gebruik van enig onbewe-

zen vermoeden, dat er oneindig veel priem-

paren (p,p+d) moeten zijn voor een of ander

verschil d kleiner dan 70 miljoen. Voor zijn

bewijs heeft hij de methode van Goldston,

Pintz en Yıldırım verfijnd; hij kon het Elliott–

Halberstam-vermoeden omzeilen door slim

gebruik te maken van werk van Bombieri,

Friedlander (Toronto) en Iwaniec (Rutgers) [2]

over aantallen priemgetallen in rekenkundige

rijen. Zijn artikel ‘Bounded gaps between pri-

mes’ is geaccepteerd door de Annals of Ma-

thematics [13].

Na de aankondiging van Zhangs artikel

is er een ware industrie ontstaan met het

doel de bovengrens van 70 miljoen omlaag te

brengen. Door successieve verfijningen van

de methode is reeds een bovengrens tus-

sen vier- en vijfduizend verkregen; zie de

website ‘Bounded gaps between primes’ [9]

onderhouden door Michael Nielsen. Volgens

Goldston is het echter twijfelachtig of men

zonder nieuwe ideeën de grens tot twee zal

kunnen verlagen. k
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