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Onderzoek

Grootschalig rekenen
in de getaltheorie

De getaltheorie kent bekende onbewezen beweringen, zoals het vermoeden van Goldbach en
de Riemann-hypothese. Er is een tijd geweest dat wiskundigen nogal neerkeken op hen die
aan dit soort problemen gingen rekenen. Met de komst van steeds snellere computers die
enorm veel saai rekenwerk uit handen kunnen nemen, is echter een nieuw vakgebied ontstaan,
dat van de ‘Computationele getaltheorie’. Hierin wordt geprobeerd om algoritmen voor allerlei
problemen uit de getaltheorie te vinden en/of te verbeteren en met behulp hiervan onze kennis
van deze problemen te vergroten. Tegenwoordig worden hierbij allerlei soorten en maten van
computers ingezet. Herman te Riele illustreert deze ontwikkelingen aan de hand van een aantal
voorbeelden, inclusief toepassingen in de cryptografie. Dit artikel is een uitgewerkte versie van
zijn voordracht tijdens het Wintersymposium van het KWG op 7 januari 2012 in Utrecht.

Aan de hand van de volgende vijf klassie-
ke problemen uit de getaltheorie laten we
zien hoe grootschalige computerberekenin-
gen hebben geholpen om onze kennis van
deze problemen aanzienlijk te vergroten en
ons inzicht erin te verdiepen:

— het zoeken naar volmaakte getallen en ge-
neralisaties;

— het ontbinden in priemfactoren van zeer
grote getallen (met implicaties voor de
cryptografie);

— de Riemann-hypothese;

— het vermoeden van Goldbach met varian-
ten;

— het vermoeden van Mertens.

In alle gevallen is bijzonder veel — vaak

brute force — rekenkracht gebruikt, op aller-

lei soorten computers, inclusief supercompu-

ters. Ook in alle gevallen, behalve voor zo-
ver bekend het laatste, is in grote collectieve
rekenprojecten op tienduizenden thuiscom-
puters van vrijwilligers aan deze problemen
gerekend.

De Riemann-hypothese staat op een lijst
van de zeven grootste onderzoeksvragen van
de moderne wiskunde [2]. Het waar zijn hier-
van heeft belangrijke gevolgen voor onze ken-
nis van de verdeling van de priemgetallen
in de verzameling van de natuurlijke getal-
len. Steeds uitgebreidere numerieke verifica-
ties van de Riemann-hypothese hebben de
plausibiliteit van dit vermoeden alleen maar
versterkt. De juistheid van het vermoeden
van Mertens impliceert het waar zijn van de
Riemann-hypothese en dit verklaart de be-
langstelling voor dit vermoeden, totdat het

onjuist zijn hiervan werd bewezen. Het ont-
binden in priemfactoren van grote getallen is
voor zover bekend een lastig rekenprobleem.
Hierop is de vermeende veiligheid van het
veelgebruikte RSA public-key cryptosysteem
gebaseerd. Aangetoond is dat er voor kwan-
tumcomputers een snel algoritme voor het
ontbinden in priemfactoren bestaat dat RSA
in de praktijk onbruikbaar zou maken [6]. De
huidige kwantumcomputers zijn echter hier-
voor nog veel te primitief.

De problemen van het zoeken naar vol-
maakte getallen en het vermoeden van Gold-
bach behoren tot de categorie van wiskundi-

Gevolg waar zijn Riemann-hypothese

Zij 1t(x) het aantal priemgetallen < x
en li(x) := [5dt/logt. De beroemde
Priemgetalstelling zegt dat 1(x) van de
orde van grootte x/logx is. Het waar
zijn van de Riemann-hypothese impli-
ceert dat het verschil m(x) — li(x) ruw-
weg van de orde van grootte /x log x is,
veel kleiner dus dan de grootte van 7r(x)
zelf. Dit gedrag wordt bevestigd door be-
rekeningen van (1t(x) — li(x))/(\/x log x),
uitgevoerd voor x = 10X,k =1, 2,...,21
[6, Table 1.1].
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ge vragen die eenvoudig zijn te stellen — en
die daardoor veel belangstelling trekken en
hebben getrokken bij amateurs — maar die,
naar blijkt, uiterst lastig zijn te beantwoorden.
Toepassingen hiervan zijn niet bekend maar
het zijn en blijven wel problemen die tot de
verbeelding spreken en een voortdurende uit-
daging vormen voor hen die geboeid worden
door rekenkundige vragen.

Notatie: met ‘de complexiteit van een algorit-
me (of formule) is O(f(t))’ geven we aan dat
voor de hoeveelheid rekenwerk R(t) om dit
algoritme uit te voeren (of deze formule te be-
rekenen) geldt datlim_ ., R(t)/f(t) begrensd
is. Met ‘CPU-tijd’ geven we aan de Central Pro-
cessing Unit-rekentijd van een computer om
een gegeven rekenklus uit te voeren. Hierbij
wordt niet de 1/0-tijd meegeteld, dat is de tijd
nodig om data in en uit te voeren die bij de re-
kenklus worden gebruikt, respectievelijk wor-
den afgeleverd.

Volmaakte en bevriende getallen

Zij s(n) de som van alle delers van n behalve
n zelf, dus s(n) := o(n) — n. Een volmaakt
getal is een positief geheel getal n waarvoor
geldt: n = s(n). Bijvoorbeeld:

6=2-3=2-22-1)=1+2+3,
28=227=22.23-1)=1+2+4+7+14,
496 =2%31=2%.(25-1)

=1+2+4+8+16+31+62+124+248.

Er zijn geen oneven volmaakte getallen be-
kend. De even volmaakte getallen worden als
volgt gekarakteriseerd:

Stelling 1 (Euclides, Euler). Een even getal
n is volmaakt dan en slechts dan als n =
2k=1My waarbij My = 2% — 1 een (zogenaam-
de Mersenne-) priemgetal is.

Momenteel zijn er 48 volmaakte getallen,
en dus Mersenne-priemgetallen, bekend. Het
tot nu toe grootste, op 25 januari 2013 ont-
dekt, heeft k = 57885161 en is een getal
van 17425170 cijfers. De veertien grootste
bekende Mersenne-priemgetallen zijn gevon-
den in het ‘Great Internet Mersenne Prime
Search’-project, een wereldwijd zoekproject
op vele tienduizenden PC’s [12]. Voor het be-
wijzen van de primaliteit van My is de zeer
snelle zogenaamde Lucas—Lehmer-test be-
schikbaar [6, Section 4.2.1]. De complexiteit
van deze test is O(k? log k log log k).

oneven volmaakte getallen zijn zoals ge-
zegd niet bekend maar het is ook niet bekend

of ze bestaan. Pomerance bewees in 1973
dat ieder oneven volmaakt getal tenminste
zeven verschillende priemfactoren zou moe-
ten hebben [39]. Nielsen verhoogde dit aan-
tal naar negen in 2007 [28]. In 2001 heeft
Brent met uitgebreide berekeningen aange-
toond dat een oneven volmaakt getal, als het
bestaat, groter is dan 10390 [3]. Deze onder-
grens is kort geleden door Ochem en Rao ver-
hoogd naar 101°%0 [29]. Zij toonden daarbij
ook aan dat de grootste priemmacht in een
oneven volmaakt getal groter is dan 1092 en
dat het aantal priemfactoren van een oneven
volmaakt getal (multipliciteit meetellend) ten-
minste 101 is.

Volmaakte getallen kunnen worden be-
schouwd als dekpunten na één iteratie van
de functie s(n). Dekpunten na twee iteraties
voldoen aan de vergelijkingen

m=smn) en n=sm)=sisn), n+m.

Zo’n paar getallen (m,n) met m < n heet
bevriend. Voorbeeld:

(220,284) = (225 - 11,2%71)
is een bevriend getallenpaar omdat

220=5(284)=7-72-284 en
284 =5(220)=7-6-12 — 220.

Analoogaan evenvolmaakte getallenis ereen
regel waarmee nieuwe bevriende getallenpa-
ren kunnen worden gevonden:

Regel van Thabit ibn Kurrah (negende eeuw).
2kpq en 2k¥ vormen een bevriend getallen-
paaralsp=3-2kx1_-1,g=3-2k-1en
r=9-22-1_1 alle priem zijn en k > 1.

Voor k = 2 geeft deze regel het bovenge-
noemde bevriende getallenpaar (220, 284).
Ookvoork =4 enk = 7vinden we zo bevrien-
de getallenparen, maar dan lijkt de koek op:
voor geen andere waardenvan k < 6090515
is deze regel succesvol [36].

Zij a(X) het aantal bevriende getallenpa-
ren (m,n), m < n, met m < X. Eris een ta-
bel[33] met een totaal van 11 994 387 beken-
de bevriende getallenparen (bijgewerkt tot 28
september 2007), met daarin alle bevriende
getallenparen < 104, Zie Tabel 1. Dit sug-
gereert dat het quotiént log a(X)/log X naar
een limiet convergeert, als X — o, met mo-
gelijke waarde %

De meeste bekende bevriende getallen-
paren zijn gevonden met behulp van varia-

X a(X) log(a(X))/log(X) (4 decimalen)
10° 13 0,2228
108 42 0,2705
107 108 0,2905
108 236 0,2966
109 586 0,3075
1010 1427 0,3154
1011 3340 0,3203
1012 7642 0,3236
1013 17519 0,3264
1014 39374 0,3282

Tabel 1 Aantallen bevriende getallenparen

ties van de Regel van Thabit ibn Kurrah. Voor
een overzicht, zie [11]. Dekpunten van s(n)
na j > 3 iteraties zijn verder bekend voor
j=4,5,6,8,9,en j =28, metaantallen, res-
pectievelijk, 206, 1,5,3,1,1 [26].

Grote getallen en cryptografie

Het ontbinden in (priem)factoren van grote
getallen is een getaltheoretisch probleem dat
ook voorkomt in het leven van alledag. Het
heeft vast al belangstelling getrokken in de
oudheid, bijvoorbeeld met de vraag: hoe kan
een herder een flink aantal schapen eerlijk
verdelen over zijn kinderen? Daarvoor moet
iets als een deling met rest worden uitge-
voerd. Als die rest dan toevallig O is, zal dat de
aandacht getrokken hebben omdat dat veel
minder vaak voorkomt dan een rest die onge-
lijk is aan 0.

In 1978 hebben Rivest, Shamiren Adleman
het RSA public-key cryptosysteem geintrodu-
ceerd [41]. De mogelijkheid om dit systeem
te kraken hangt af van de moeilijkheids-
graad van het ontbinden van grote getal-
len in priemfactoren. Deze eigenschap van
RSA heeft de belangstelling voor het ontbin-
dingsprobleem en voor snellere ontbindings-
algoritmen enorm gestimuleerd. Verscheide-
ne nieuwe ontbindingsalgoritmen zijn da-
nook sinds 1978 ontdekt: de kwadratische
zeef van Pomerance [37-38] (waarvan het
basis-idee teruggaat tot Kraitchik [20]), de ge-
tallenlichaamszeef van Pollard [35] met ve-
le verbeteringen door Pomerance en HW. en
A.K. Lenstra [21], en de elliptische krommen-
methode van HW. Lenstra [22].

Om de complexiteit van deze algoritmen te
beschrijven, definiéren we

Ly[v,A] := exp(A(log x)? (log log x)! V)

voor reéle getallen x, v en A met x > e.
Voor het gemak korten we de uitdrukking

Lylv,A+0(1)] af tot Ly[v, A], waarbij we met

o(1) een term aangeven die naar O conver-
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geert als x — oo, Deze functie interpoleert
tussen machten van n en machten van log n:

Lu[1,A1=n%, Ly[0,A] = (logn).

De belangrijkste parameter is v. De tra-
ditionele probeermethode (probeer of het
getal deelbaar is door de priemgetallen
2,3,5,7,...) heeft v = 1, exponentiéle tijd.
Polynomiale tijd heeft v = 0. Er zijn veel algo-
ritmen waarvan men vermoedt dat v = %, dus
deze liggen ‘halverwege’ tussen exponentiéle
en polynomialetijd. Op basisvan heuristische
overwegingen wordt de complexiteit van de
kwadratische zeef geschat op (n is het te ont-
binden getal): L,,[3, 1] en die van de getallen-
lichaamszeef op L[}, cl met ¢ = (8173 =
1,9230. Voor de elliptische krommenmetho-
de is de geschatte complexiteit gelijk aan
Lypl%, /2] waarbij p de kleinste priemfactor
is van het te ontbinden getal. Hier zien we
een belangrijk verschil tussen de elliptische
krommenmethode en bovengenoemde zeef-
methoden: de complexiteit van de eerstge-
noemde hangt af van de kleinste priemdeler
van het te ontbinden getal, terwijl die van de
zeefmethoden afhangt van het te ontbinden
getal zelf.

Het beste in 1978 gepubliceerde ontbin-
dingsresultaat was een getal van 39 decima-
len dat in twee uur CPU-tijd gekraakt was [27].
Extrapolatie van dit resultaat gaf aan dat het,
op één computer met 1978-technologie, naar
schatting 62 miljard jaar rekenen zou kosten
om een getal van 512 bits te ontbinden. Ge-
tallen van 512 bits waren in die tijd een po-
pulaire keuze voor RSA-sleutels die toen als
veilig werd beschouwd, dat wil zeggen on-
kraakbaar voor de best bekende algoritmen
en snelste computers uit die tijd. De boven-
genoemde nieuwe ontbindingsalgoritmen én
de komst van steeds snellere computers met
steeds meer geheugen, hebben ervoor ge-
zorgd dat het ontbindingsrecord van 39 de-
cimalen in 1978 naar 512 bits (155 decimalen)
in 1999 [4] en naar 768 bits (232 decimalen)
in 2009 is opgevoerd [17].

De twee genoemde zeefmethoden probe-
ren het te factoriseren getal te schrijven als
verschil van twee kwadraten. Bij de kwadrati-
sche zeef gaat dat in principe als volgt. Kies
bijvoorbeeld n = 1649, dan geldt:

41%2 = 1681 = 32 mod n,
422 =1764 = 115 mod n,
432 = 1849 = 200 mod n.

Als we de eerste en de derde congruentie met

elkaar vermenigvuldigen, krijgen we:

(41 - 43)? = 6400 = 802 mod n,
(41 - 43) =17632 = 1142 = 80%2 mod n,

dus n = 1649 is een deler van (114 — 80) -
(114 + 80). Berekenen we nu de grootste ge-
meenschappelijke deler (ggd) van 1649 en
114 — 80 = 34 dan vinden we:

ggd(1649,34) = ggd(34,17) = 17,

dus 17 is een deler van 1649. Het quotiént is
97, de tweede (priem)factorvan 1649. De ggd
van twee getallen kan snel worden gevonden
met behulp van het euclidische algoritme,
dat gebaseerd is op de relatie ggd(m,n) =
ggd(n, m mod n).

Het principe van RSA werkt als volgt. El-
ke deelnemer heeft een openbare en een ge-
heime sleutel die als volgt worden gegene-
reerd. Neem twee grote priemgetallen, p en
4, en bereken hun product n = pq. Kies nu
een getal e zodanig dat

1<e<mn en ggdle,(p—1)g-1)=1.

Vind nu d zodanig dat

ed =1mod (p —1)(q — 1). (@

Dit kan snel gebeuren met behulp van het
euclidische algoritme [6, Section 2.1.1]. De
openbare sleutel is nu het paar getallen (n, e)
en de geheime sleutel is het getal d.

Stel nu dat Alice een boodschap m wil
versturen aan Bob. Alice neemt Bobs open-
bare sleutel (n,e) uit het openbare sleutel-
boek, vercijfert haar boodschap door ¢ =
m® mod n uit te rekenen, en stuurt ¢ naar
Bob. Bob ontcijfert de ontvangen boodschap
¢ met behulp van zijn geheime sleutel d door
c% mod n te berekenen. Met behulp van de
Stelling van Euler:

als ggd(m,n) =1, dan m®™ =1 mod n

(waarbij ¢p(n) Euler’s ¢-functie is die het aan-
tal natuurlijke getallen m met1 < m < n
telt, die relatief priem zijn ten opzichte van
n), leiden we af, gebruikmakend van (1), dat

kp(n)+1

cl=m4=m=m = m mod n.

Als nu m zo was gekozen dat 1 < m < ndan

volgt dat ¢ mod n = m. Als men de priem-
factoren p en g van n zou weten, dan zou het
niet moeilijk zijn om d (uit (1)) te vinden.

Alice kan op de boodschap die ze aan Bob
wil versturen ook nog haar handtekening zet-
ten met behulp van haar eigen geheime sleu-
tel. Bob kan die handtekening verifiéren met
behulp van de openbare sleutel van Alice.
Ditillustreert een belangrijke eigenschap van
RSA: symmetrie.

Het onderzoek van public-key cryptosyste-
men en hun betrouwbaarheid vraagt een bre-
de kennis van wiskunde en informatica. Pro-
blemen die daarbij aan de orde komen zijn:
het ontbinden in priemfactoren van (zeer) gro-
te getallen; primaliteitstests; berekening van
discrete logaritmen; analyse van elliptische
krommen; complexiteitsanalyse; het vinden
van polynomen met ongebruikelijk veel glad-
de waarden (dat wil zeggen waarden waarin
veel kleine priemfactoren zitten); het oplos-
sen van grote ijle stelsels van lineaire ver-
gelijkingen over eindige lichamen; het be-
rekenen van wortels van grote algebraische
getallen; modulaire aritmetiek; multiprecisie-
aritmetiek; computerproblemen zoals cache-
optimalisatie, parallel programmeren en het
efficiént omgaan met grote hoeveelheden
data.

De Riemann-hypothese

De Riemann-zeta-functie is de analytische
functie van s = o + it, voor o > 1 gedefi-
nieerd door:

en, door middel van analytische voortzetting,
voor o < 1,0 # 1. Deze functie heeft nulpun-
ten in de negatieve even gehele getallen (de
zogenaamde triviale nulpunten, zo genoemd
omdat ze op tamelijk eenvoudige wijze zijn
te vinden) en in de zogenaamde kritieke strip
0 < 0 < 1 (de zogenaamde niet-triviale nul-
punten). Hierin liggen de nulpunten symme-
trisch om de lijn o = 1 en symmetrisch om de
lijnt =0.

De Riemann-hypothese [40] is de bewering
dat alle niet-triviale nulpunten op de zoge-
naamde kritieke lijn o = % liggen. Voorbeeld:
met behulp van het Mathematica-pakket [24]
vinden we (een numerieke benadering van)
de nulpunten in respectievelijk s = —2 (bij
startpunt s = 0) en s = 3 + 14,1347...
(bij startpunt s = 0,4 + 12i). Zie Figuur 1.
C(s) voldoet aan de volgende functionaal
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mpe:- FindRoot[Zeta[s] == 0, {s, 0}]

out [39] = {S - -2. }

{8 >-1.9999999999999973'}

mp0):- FindRoot[Zeta[s] == 0, {s, 0.4 +121I}]

oucrso- {S > 0.5+ 14.1347 1}

{s > 0.5000000000000071" +14.134725141734693" 1}

Figuur 1 Twee nulpunten van C(s)

vergelijking [10]:

&(s)=&(1 —5) met
E(5) = 5 (s — 1y /2T(s/2)C ().

Het is niet zo lastig om te laten zien [15, The-
orem 15] dat &(s) reéel is voor reéle s en dat
E(s) = £(3). Daaruit volgt dat ook (3 + it)
reéel is. Om de niet-triviale nulpunten van de
complexe functie C(s) opdelijns = % te bestu-
deren kan men dus de re¢le functie £(5 + it)
gebruiken, en proberen tekenwisselingen van
deze — continue — functie op te sporen.
We schrijven nu, met s = 3 +it,

1

g2 1
£ (% +it> _ |:e‘}§10gr(5/2).n.1/4( t ; 4)}

> [eifl log r(s/Z)n—it/Z C(S)] ]

Hierin is de factor binnen de eerste verzame-
ling rechte haken een negatief reéel getal, dus
is het teken van E(% + it) tegengesteld aan
het teken van de factor binnen de tweede ver-
zameling rechte haken. De standaardnotatie

voor deze tweede factoris Z(t), dat wil zeggen
_oiowg (L,
Z(t)=e C E+lt ,
waarbij 0(t) gedefinieerd wordt door

ot)=9 [logl" (% + %)] - glogrr.

Aangezien | Z(t)| = |(5 + it)|, vallen de nul-
punten van Z samen met de imaginaire de-
len van de nulpunten van €(s) op de kritie-
ke lijn. Z(t) staat bekend als de Riemann—
Siegel functie. Zie Figuur 2. Zij N(T) het totale
aantal complexe nulpunten p van C(s) met
0 < 3(p) < T (rekening houdende met multi-
pliciteit van de nulpunten). In 1914 heeft Back-
lund bewezen [1] dat onder bepaalde voor
waarden N(T) gelijk is aan het natuurlijke ge-
tal dat het dichtst bij 6(T)/m + 1 ligt. Om O(t)
uit te rekenen kan men gebruik maken van de
expansie [10, Section 6.5]:

bttt om 1 -3
0y =5 log 5 =5~ g+ ag 1O
voor t — oo,

In principe is het op deze manier mogelijk

In[63] := Plot[RiemannSiegelZ[t], {t, 0, 50}]

3

- A

Out [63]= = Graphics -

AT v\/

Figuur 2 De Riemann-Siegel-functie Z(t) met de eerste 10 nulpunten op de kritieke lijn

om alle niet-triviale nulpunten van €(s) in een
gegeven deel T; < 3(s) < T, van de kritie-
ke strip te tellen, inclusief eventuele nulpun-
ten die niet op de kritieke lijn R(s) = % lig-
gen: bepaal zo goed mogelijk het aantal te-
kenwisselingen van Z(t) voor T} <t < T»
(Z(t) is continu, dus tussen elke tekenwis-
seling ligt tenminste één nulpunt) en pas
het resultaat van Backlund toe om te veri-
fieren of daarmee alle nulpunten in het ge-
bied T1 < 3(s) < T» zijn geteld. In de prak-
tijk blijkt dit perfect te werken. Om de nul-
punten van T in de kritieke strip te bepalen
moeten we dus Z(s) voor s = 3 + it en Z(t)
kunnen uitrekenen, inclusief een veilige bo-
vengrens voor de fout (want dan kunnen we
het aantal tekenwisselingen van Z(t) exact
bepalen). Voor de eerste nulpunten kunnen
we de zogenaamde Euler—Maclaurin-formule
[10, Chapter 6] gebruiken, zoals ook de eerste
zeta-nulpuntenrekenaars Gram, Backlund en
Hutchinson hebben gedaan. De complexiteit
van de Euler—-Maclaurin-formule is O(t) (voor
s = % + it). Voor hoger gelegen nulpunten is
de Riemann-Siegel-formule geschikter. Deze
is door Siegelin 1932 gepubliceerd [42] en af-
geleid uit nagelaten aantekeningen van Rie-
mann.

Vele wiskundigen v66r Siegel hadden te-
vergeefs geprobeerd deze aantekeningen te-
ontcijferen en uit te werken. De complexi-
teit van de Riemann-Siegel-formule is O(\/t).
Dankzij deze formule was het mogelijk om
de Riemann-hypothese te verifiéren tot het
10 biljoenste nulpunt. Tabel 2 geeft een over-
zicht van de geschiedenis van de partiéle ve-
rificatie van de Riemann-hypothese. Odlyzko
[30] en Gourdon [13] hebben de Riemann-
hypothese geverifieerd in hogere stukken van
de kritieke strip. Odlyzko deed dat voor 1010
nulpunten in de buurt van nulpunt met rang-
nummer 10%2 en Gourdon voor 2 x 109 nul-
punten in de buurt van de nulpunten met
rangnummer 1023 en 1024,

Hetis hier niet de plaats om op details van
het rekenen aan de Riemann-hypothese in te
gaan. De lezer zij hiervoor verwezen naar het
boek van Edwards [10]. Een mooie inleiding
in de Riemann-hypothese is het boek [44] dat
een neerslag is van een UvA-webklas wiskun-
de voor vwo-leerlingen in de periode 2006—
2010.

De 3 Priemen-stelling

Het bekende Goldbach-vermoeden [32] be-
weert dat elk even getal > 4 kan worden
geschreven als de som van twee priemgetal-
len. Hoewel er sterke numerieke aanwijzin-
gen zijn dat het Goldbach-vermoeden waar s,
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jaar n auteur(s)
1903 15 Gram
1914 79 Backlund
1925 138 Hutchinson
1935 1041 Titchmarsh
1953 1104 Turing
1956 25000 Lehmer
1958 35337 Meller
1966 250000 Lehman
1968 3502 500 Rosser, Yohe, Schoenfeld
1979 81000001 Brent
1982 200000001 Brent, Van de Lune, Te Riele, Winter
1983 300000001 Van de Lune, Te Riele
1986 1500000001 Van de Lune, Te Riele, Winter
2001 10000 000 000 Van de Lune
2004 900 000 000 000 Wedeniwski [45]
2004 10000 000 000 000 Gourdon en Demichel [13]

Tabel 2 Geschiedenis van partiéle bewijzen van de Riemann-hypothese (voor de eerste 1 niet-

triviale nulpunten)

is dit nooit bewezen. Het is geverifieerd voor

alle even getallen < 4 x 108 [32]. Als het

Goldbach-vermoeden waar is, volgt daar trivi-

aal de zogenaamde 3 Priemen-stelling uit, na-

melijk dat ieder oneven getal > 7 geschreven
kan worden als de som van drie priemgetal-
len. Wat is hierover bekend, zonder aanname
vooraf? In 1989 is bewezen [5] dat ieder on-
even getal > 10%3000 kan worden geschreven
als de somvan drie priemgetallen. Onderaan-
name van het waar zijn van de zogenaamde
Gegeneraliseerde Riemann-hypothese (GRH,
namelijk dat het reéle deel van alle niet-
triviale nulpunten van elke Dirichlet-L-functie
gelijk is aan %) is in 1997 bewezen [7] dat ie-
der oneven getal > 7 kan worden geschreven
als de som van drie priemgetallen. Het bewijs
hiervan kan in drie delen worden opgesplitst:

a. (Zinoview, 1997) Onder de aanname van
GRHkaniederoneven getal > 1020 worden
geschreven als de som van drie priemge-
tallen.

b. Onderdeaannamevan GRH s ervooriede-
re6 < n < 1020 een priemgetal p zodanig
dat4 <n—p < 1,615x10!2, Alsnnueen
oneven getal < 102 isdanism=n-p
even en m < 1,615 x 10!2, Dan passen
we het volgende resultaat toe:

c. (Deshouillers en Te Riele, 1997) leder even
getal m met 4 < m < 103 kan geschre-
ven worden als som van twee priemge-
tallen (dit verbeterde de toentertijd beste
bovengrensvoorhet Goldbach-vermoeden
van Sinisalo uit 1993: 4 x 1011).

We zullen hier twee manieren beschrijven om

het Goldbach-vermoeden (GV) te verifiéren.

1. Zij p; het i-de oneven priemgetal. De ge-
bruikelijke manier om GV op een gegeven
interval [a, b] te verifiéren is om bij ieder
even getal e € [a, b] het kleinste priemge-
tal p; te vinden waarvoor e — p; ook priem
is. Een efficiénte manier om dit te doen is

om eerst de verzameling priemgetallen

Qla,b) = {qlq priemena - €, < q < b},

te genereren (met de bekende Zeef van
Eratosthenes), waarbij €, op een geschik-
te manier gekozen wordt (niet te klein, zie
verder) en om dan de verzamelingen van
even getallen &y C £ € & < - - - te gene-
reren, gedefinieerd door & = @,

Ein=&u@a,b)+pi), i=0,1...,

totdat, voor één of andere waardevan j, £;
alle even waarden in [a, b] bevat. Hierbij
moet €, groter zijn dan het grootste on-
even priemgetal dat gebruikt wordt bij het
genereren van de verzamelingen &;.

2. Een ander idee is om voor alle even ge-
tallen e € [a, b] een priemgetal g te vin-
den dat dichtbij a ligt, waarvoor e — g
priem is. Daarvoor genereren we een ver-
zameling van k opeenvolgende priemge-
tallen q1,42,...,qx dichtbij a, voor ge-
schikt gekozen k (zie verder), en een gro-
te verzameling priemgetallen P van alle
oneven priemgetallen tot ongeveer b — a
(met de Zeef van Eratosthenes) waarmee
we e—q testen op primaliteit. Voorde actu-
ele check genereren we de verzamelingen
van even getallen /o ¢ F; € F» € - --
gedefinieerd door 7y = @,

Fis1 =Fi U (P+qgi+1), 1=0,1,...,

totdat, voor één of andere waarde van j,
Fj alle even waarden in [a, b] bevat.
In de eerste genoemde aanpak om GV te
verifiéren wordt een verzameling van kleine
priemgetallen tot, zeg, 5000 gebruikt en voor
iederinterval [a, b] moeten dan alle priemge-
tallen in dat interval [a, b] gegenereerd wor-

den. In de tweede genoemde aanpak wordt
eenmalig een grote verzameling van priemge-
tallen P tot ongeveer 108 + 10* gegenereerd,
en voor ieder interval [a, b] moet men dan de
k grootste priemgetallen < a genereren. Dit
is natuurlijk qua rekentijd veel goedkoperdan
de eerste aanpak. Het verschil is datin de eer-
steaanpak vooriedereven getal e het kleinste
oneven priemgetal p wordt gezocht waarvoor
e—p priemis. In de tweede aanpak wordt een
of ander priemgetal p gezocht waarvoore—p
priem is, maarin het algemeen is dit noch het
kleinste noch het grootste priemgetal met die
eigenschap.

In hun experimenten om GV tot 10'3 te ve-
rifieren [8] hebben Deshouillers, Te Riele en
Saouter de tweede aanpak gevolgd. De leng-
te van het te verifiéren interval [a, b] werd
steeds gelijk gekozen aan 108. Hoe groot
moest hierbij k worden gekozen? De dicht-
heid van de priemgetallen in de verzame-
ling van oneven getallen < 108 is ongeveer
0,115 (erzijn 5761 454 oneven priemgetallen
< 108 en 5x 107 oneven getallen < 108). Dus
een fractie van ongeveer 0,885 van de even
getallen in [a, b] wordt niet bedekt door de
verzameling F; = P+q;. Als we uniforme ver-
deling van de priemgetallen aannemen wordt
ongeveer0,8852 van de even getallenin[a, b]
niet bedekt door 7, enzovoorts. Na 151 stap-
pen is deze fractie gereduceerd tot ongeveer
1078, Voor onze experimenten bleek k = 360
ruim groot genoeg te zijn. Voor a ~ 1013 im-
pliceert dit dat het grootste priemgetal in de
verzameling Pin de buurt van 108 + 10* moet
liggen. De hoeveelheid CPU-tijd nodig om zo
GV tot 1013 te verifiéren bedroeg ongeveer
vijftig uur op een Cray C98 vector computer,
gemiddeld iets minder dan twee seconden
CPU-tijd perinterval [a, b] ter lengte van 108.

Het vermoeden van Mertens
De Mébius-functie p(n) wordt als volgt gede-
finieerd:

1, n=1,
0, als n deelbaaris door het
kwadraat van een
un) =1 priemgetal,

(=1)%, als n het product is van
k verschillende
priemgetallen.

Als we de waarden u(n)voor1 < n < x som-
meren krijgen we de functie

Mix)= > um),

l<n=<x

die het verschil telt tussen het aantal kwa-



Herman te Riele

Grootschalig rekenen in de getaltheorie

NAW 5/14 nr. 4 december 2013 241

Plot[(l-t) *Cos[Pi*t] +Sin[Pi*t] /Pi, {t, 0, 1}]

1
0.8
0.6
0.4}
0.2
0.2 0.4 0.6
Figuur 3

draatvrije natuurlijke getallen n < x met een
even aantal priemfactoren en dat met een on-
even aantal priemfactoren. In 1885 claimde
Stieltjes in een brief aan Hermite dat hij een
bewijs had dat de functie M(x)/./x tussen
twee vaste grenzen oscilleert, ongeacht hoe
groot x is. In het voorbijgaan merkte Stieltjes
op dat menvoordie grenzen waarschijnlijk —1
en +1 kan nemen. Het is mogelijk dat Stieltjes
zijn bewering baseerde op tabellen van waar-
den van M(x) (die in zijn nalatenschap zijn
teruggevonden). De motivatie voor Stieltjes
om M(x) te bestuderen was dat de grootte
van M(x) nauw gerelateerd is aan de locatie-
van de complexe nulpunten van de Riemann-
zeta-functie. Om precies te zijn: het begrensd
zijn van M(x)/+/x impliceert de juistheid van
de Riemann-hypothese! Dat is als volgt in te
zien. Voor o = Rs > 1 geldt (met behulp van
partiéle sommatie):

omdat M(x) constant is op ieder interval
[n,n + 1). De begrensdheid van M(x)//x
impliceert dat de laatste integraal in boven-
staande formule een functie definieert die
analytisch is in het halfvlak o > %, en dit zou
een analytische voortzetting gevenvan 1/¢(s)

van o > 1 naaro > % In het bijzonder zou

0.

8 1

dat impliceren dat C(s) geen nulpunten heeft
in het halfvlak o > % wat vanwege de functi-
onaalvergelijking voor C(s) equivalent is met
de Riemann-hypothese. Bovendien is het niet
moeilijk om uit bovenstaande formules af te
leiden dat alle complexe nulpunten van T(s)
enkelvoudig zijn (@aangenomen dat M(x)//x
begrensd is) [31]. Na Stieltjes hebben ook an-
deren tabellen van M(x) berekend met het
doel om meer data te verzamelen omtrent
het gedragvan M(x)/+/x.1n 1897 publiceerde
Mertens een artikel met een tabel van M(x)
voor n = 1,2,...,10000 die vijftig bladzij-
den in beslag nam [25]. Op basis van deze
data concludeerde Mertens dat de ongelijk-
heid |[M(x)| < /x, x > 1 ‘zeer waarschijn-
lijk’ is. Deze bewering staat bekend als ‘het
vermoeden van Mertens’. De meest recente
systematische berekeningen van M(x) (voor
alle x € [1, X)) zijn uitgevoerd door Kotnik en
Van de Lune [18], voor X = 10!, De groot-
ste positieve waarde die ze voor M(x)//xX

vonden is 0,571, voor x = 7766842 813, en
de grootste negatieve waarde is —0,525, voor
x = 71578936427 177 maar het is nu wel
duidelijk dat op deze manier het vermoeden
van Mertens niet kan worden weerlegd.

In 1942 publiceerde Ingham [9] een artikel
dat de eerste serieuze twijfel uitsprak met be-
trekking tot het vermoeden van Mertens. Ing-
hams artikel liet zien dat het mogelijk is om
te bewijzen dat er bepaalde grote waarden
van |M(x)|/+/x bestaan zonder dat daarvoor
M(x) expliciet hoeft te worden berekend. Dit
stimuleerde verder onderzoek dat in 1985 re-
sulteerde in een artikel van Odlyzko en Te Rie-
le [31] met een bewijs van het bestaan van een
x waarvoor M(x)/./x > 1,06 en een ande-
re x waarvoor M(x)//x < —1,009. Het ver-
moeden van Mertens was hiermee dus weer-
legd. Odlyzko en Te Riele maakten gebruik van
het toentertijd nieuwe rooster-basis-reductie-
algoritme van A.K. Lenstra, H.W. Lenstra, Jr.,
en L. Lovasz uit 1982 [23]. In 1987 gaf Pintz
[34] een effectieve weerlegging van het ver-
moeden van Mertens in de zin dat hij be-
wees dat |[M(x)|//x > 1 voor een of an-
dere x < exp(3,21 x 10%%). Tegenwoordig
wordt algemeen aangenomen dat de functie
M(x)//x onbegrensd is, zowel in positieve
als in negatieve richting.

We zullen hier een schets geven van de in-
directe weerlegging van het vermoeden van
Mertens door Odlyzko en Te Riele. We schrij-
ven x =eY, —o0 < y < o en definiéren

m(y) = M(x)x /2 = M(e¥)e™>/?

met

met

Berekeningen van Kotnik en Te Riele uit 2006
De waarde van y waarvoor het positieve lokale maximum van h(-, -) werd gevonden is

y =-233029271 5134531215 0140181996 7723401020 4456785091

\6681557518 6743434036 9240230890 8933261706 9029233958 2730162362,807965

(¥, ¥10000) = 1,218429

en de waarde van y waarvoor het negatieve lokale minimum werd gevonden is

y =-1608 7349754400 0919817483 9640165505 4685212472 2284778177
V5539303027 5350690810 7957194829 6433602695 1442102295 3212754000,679958

h(y, ¥10000) = —1,229385.
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Figuur 4 Typisch gedrag van M(ey)/ey/2 vergeleken met atypisch gedrag

m = lilyninf m(y), wm:=limsupm(y).
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Dan geldt [9, 16, 31]:

Stelling 2. Zij

hy,T)=2 > [(1 - %) cos ('IT%)

0<y<T
+TT Sln( ):|
Ccos (yy —wy) wy)

lpT'(p

waarbij p = B+1iy de complexe nulpunten van
de Riemann-zeta-functie zijn met B = % enen-
kelvoudig. Dan geldt voor ieder reéel getal v
datm < h(yo, T) < m en dat iedere waarde
h(y, T) willekeurig dicht benaderd wordt, en
oneindig vaak, door M(x)//x.

Dus, door grote waarden van |h(y, T)| te
vinden — iets wat veel minder moeilijk is dan
het vinden van grote waarden van |M(x)|//x
— zou het misschien mogelijk zijn om het ver-
moeden van Mertens te weerleggen. Aange-
zien (1 —t) cos(rrt)+7r 1 sin(rrt) > Ovoor0 <
t <1, zie Figuur 3, en de som ¥, [pT'(p)| !
divergeert [43, Section 14.27], kan de somvan
de coéfficiénten van cos(yy — ) in Stelling
2 willekeurig groot gemaakt worden door T
maar groot genoeg te kiezen. Daaruit volgt dat
als we een waarde van 7y zouden kunnen vin-
den zodanig dat alle yy — g, dichtbij gehele
veelvouden van 27t liggen (zodat de waarden
van cos(yy —yy)alle dichtbij 1 liggen), we de
waarde van h(y, T) willekeurig groot zouden-
kunnen maken. Dit zou dan, als we een y en
een T zouden vinden waarvoor |h(y, T)| >
1, de weerlegging van het vermoeden van
Mertens inhouden. Als de y’s lineair on-
afhankelijk zouden zijn over de rationale

getallen dan zouden er volgens een Stelling
van Kronecker [14, Theorem 442] voor elke
€ > 0 gehele waarden van y bestaan en ge-
hele getallen m, waarvoor

lyy — @y —2mmyl| <e

voor alle y € (0,T). Dit zou betekenen dat
h(y,T), en dus M(x)//x, willekeurig groot
gemaakt kan worden. Onder dezelfde aanna-
men kan afgeleid worden dat M(x)/./x wille-
keurig groot aan de negatieve kant kan wor-
den gemaakt. Er is geen goede reden be-
kend waarom de y’s niet lineair onafhanke-
lijk zouden zijn over de rationale getallen.
Bovengenoemd probleem staat bekend als
een inhomogeen Diophantisch approximatie-
probleem.

Met behulp van het genoemde rooster-
basis-reductie-algoritme van Lenstra, Lenstra
en Lovasz (LLL) kon het bovengenoem-
de inhomogene Diophantische approximatie-
probleem worden opgelost voor een veel gro-
ter aantal termen dan met oudere bekende
benaderingsmethoden. Enkele experimenten
vooraf wezen uit dat de kans op slagen groot
was als in de som in (2) de eerste 2 000 nul-
punten van C(s) zouden worden meegeno-
men. De ‘prijs’ die hiervoor betaald moest
worden was dat de waarden van y in de met
LLL gevonden oplossing behoorlijk groot kon-
den zijn, namelijk orde van grootte 107°. Om
voor zulke y-waarden de som in (2) te bere-
kenen was het nodig om de y’s uit te reke-
nen met een precisie van tenminste 75 de-
cimalen (in de praktijk werd voor de zeker-
heid met 100 decimalen gerekend). De beste
boven- en ondergrens die gevonden werden
voor m en m waren, respectievelijk, —1,009
en +1,06, waarmee het vermoeden van Mer-
tens dus was weerlegd.

In 2006 hebben Kotnik en Te Riele [19] de
berekeningen van Odlyzko en Te Riele uit 1985
verbeterd tot reep. —1,229 en +1,218. Boven-
dien hebben ze de expliciete bovengrens van
Pintz voor het kleinste getal waarvoor het ver-
moeden van Mertens onjuist is, verlaagd van
exp(3,21 x 10%4) naar exp(1,59 x 1040). Hier-
bij werkten zij in de som in (2) met 10000 in
plaats van met 2 000 nulpunten van ¢(s). Zie
kader voor de bijbehorende waarden van y.

In Figuur 4 wordt het typische gedrag van
M(eY)/e¥/2 (bovenste grafiek) vergeleken
met het gedrag van h(y, y10000) in de buurt
van de 1,218-piek (middelste grafiek) en dat
inde buurt van de —1,229-piek (onderste gra-
fiek). Merk de vier betrekkelijk grote nega-
tieve pieken links en rechts van de 1,218-
piek op en de vier betrekkelijk grote positieve
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pieken links en rechts van de —1,229-piek.
Als we de onderste grafiek spiegelen ten op-
zichte van de horizontale as krijgen we een
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