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Dynamica van bodempatronen
in ondiepe zeeen

Door de wisselwerking van stroming en sedimenttransport kunnen op de bodem van ondiepe
zeeén allerlei patronen ontstaan. Voorbeelden zijn de zandribbels die zichtbaar zijn op het
strand bij laag tij, zandbanken voor de kust, en het stelsel van geulen en platen in de Wad-
denzee. Henk Schuttelaars en Huib de Swart doen onderzoek naar de dynamica van dergelijke
patronen aan de hand van geidealiseerde modellen. In dit artikel leggen ze uit hoe zulke mo-
dellen geformuleerd zijn, en hoe de analyse van de modellen inzicht biedt in het ontstaan van

bodempatronen.

Wanneer je vanaf de duintoppen zoals bij Eg-
mond aan Zee, naar de overgang kijkt tus-
sen zee en strand, dan blijkt de kustlijn vaak
meer structuur te hebben dan je vermoedt.
Zo vertoont de kustlijn tussen Hoek van Hol-
land en Den Helder golvingen met golfleng-
ten tussen de 2 en 5 km. Soms word je
ook verrast door veel kleinschaliger ruimtelij-
ke patronen bij deze overgang, die wel een-
voudig zijn op te merken. Een mooi voor-
beeld hiervan is te zien in Figuur 1. Deze bo-
demvormen worden ‘beach cusps’ genoemd,
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Figuur 1 Een voorbeeld van beach cusps, overgenomen
uit [1]

de lengte van deze cusps varieert van een
aantal meter tot wel 60 meter. Als je nu van
het duin afdaalt en richting zee loopt, is de
kans groot dat je, als het laag water is, uit-
gestrekte velden met zogeheten zandribbels
aantreft. Zandribbels zijn dikwijls georgani-
seerd in langgerekte golfpatronen met een
hoogte van enkele centimeters en toppen die
ongeveer 10 centimeter van elkaar afliggen
(zie Figuur 2). Interessant is dat de golfpa-
tronen ook ‘defecten’ vertonen, waar het pa-
troon wezenlijk driedimensionaal is.

Andere veelvoorkomende bodempatronen
zijn vaak moeilijker waarneembaar. Soms
kunnen we deze patronen op een indirecte
manier waarnemen. In de brandingszone bij-
voorbeeld, zien we dat golven vaak op speci-
fieke locaties breken. Het is bekend dat gol-
ven breken als de waterdiepte van dezelfde
orde is als de amplitude van de golf. De in-
tensiteit van brekende golven is dus gecor-
releerd met de lokale waterdiepte, de pre-
cieze relatie tussen breking en waterdiep-
te wordt op dit moment onderzocht. Tegen-
woordig zijn op verscheidene locaties langs
de kust videosystemen geinstalleerd die de
brekende golven fotograferen. Dit geeft een

beeld van de dynamische veranderingen in
de kustmorfologie, zie bijvoorbeeld de beel-
den op http://argus-data.wldelft.nl/sites/eg-
mond/2013. Bestudering van deze beelden
laat zien dat er verschillende patronen zijn
waar te nemen. Soms is er alleen een kust-
uniforme brekerbank te zien. Op andere beel-
den zijn er duidelijke ruimtelijk-ritmische pa-
tronen te zien. Veranderingen in deze patro-
nen doen zich voor op een tijdschaal van uren
tot dagen.

Foto: A. Falqués

Figuur 2 Een voorbeeld van zandribbels
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Figuur 3 Satellietfoto van het Friesche Zeegat (links) en het Pinkegat (rechts)

Andere bekende bodempatronen waar-
mee we allemaal wel bekend zijn van bij-
voorbeeld het wadlopen of een overtocht
per veerboot naar Ameland, zijn de geul-
plaatsystemen in de Waddenzee. In deze bek-
kens zien we vaak een fractaal netwerk van
geulen, met tussen de geulen ondiepten, de
platen. Een voorbeeld zien we op een satel-
lietfoto van het Friesche Zeegat en Pinkegat,
zie Figuur 3. Aan de zeewaartse kant van het
Friesche Zeegatis één breed kanaal te zien dat
zich vervolgens in meerdere kanalen splitst.
Het Pinkegat heeft twee geulen aan de zee-
waartse kant, die zich vervolgens in meerdere
geulen splitsen. Uit waarnemingen blijkt dat
deze geulen niet stationairzijn, maarin de tijd
min of meer periodiek gedrag vertonen met
een typische tijdschaal van 20 jaar (elders 7
tot 100 jaar).

In de volgende paragraaf wordt kort ge-
schetst hoe we deze patronen kunnen bestu-
deren met behulp van een gekoppeld stel-
sel niet-lineaire partiéle differentiaalvergelij-
kingen. Voor een voorbeeld wordt dit stelsel
vergelijkingen expliciet uitgewerkt. Dit stelsel
vergelijkingen wordt daarna in meer detail be-
studeerd en in de laatste paragraaf bediscus-
sieerd.

Morfodynamische Modellering

Het is intuitief duidelijk dat, om bovenge-
noemde bodempatronen (envele andere, niet
genoemde bodemvormen zoals megaribbels,
zandgolven, zandbanken, et cetera) met een

mathematisch-fysisch model te bestuderen,
zo’n model de wisselwerking tussen de be-
weging van het water, het transport van se-
diment en de verandering van de bodem
moet beschrijven. Deze interacties kunnen
met behulp van een complex-numeriek mo-
delworden bestudeerd, waarin alle mogelijke
fysische processen worden meegenomen en
de meest geavanceerde formuleringen voor
bijvoorbeeld zandtransport worden gebruikt.
Het nadeelvan dittype modellen is dat de mo-
delresultaten vaak moeilijk zijn te analyseren,
dominante processen moeilijk zijn te identifi-
ceren en parametergevoeligheden slechts in
beperkte mate te onderzoeken (door lange
rekentijden per numeriek experiment en het
grote aantal parameters).

Een ander type modellen, de zogenaamde
geidealiseerde modellen, is juist ontwikkeld
om de interacties en parametergevoelighe-
den in detail te bestuderen. Dit betekent wel
dat alleen die processen in de mathematisch-
fysische beschrijving worden meegenomen
die essentieel zijn om specifieke bodemvor-
men te verklaren. Zo’n model kan dan ook
niet direct worden toegepast op andere bo-
demvormen!Vaak kunnen we met dit type mo-
dellen ook alleen geidealiseerde geometrieén
bestuderen.

In deze bijdrage zullen we een model be-
spreken voor een getijdenbekken, zoals het
Friesche Zeegat, dat is gepubliceerd in [4, 10].
De echte geometrie is vereenvoudigd tot een
rechthoekig bekken, zie Figuur 4. In deze fi-

guuris L de lengte van het bekken (0(10) km),
B de breedte (O(1) km) en H de diepte (O(10)
m) aan de zeewaartse kant. De zeeniveau-
uitwijking ten opzichte van gemiddeld niveau
wordt gegeven door € (O(1) m), h geeft de
bodemuitwijking ten opzichte van de diep-
te aan de zeewaartse kant van het bekken.
Verder is x de codrdinaat in de longitudinale
richting, v in de laterale richting. De domi-
nante forcering van de waterbeweging is het
getij, andere mogelijke forceringen worden
verwaarloosd (zoals windgolven, dichtheids-
verschillen, windforcering). Aangezien we de
geul-plaatpatronen in dit bekken willen be-
studeren, zijn we geinteresseerd in bodem-
vormen die van de orde van de bekkenlengte
zijn. Deze bodemvormen zijn veel groter dan
de typische waterdiepte, zodat we ons kun-
nen beperken tot de ondiepwatervergelijkin-
gen, een limiet van de Navier-Stokes vergelij-
kingen. Als we de vergelijkingen schalen door
typische orde-grootten voor de verschillende
variabelen te nemen, zien we dat de niet-
lineaire interacties in leidende orde verwaar-
loosbaar zijn. Als we ook Coriolis-effecten ver-
waarlozen, wordt de waterbeweging beschre-
ven door de volgende dimensieloze vergelij-
kingen:

Zx =0,
Cy =0,
G+ = hulx + [(H - h)v]y =0,

Uxt — Uyt = —FEX +F1by.

@

Hierin zijn t de met de getijfrequentie (~
1074 s71) geschaalde tijd, en x en y de
met L geschaalde ruimtelijke codrdinaten.
Subscripts geven partiéle afgeleiden aan. De
grootheden u en v representeren geschaal-
de snelheden in respectievelijk de x- en y-
richting, de vector F? representeert de bo-
demwrijvingseffecten. Deze effecten parame-
triseren we als F = (FP, F§) = r1i(1 + h), de
bodemwrijving is dus evenredig met de diep-
tegemiddelde snelheid en neemt toe als de
waterdiepte afneemt (h toeneemt). Als rand-
voorwaarden schrijven we de getij-uitwijking
aan de open rand voor, in deze bijdrage be-
perken we ons tot één getijcomponent (het
dubbeldaagse getij, met een periodevan 12,5

=B /‘r\‘\/
Zee Getijdebekken h H
=0 e B

}/ x=L x=0 ! x=L
x=0

Figuur 4 Bovenaanzicht (A) en zijaanzicht (B) van het
gemodelleerde bekken
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uur). Verder eisen we dat er geen flux van wa-
ter door de vaste wanden is.

Het transport van sediment in het wa-
ter wordt beschreven met een advectie-
diffusievergelijking. Uit schalingsargumenten
volgt dat transport ten gevolge van advectie-
ve processen in een kort bekken verwaarloos-
baar is ten opzichte van diffusieve sediment-
fluxen. Dit resulteert in de volgende dimen-
sieloze concentratievergelijking:

aCy = (uz + vz) —C+ap[Cxx +Cyyl, (2

waarbij C de dieptegeintegreerde concentra-
tie is, a (~ 0.01) de verhouding van de ty-
pische tijdschaal voor een deeltje om naar
de bodem te zakken en de getijdetijdschaal
en u (~ 1073) de dimensieloze horizonta-
le diffusiecoéfficiént. Het sediment wordt op-
gewerveld door de schuifspanningen aan de
bodem, deze erosieterm is evenredig met
u? + v2. Ten gevolge van de zwaartekracht
zinkt het sediment weer naar de bodem, deze
depositieterm is evenredig met —C. Als rand-
voorwaarden leggen we op dat erosie en de-
positie in balans zijn op de open rand, en dat
er geen diffusief sedimenttransportis doorde
gesloten randen.

Het bodemniveau zelf verandert natuur-
lijk ten gevolge van erosie en depositie van
sediment: waar sediment wordt geérodeerd
zal het bodemniveau h afnemen, ten gevol-
ge van depositie zal h toenemen. De typische
tijdschaal waarop het geul-plaatsysteem zich
ontwikkelt (maanden tot een jaar), is veel lan-
ger dan de getijperiode. Door deze observa-
tie kunnen we de middelingsmethode toepas-
sen: we kijken niet naar de bodemverande-
ringen tijdens een getijcyclus, maar naar de
bodemverandering gemiddeld over een getij-
cyclus (zie bijvoorbeeld [8]). Als we nu ge-
tijmiddeling aangeven met (-), volgt uit de
behoudswet voor sediment dat de bodeme-
volutie wordt beschreven door de volgende
vergelijking:

he = - <(u2+v2) 7C> +7\<V2h>, B

waarbij T = dt, met § de verhouding van de
hydrodynamische en morfodynamische tijd-
schaal. Merk op dat de bodemdiepte h toe-
neemt ten gevolge van depositie en afneemt
ten gevolge van erosie. Verder modelleert de
laatste term aan de rechterkant van (3) het
transport ten gevolge van bodemhellingster-
men: sediment rolt makkelijker van een hel-

ling af dan er tegenop. De randvoorwaarden
voor dit systeem worden gegeven door de eis
dat de bodemdiepte aan de zeewaartse kant
niet verandert, en dat er geen sedimenttrans-
port is ten gevolge van de bodembhellingster-
men door de gesloten wanden.

Oplosmethode

De vergelijkingen en randvoorwaarden uit de
vorige sectie vormen, gegeven een initiéle
conditie, een zogenaamd morfodynamisch
model. Dit model wordt vaak met behulp van
tijdsintegratie opgelost: gegeven een bodem-
niveau kunnen we de bijbehorende snelhe-
den uitrekenen. Deze snelheden resulteren in
erosie van sediment, dat door diffusieve pro-
cessen wordt getransporteerd en vervolgens
door de zwaartekracht weer naar de bodem
zinkt. Hierdoor verandert de bodem, waarna
we weervooraan in de loop beginnen. Dit gaat
net zolang door totdat de bodem getijgemid-
deld niet meer verandert.

Breedtegemiddelde evenwichtsoplossing

In plaats van zo’n morfodynamische integra-
tielus te doorlopen, kunnen we ook direct op
zoek gaan naar evenwichtsoplossingen. Als
eerste stap proberen we een oplossing van
vergelijkingen (1)—(3) te vinden, zodanig dat
de waterbeweging, sedimentconcentraties en
bodem niet meer veranderen. Zo’n oplossing
is redelijk eenvoudig te vinden als we het sys-
teem middelen over de breedte. Dit betekent
dat de laterale snelheid v nul is en de ande-
re grootheden niet van de laterale codrdinaat
v afhangen. Als we het transport ten gevol-
ge van bodemhellingstermen verwaarlozen
(door A = 0 te kiezen), dan reduceert het stel-
sel vergelijkingen tot

C+[1-hulx =0,

§x=0v ()
aC — apCyx =u? - C, 4
h'r=*< 2*C>,

met als randvoorwaarden dat ¢ = cost,h =0
op de zeewaartserand (x = 0) en(1-h)u =0,
u{Cx) =0opdegeslotenrand (x = 1). Verder
willen we geen diffusieve grenslagen voor het
tijdsvariérende deel van de sedimentconcen-
tratie C op x =0 en x = 1. Uit de tweede ver-
gelijking in (4) volgt nu dat € = cost vooralle
x € [0,1], ofwel een ruimtelijk uniform ge-
tij. Het horizontale snelheidsveld wordt dan
gegeven door u(x,t) = %smt. Door op
te merken dat a < 1 kan de bijbehoren-

de sedimentconcentratie C worden opgelost,

wat resulteert in de volgende bodemevolutie-
vergelijking:

hT:%(’“—*l);. )

Voor een evenwichtsoplossing heq eisen we
dath = 0. Hieruitvolgtdat heq = x, ofwel dat
de evenwichtbodem een constant hellende
bodem is. Dit resultaat blijkt behoorlijk goed
te kloppen met waarnemingen van breedte-
gemiddelde bodemprofielen in de Wadden-
zee, zie bijvoorbeeld [2], waarin ook een uit-
gebreide versie van dit model wordt geana-
lyseerd. In [7] wordt de dynamische ontwik-
keling van zo’n bekken onder de invloed van
relatieve zeespiegelstijging bestudeerd, vol-
gens dit model kan er voldoende sediment
geimporteerd worden om de huidige zeespie-
gelstijging bij te houden. Een snellere zee-
spiegelstijging resulteert in het verdwijnen
van de ondiepe delen, zie ook [6].

Lineaire stabiliteitsanalyse

Deze evenwichtsoplossing blijkt stabiel te
zijn voor kleine verstoringen. Dit volgt uit
een lineaire stabiliteitsanalyse, waarbij de
evenwichtsbodem een klein beetje verstoord
wordt:

I’l(X, T)= heq +R {h'(x)e“”} . (6)

Substitueer deze uitdrukking in (5) en lineari-
seer de gevonden uitdrukking, dat wil zeggen
dat alleen termen lineair in h’ niet worden
verwaarloosd. Het resulterende eigenwaarde-
probleem kan expliciet opgelost worden, alle
eigenwaarden w zijn reéel en negatief, zie [9]
voor details.

Om het ontstaan van geul-plaatpatronen
te kunnen modelleren, kunnen we ons natuur-
lijk niet beperken tot het breedte-gemiddel-
de systeem van vergelijkingen. Bovenstaan-
de analyse is niettemin essentieel omdat
de breedte-gemiddelde evenwichtsoplossing
ook een evenwichtsoplossingis van het twee-
dimensionale systeem van vergelijkingen (1)
(merk op dat er een zeer kleine correctie in
het bodemprofiel is ten gevolge van de bo-
demhellingsterm in vergelijking (3), zie [2]
voor details). De constant hellende bodem
blijkt niet meer lineair stabiel te zijn als we
verstoringen met een structuur in de laterale
richting toelaten. Om dit te laten zien versto-
ren we de breedte-gemiddelde evenwichts-
bodem met kleine verstoringen die een la-
terale structuur hebben. Deze laterale struc-
tuurwordt volledig bepaald door de randvoor-
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Figuur 5 Neutrale stabiliteitscurves voor de eerste (ge-
trokken Lijn) en tweede (gestippelde lijn) longitudinale
eigenmodus. Voor ¥ <v¢ zijn alle bodemverstoringen stabiel
(w<0). Voor r=r zien we dat drie eigenmodi lineair insta-
biel zijn (aangegeven met een kruis), de andere eigenmodi
(waarvan er een aantal zijn aangegeven met een gevulde
cirkel), zijn stabiel. De parameter l,,=1rL/B=40.

waarden, de toegestane bodemverstoringen
zijn te schrijven als

h'(x,y,7) =R {hn(x)cos(lyy)e® 7},

met het lateraal golfgetal 1, = nmL/B
voor n = 0,1,2,...; voor de structuur van
de snelheids- en concentratieverstoringen,
zie [10]. Substitueer de perturbaties in de
niet-lineaire vergelijkingen, en lineariseer de-
ze vergelijkingen. Het resulterende gegenera-
liseerde eigenwaardeprobleem moet nume-
riek opgelost worden, en resulteert in de ei-
genwaarden w,, (die hier altijd regel blijken
te zijn) en eigenfuncties h,(x) (er zijn bij elk
golfgetal n natuurlijk oneindig veel longitudi-
nale eigenmodi).

Figuur 5 laat op een compacte manier de
stabiliteit van de verschillende verstoringen
zien: kies een verstoring met een toegestaan
lateraal golfgetal ,, (de variabele op de ho-
rizontale as), deze zijn aangegeven door de
verticale lijnen in de figuur. Voor kleine waar-

den van de wrijvingsparameter r (de variabe-
le op de verticale as) neemt de amplitude van
de verstoring af (w < 0). Als we 7 laten toe-
nemen, verandert de groeisnelheid w van te-
ken, dit betekent dat verstoring niet meer uit-
dempt maar exponentieel gaat groeien. Wan-
neer dat het geval is, geldt dat de breedte-
gemiddelde evenwichtsbodem lineair insta-
biel is. De getrokken lijn in Figuur 5, de neu-
trale curve, geeft de overgang aan tussen het
parametergebied waarin oplossingen stabiel
en instabiel zijn. De kleinste wrijvingswaar-
de waarvoor de constant hellende bodem in-
stabiel wordt, wordt de kritische wrijvings-
waarde genoemd, het bijbehorende golfgetal
het kritische golfgetal. De ruimtelijke struc-
tuur van de bijbehorende bodemverstoring,
getoond in Figuur 6, blijkt een duidelijk geul-
plaatpatroon te zijn.

Niet-lineaire evenwichtsoplossingen

Uit de vorige paragraaf volgt dat, als de
wrijvingsparameter groter is dan een kriti-
sche waarde 7, de amplituden van sommi-
ge verstoringen gaan groeien. Niet-lineaire
interacties zijn dan niet meer verwaarloos-
baar, en het oorspronkelijke niet-lineaire stel-
sel van vergelijkingen moet worden geanaly-
seerd. We verwachten dat er voor deze waar-
den van de wrijvingsparameter niet-triviale
evenwichten zullen bestaan. Dit zijn even-
wichten met een structuur in de laterale rich-
ting. Deze evenwichten kunnen worden ge-
vonden door een bekend evenwicht te con-
tinueren door de waarde(n) van modelpara-
meter(s) langzaam te veranderen (zie [4] voor
een gedetailleerde beschrijving). In dit geval
zullen we de sterkte van de bodemwrijving
v als continueringsparameter gebruiken. We
starten met een wrijvingsparameter v < 7,
het evenwicht is dan bekend (de constant hel-

lende bodem). We gaan nu langzaam r gro-
ter maken, tot het bekende evenwicht insta-
biel wordt. Bij die waarde van » waarbij het
reéle deel van ten minste één van de eigen-
waarden door nul gaat, treedt een bifurcatie
op: het aantal evenwichten kan toe- of afne-
men, de stabiliteit van de evenwichten kan
veranderen, en (quasi-)periodieke oplossin-
gen kunnen ontstaan of verdwijnen. Eventu-
ele nieuwe evenwichten en/of periodieke op-
lossingen kunnen vervolgens ook weer wor-
den gecontinueerd. Op deze manier vinden
we een bifurcatiediagram, een voorbeeld is
gegeven in Figuur 7. Zwarte lijnen in dit dia-
gram geven aan dat evenwichten stabiel zijn,
grijze lijnen duiden instabiele evenwichten
aan. In deze figuur zien we dat voor kleine
v de amplitude van de verstoring nul is, en
dat het constant hellende bodemprofiel sta-
biel is. Als ¥ ~ 0,163 verliest dit breedte-
gemiddelde profiel zijn stabiliteit en zien we
dat er twee nieuwe stabiele evenwichten ont-
staan. Dit type bifurcatie wordt een pitchfork
bifurcatie genoemd, hier aangegeven met P1.
Als we deze nieuwe evenwichten volgen door
¥ te variéren, treden er nieuwe bifurcaties op
(zoals andere pitchfork bifurcaties, aangege-
ven met een P, folds (F) en Hopf-bifurcaties
(H)). Bij Hopf-bifurcaties ontstaan of verdwij-
nen periodieke oplossingen. Het bifurcatiedi-
agram laat zien dat er bij dezelfde parame-
terwaarden meerdere (stabiele) evenwichten
mogelijk zijn. Verder kunnen we ook periodie-
ke oplossingen verwachten, welke in dit mo-
delteinterpreteren zijn als migrerende geulen
en platen.

Het bovenste figuur in de linker inzet in
Figuur7 laat de niet-triviale evenwichtsbodem
zien voor v ~ 0,2, de onderste figuur in deze
inzet hetverschilten opzichte van de constant
hellende bodem: door de interne dynamica

Zee

y=B/L

Land

y=0

X=

xl

Figuur 6 Meest instabiele bodemverstoring (n=2), behorend bij de neutrale stabiliteitscurve in Figuur 5. Donkere (lichte) tinten geven negatieve (positieve) bodemverstoringen weer, pijltjes

laten de richting van het getijgemiddeld sedimenttransport zien.
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Figuur 7 Bifurcatie diagram voor een bekken met een lengte van 20 km en een breedte van 1 km

organiseert het systeem zich in een kanaal in
het midden van het bekken met aan weers-
zijde een plaat. Voor r = 0,23, rechter inzet,
zien we dat het kanaal zich nogmaals splitst:
voor x < 14 km is er één kanaal, verder ach-
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