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Wiskundige
tijd-frequentieanalyse

In de jaren dat Dick de Bruijn werkzaam was voor het Natuurkundig Laboratorium van Philips
(Natlab) stond hij mede aan de basis van de wiskundige tijd-frequentieanalyse. Guido Jans-
sen, onderzoeker aan de Technische Universiteit Eindhoven en tot 2010 werkzaam bij Natlab,
beschrijft De Bruijns rol in het ontstaan van deze nieuwe discipline.

Van ongeveer 1945 tot 1983 was De Bruijn
deeltijds werkzaam bij het Natuurkundig La-
boratorium (NatLab) van Philips, dat een gro-
te naam had verworven als industrieel on-
derzoekslaboratorium met aandacht voor we-
tenschappelijk fundament. De onderzoekers
konden in grote vrijheid hun werk doen, en
in die omgeving voelde De Bruijn zich goed
thuis, waarbij hij met zijn scherp oog voor
toepassingen van de wiskundige analyse kon
bijdragen aan het wetenschappelijk klimaat.
Omdat Philips apparatuur voor het weer-
geven van geluid maakte, bestond er in het
NatLab interesse voor methodes voor het be-
schrijven van de signalen (functies van een
variabele) die daarbij optreden. Het was tot
het midden van de veertiger jaren gebrui-
kelijk om de signaalbeschrijving te doen of-
wel direct in het domein van de tijdvariabe-
le t, ofwel, via de Fourier-transformatie, in
het domein van de frequentievariabele f. Bij
de karakterisatie van tijd-invariante lineaire
systemen (gekenmerkt door een kernelfunc-
tie van het convolutietype) was het gebruik
van de Fourier-transformatie ook zeer gang-
baar. De Fourier-transformatie van de kernel-
functie laat namelijk zien hoe de signalen die
door het systeem gaan, vervormd worden in
termen van vertragingen en versterkingen van
de frequentiecomponenten van het signaal.
Hoewel de Fourier-transformatie een han-
dig stuk gereedschap is, ontbreekt ertoch wat
aan als men denkt aan signalen zoals spraak
en muziek waarvan de frequentie-inhoud met
de tijd varieert. De Fouriertransformatie van

zulke signalen is hierbij niet bruikbaar, dom-
weg omdat de tijdvariabele ontbreekt. En ook
het signaal zelf, als tijdfunctie, geeft een wei-
nig leesbaar beeld. Een inzichtelijker manier
van werken hier is die van een componist die
het signaal dat hij te horen wil krijgen, weer-
geeft op een blad papier (partituur) met in de
horizontale richting de tijd en in de verticale
richting de frequentie, waarbij op evenwijdi-
ge horizontale lijnen de tonen van variabele
frequentie, lengte en amplitude worden aan-
gegeven. Bij signaalvervorming door een tijd-
invariant lineair systeem zou men ook graag
iets hebben waarbij men ziet hoe de vertra-
gingen en versterkingen van de frequentie-
componenten in het signaal in de tijd worden
opgebouwd.

De ideeén van Gabor

In 1946 verscheen een baanbrekend artikel[3]
van D. Gabor waarin het idee om signalen in
tijd en frequentie te representeren gelanceerd
werd. Gabor begint met op te merken dat er
een ondergrens zit aan de mate waarin een
signaal in tijd en frequentie gelokaliseerd is.
Dit heeft te maken met het onzekerheidsprin-
cipe van Heisenberg, dat tot uitdrukking ge-
bracht wordt door de ongelijkheid AtAf > 1,
met At en Af de spreidingen van het signaal
in de tijd en in de frequentie. Er is hier ge-
lijkheid wanneer het signaal Gaussisch is, en
dit is de keuze die Gabor maakt voor zijn ele-
mentaire signaal. Vervolgens beschouwt Ga-
bor het probleem of en hoe men een willekeu-
rig signaal kan representeren als een lineaire

combinatie van elementaire signalen die in
tijd en frequentie verschoven zijn naar punten
(na, mb) in het tijd-frequentievlak met gehe-
le n en m en roosterparameters a en b.

Bij het soort van problemen dat Gabor be-
keek, is het nuttig als men van een signaal
g(t) een idee heeft hoe de energie over het
tijd-frequentievlak verdeeld is. Een voorstel
in wiskundige termen hiervoor werd gedaan
door . Ville in [4], namelijk

w (t,f) _ e—ZTrifs
- L )

cgt+19)gt-Ls)ds.

De verdelingsfunctie in (1) was in 1932
geintroduceerd door Wigner [5] in een kwan-
tummechanische context en door Ville her-
ontdekt in 1948 met een argumentatie voor
het voorstel (1) die nauw samenhangt met de
kwantisatieregel van Weyl.

Wigner-distributies

In de periode eind veertiger jaren tot mid-
den zestiger jaren verscheen er wel lite-
ratuur in de fysica en de elektrotechniek
over Wigner-distributies en verwante tijd-
frequentieverdelingen, maar daarbij ontbrak
het meestal aan wiskundige strengheid. Er
zijn verder moeilijkheden bij het interprete-
ren van (1) als een energieverdeling van g
in tijd en frequentie. Vanwege het onzeker-
heidsprincipe is namelijk een puntsgewijze
energetische interpretatie van (1) een dubi-
euze zaak. Zo is Wy, voor alle g wel overal
reéel, maar neemt (uitgezonderd voor Gaus-
sische g) zowel positieve als negatieve waar-
den aan. Bij het stellen en beantwoorden van
vragen als “wat zijn de merites van W voor
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tijd-frequentieanalyse?”, “hoe wordt het on-
zekerheidsprincipe weerspiegeld door W?”,
en “hoe moet men omgaan met het pro-
bleem van puntsgewijze energetische inter-
pretatie?”, bestaat behoefte aan wiskundige
precisie.

Een grote stap vooruit in de wiskundige
behandeling van de Wigner-distributie en bo-
vengenoemde problemen werd in 1965 ge-
zet door De Bruijn in [1]. Hij somt een aan-
tal eigenschappen op van W die men op
signaaltheoretische gronden van een tijd-
frequentieverdeling wenst. Verder laat hij zien
dat voor een genormeerd signaal g het mini-
mum over (to, fo) van

[
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minimaal gelijk is aan 1/(21), met gelijk-
heid voor t — f verschoven kopieén van de
standaard Gauss-functie 21/4 exp(—rt2).Ten
slotte geeft hij een wiskundige invulling aan
het kijken naar het tijd-frequentievlak met de
bril van Heisenberg: voor iedere g en iedere
to en fpis

0 00

L L exp| - 2t~ to)? - %T(f - for| o

- Wyg(t, frdtaf

niet-negatief als @ > 1 is. Dus Gaussische
gemiddeldes van W, die in zekere zin over-
eenstemmen met het onzekerheidsprincipe,
zijn niet-negatief.

Kwantummechanische context

Terwijl de resultaten in [1] over de Wigner-
distributie geinspireerd zijn door signaaltheo-
retische vragen, is het artikel [2] van De Bruijn
meer gericht op wiskundige strengheid en het
naar voren brengen van de fraaie wiskundi-
ge eigenschappen van de Wigner-distributie.
Een formule als

Wyg(t, f) =t — «f), (@)

waarbij g(t) de ‘chirp’ exp(rixt?) is, is op
zich zeer bevredigend omdat het laat zien
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dat de Wigner-distributie van g volledig ge-
concentreerd is op de kromme (t,(% ot?))
van ‘instantane frequenties’. Om over zul-
ke formules wiskundig netjes te kunnen pra-
ten, voerde De Bruijn een ruimte van gegene-
raliseerde functies in waarin de invariantie-
eigenschappen en symmetrieén van de Wig-
ner-distributie maximaal tot uiting komen.
Een centrale rol wordt hierbij gespeeld door
de operator t2 — (%)2/4172 die optreedt bij
het bestuderen van de kwantummechani-
sche harmonische oscillator. Deze operator
is de infinitesimaalgenerator van een semi-
groep van operatoren waarvan De Bruijns
smoothing operators speciale gevallen zijn.
De ruimte van testfuncties bestaat uit de ver-
eniging van alle beelden van L? onder de-
ze smoothing operators en valt samen met
een ruimte (511//5) van analytische functies van
het Gelfand—Shilov-type. In deze setting kun-
nen bijvoorbeeld de operatoren die op na-
tuurlijke wijze met symplectische transforma-
ties van het tijd-frequentievlak corresponde-
ren, bestudeerd worden. Het verband tussen
operator T en de corresponderende symplec-
tischetransformatie M wordt glashelderweer-
spiegeld door de Wigner-distributie:

Wrg,rg(t, f)=Wgg(M(t, f)) . (5)

In dezelfde setting laat De Bruijn zien
hoe men in de kwantummechanische context
Weyls regel van correspondentie tussen func-
ties gedefinieerd op het fasevlak en opera-
toren van L2 kan beschouwen in termen van
Wigner-distributies.

Een bloeiend vak

Met de artikelen [1] en [2] heeft De Bruijn
wiskundige strengheid gebracht in de the-
orie van de Wigner-distributie op een ma-
nier die inzichtverhogend is voor de gebie-
den waar die gebruikt wordt. Deze artike-
len waren een beginsignaal van een peri-
ode van toenemende activiteit op het ge-
bied van de tijd-frequentieanalyse en haar
toepassingen. Rond 1980 was dit nogal een
Eindhovense aangelegenheid. Vanuit Philips
NatLab verschenen artikelen die grote in-
vloed hebben gehad op de populariteit van
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de Wigner-distributie in de elektrotechni-
sche gemeenschap. Tevens werd daar de
Wigner-distributie ingezet als middel om tijd-
invariante systemen, zoals luidsprekers, te
karakteriseren. Op de TU Eindhoven werd
werk gedaan aan de Wigner-distributie bij de
beschrijving van optische signalen. Aan de
meer wiskundige kant werd daar gewerkt aan
gebruik van de Wigner-distributie bij de har-
monische analyse van gegeneraliseerde sto-
chastische processen, en aan de functionaal-
analytische aspecten van De Bruijns methode
om gegeneraliseerde functies met behulp van
semigroepen van operatoren in te voeren.

Vanaf 1980 begon de wiskundige tijd-
frequentieanalyse wat meer trekken van een
discipline te krijgen. Er kwamen beoefenaren
in Wenen, Lyon en Brussel, en er werd meer
algemeen naar tijd-frequentieverdelingen en
-transformaties gekeken. Zo werd in die tijd
voor het eerst analytisch werk gemaakt van
Gabors idee om signalen voor te stellen als
lineaire combinatie van in tijd en frequentie
verschoven kopieén van een elementair sig-
naal. In de tweede helft van de tachtiger jaren
maakte de discipline-in-wording een enorme
groeisprong door omdat ze kon meeliften met
het succes van de tijd-schaalanalyse en de
wavelets in de signaaltheorie en toegepaste
wiskunde. Ook daarna bleef er groei, waarbij
bijvoorbeeld in de negentiger jaren de Gabor-
analyse tot volle wasdom kwam.

De wiskundige tijd-frequentieanalyse is nu
uitgegroeid tot een onderdeel van de (toe-
gepaste) wiskunde waarin elementen terecht
zijn gekomen van vakgebieden als
— (mathematische) analyse,

— harmonische analyse en Fourier-analyse,

— complexe-functietheorie,

— theorie van groeprepresentaties,

— functionaalanalyse, (frame)operatortheo-
rie,

— (numerieke) lineaire algebra,

— differentiaalmeetkunde.

0ok zijn er heel wat tekstboeken verschenen,

erworden workshops georganiseerd en erzijn

tijdschriften met speciale aandacht voor tijd-

frequentieanalyse. We kunnen met recht spre-

ken van een bloeiende tak van de toegepaste

wiskunde. De Bruijn stond helemaal aan het

begin van het ontstaan daarvan. e
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