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Onderzoek

Het minimale
opspannend bos

In vrijwel elk leerboek over grafentheorie wordt het probleem van het minimale opspannend
bos behandeld. Hetzelfde onderwerp komt ook aan de orde in de literatuur over datastructuren
en algoritmen, een populair gebied binnen de informatica dat mogelijk meer boektitels kent
dan de grafentheorie. In het decembernummer van 2010 werden de lezers van dit blad in een
artikel van Stefan van Zwam ingeleid in het relatief onbekende gebied der matroiden. Wim Pijls
gebruikt de theorie van de matroiden om het probleem van het minimale opspannend bos te
behandelen. Een benaderingswijze die men in de informatica-literatuur niet aantreft. Tevens
geeft hij hiermee een voorbeeld van optimalisatie in matroiden.

We recapituleren eerst enkele definities uit
de grafentheorie. Een graaf G(V,E) bestaat
uit een eindige verzameling V van knopen
(‘vertices’) en een verzameling E van kanten
(‘edges’). Een kant is een verbinding tussen
twee knopen. De definities van pad en cykel
(of circuit) in een graaf spreken voor zich. Een
bos definiéren we als een verzameling van
kanten die geen cykels bevat. Een graaf heet
samenhangend als tussen elk tweetal knopen
een pad bestaat. Een deelgraaf G'(V’, E’) met
V' < Ven E' < E heet een component van
G als G’ samenhangend is en niet tot een
grotere samenhangende deelgraaf uitgebreid
kan worden. Een snede in een graaf G is een
verzameling S van kanten zodanig dat na ver-
wijdering van S het aantal componenten van
G toeneemt. Een snede kan als volgt verkre-

gen worden. Geef elke knoop naar willekeur
een A- of een B-label. De kanten tussen een
A- en een B-label vormen een snede.

Een gewogen graaf is een graaf G(V,E)
met een functie f : E — R die elke kant van
een gewicht voorziet. Een opspannend bos B
in graaf G(V,E) is een bos, zodanig dat el-
ke knoop in V aan tenminste één kant van
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Figuur 1 Een gewogen graaf

B grenst. Een minimaal opspannend bos is
een opspannend bos met minimaal gewicht.
In plaats van ‘minimaal opspannend bos’ ge-
bruiken wij de in de Engelstalige literatuur ge-
bruikelijke afkorting MSF (‘minimal spanning
forest’).

Een voorbeeld van een gewogen graaf is te
vinden in Figuur 1. Een MSF bestaat uit de ver-
zameling van kanten {AD,BC,BD, BE}, een
snede is bijvoorbeeld {AB,BD,DE}.

Het Blauw-rood algoritme

Terwijl al meerdere algoritmen voor de MSF
bekend waren, voegde Tarjan er nog een aan
toe in de tachtiger jaren [12]:

Blauw-rood algoritme. Herhaal de blauwe en
de rode stappen in willekeurige volgorde, tot-
dat alle kanten gekleurd zijn.

Blauwe stap: zoek een snede zonder blauwe
kanten; kleur de kant met minimaal gewicht
blauw.

Rode stap: zoek een cykel zonder rode kan-
ten; kleur de kant met maximaal gewicht rood.

De klassieke algoritmen voor de MSF zijn
gemakkelijk als bijzonder geval af te leiden,
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Figuur 2 Schema van families

zoals we verderop in dit artikel zullen zien.
Het Blauw-rood algoritme roept enkele vra-
gen op. Allereerst is daar natuurlijk de vraag
naar de correctheid. Ten tweede: hoe is de
symmetrische rol van cykel en snede te dui-
den? Deze vragen zijn het beste te beantwoor-
den met behulp van de theorie der matroiden.
In de volgende paragraaf wordt deze theorie
beschreven. Daarna wordt een generiek algo-
ritme voor optimalisatie in matroiden gepre-
senteerd, dat volledig equivalent is met het
Blauw-rood algoritme.

Matroiden
De eerste definitie betreft het begrip familie,
het fundament onder de matroide.

Definitie 1. Fen familie F bij een gegeven ver-
zameling E is een collectie van deelverzame-
lingen metde eigenschap: alsI € Fenl' C I,
dan ookl € F.

Een familie is dus gesloten onder inclusie.
Een verzameling I € F heet maximaal als er
geen’ € FbestaatmetlI C I',dusals I geen
superset heeft in de familie.

Elke familie F heeft een anti-familie F ge-
definieerd als de collectie van deelverzame-
lingen van E die niet tot Fbehoren. Een anti-
familie is gesloten in omgekeerde richting: el-
ke superverzameling van een verzameling be-
hoort tot de anti-familie. Een anti-familie kent
derhalve minimale verzamelingen.

Elke familie F bij een verzameling E heeft
ook een duale familie F*. Een verzameling
I* < E behoort tot de duale familie 7 als
I* disjunct is met tenminste één maximale
verzameling van F. Het is gemakkelijk na te
gaan dat 7* ook gesloten is onder inclusie.
De maximale verzamelingen in F* zijn pre-
cies de complementen van de maximale ver-
zamelingen in F. Daaruit volgt: 7** = F. De
duale familie heeft ook zijn anti-familie. Zo
komt men tot het schema van Figuur 2. Een di-
rect verband tussen Fen F* is niet eenvoudig
vast te stellen. We komen hier aan het einde
van deze paragraaf op terug. Een belangrijke
stelling is de volgende.

Stelling 1. Elke verzameling I € ¥ heeft een
niet-lege doorsnede met elke maximale ver-
zameling uit F*.

Het bewijs is triviaal: als I disjunct zou zijn
met een maximale verzameling in 7*, dan be-
hoorde I tot . De stelling geldt natuurlijk ook
duaal. In de theorie van de hypergrafen wordt
I een transversaal van 7* genoemd [1].

De eerder geintroduceerde begrippen pas-
sen naadloos in het schema van Figuur 2. We
beschouwen verzamelingen van kanten en
nemen voor F de familie van bossen. Een op-
spannend bos is een maximale verzameling
in F. Het complement van een maximaal of
opspannend bos is snede-vrij, want na verwij-
dering van dit complement neemt het aantal
componenten in de graaf niet toe. Een snede-
vrije verzameling van kanten noemen we een
vulling. Een bos en een vulling kan men op-
vatten als het geraamte en het vlees van de
graaf. Figuur 3 is een specifieke invulling van
Figuur 2. We ontdekken hier de dualiteit van
cykels en snedes.

Het zal blijken dat het Blauw-rood algorit-
me in feite een optimalisatie-algoritme voor
matroiden is. We introduceren het begrip ma-
troide in de volgende definitie. De notaties
A+ b en A — b staan respectievelijk voor
AU {b}enA\{b}.

Definitie 2. Een matroide M is een paar (E, F)
met F een familie bij de verzameling E zoda-
nig dat geldt: als I, ] € F met |I| < |J|, dan
isereenje J\IzodatI+j e F.

De volgende twee stellingen laten zien dat
zowel bossen als vullingen matroiden zijn.

Stelling 2. De matroide (E, F) met F de fa-
milie van bossen in een graaf G(V,E) is een
matroide.

Bewijs. Beschouw twee bossen I en J met
[I| < |J| en de bijbehorende deelgrafen be-
paald door de paren (V,I) en (V,]). Als el-
ke kant van J binnen een component van I
ligt, is het aantal componenten van J tenmin-
ste gelijk aan het aantal componenten van I.
Ditis in tegenspraak met de volgende stelling
uit de grafentheorie: elk bos B in een graaf
G(V,E) voldoet aan |V| = |B| + ¢, waarbij ¢
het aantal componenten van B aanduidt. We
concluderen dat er een kant j € J moet zijn
die twee componenten van I verbindt. Dan is
I+ j cykel-vrij. O

Uit de definitie van een matroide volgt
meteen: de maximale verzamelingen van F
bevatten hetzelfde aantal elementen, immers
twee maximale verzamelingen Z;,Z, met
|Z1| < |Z2| kunnen niet bestaan. Ook de vol-
gende eigenschap is duidelijk: als Z maxi-

bossen — vullingen
(cykel-vrij) (snede-vrij)

i |

cykel dragende snede dragende
verzamelingen verzamelingen

Figuur 3 Verzamelingen van kanten

maal is in F en I niet, dan is I met elemen-
ten van Z\I uit te breiden tot een maximale
verzameling.

De duale matroide M* wordt bepaald door
het paar (E, 7).

Stelling 3. De duale van een matroide is ook
een matroide.

Bewijs. Beschouw I'* en J* uit 7* met |T*| <
|J*]. Dan is er een maximaal element J uit 7
dat disjunct is met J* en een maximaal ele-
ment T uit F dat disjunct is met I*. Verwij-
der uit J de elementen van I'*, dus constru-
eer J\I*. Omdat J n J* = &, worden hoog-
stens [I*\J*| elementen verwijderd. Breid
de gereduceerde J uit tot een nieuw maxi-
maal element Z in F door aan te vullen met
elementen uit I. Dan is Z disjunct met I'*.
Omdat elke maximale verzameling hetzelfde
aantal elementen heeft, vergt deze uitbrei-
ding ten hoogste |I*\J*| elementen. Vanwe-
ge [I*\J*| < |J*\I*| zal deze uitbreiding
niet de gehele verzameling J*\I'* beslaan.
Eris dus een j € J*\I* zodat j ¢ Z. Ervolgt
dat I'* +j disjunctis met Z en dus in 7* zit. O

Omdat we de matroide van Figuur 3 be-
studeren, hanteren we in dit artikel de termi-
nologie uit die figuur, ofschoon dit niet ge-
heel de algemene matroiden-terminologie is.
De elementen van Fen F* in een willekeuri-
ge matroide noemen we respectievelijk bos-
sen en vullingen. De minimale elementen van
Fen F* heten respectievelijk cykels en sne-
des. (Deze laatste begrippen treden wél in de
matroiden-literatuur op.)

We besluiten met twee stellingen die in de
volgende paragraaf nodig zijn.

Stelling 4. Voor elk paar C, S met C een cykel
en S een snede geldt |C N S| # 1.

Bewijs (uit het ongerijmde). Stel Cn S = {x}.
Dan zijn de disjuncte verzamelingen C — x en
S—x respectievelijk cykel-vrij en snede-vrij. Er
is een maximale vulling Zg die disjunct is met
C —x.Deverzameling S — x is met elementen
uit Zop uit te breiden tot maximale vulling Z;.
Deze bevat x niet, omdat Z; dan de snede
S zou bevatten. Omdat C — x disjunct is met
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S — x en met Zy, is C — x ook disjunct met
Z1. De cykel C is dan ook disjunct met Z; en
dit is in strijd met Stelling 1. O

Stelling 5. Als Z € F een maximaal bos is en
e & Z, dan bevat Z + e een unieke cykel C. Na
verwijdering van tenminste één element uit C
wordt weer een maximaal bos verkregen.

Bewijs (uit het ongerijmde). Stel Z + e bevat
twee verschillende cykels Cy en C». Kies een
e’ uitC1\Cy.Breid C; —e’ uittot een maximaal
bos in F. De uitgebreide verzameling is cykel-
vrij, maar is ook een superverzameling van
C,. Tegenspraak.

Als men een element uit de unieke cykel
verwijdert, ontstaat een cykel-vrije verzame-
ling met hetzelfde aantal elementen als een
maximale verzameling en deze is dus zelf ook
maximaal. O

Merk op dat Stelling 4 een verband aan-
brengt tussen Fen F". Het omgekeerde van
deze stelling geldt ook: als een verzameling
S de eigenschap |C N S| # 1 heeft voor elke
cykel C, danis S een snede. Zie [11] voor een
bewijs.

Een generiek algoritme

In deze paragraaf presenteren wij een ge-
neriek algoritme voor het optimaliseren van
een gewogen matroide, een matroide met een
gewichtsfunctie. Dit algoritme maakt gebruik
van zogeheten minoren van matroiden. Een
minor wordt verkregen door de verzameling E
van een gegeven matroide M = (E, F) te ver-
kleinen. Stel een verzameling D C E wordt
verwijderd uit de verzameling E. De minor-
matroide is gedefinieerd als M’ = (E\D, F)
metF ={I' |I' € FAI' < E\D}. De familie
van deelverzamelingen wordt dus beperkt tot
de gereduceerde verzameling E\D. De minor-
matroide wordt genoteerd als M\D; de bijbe-
horende operatie wordt restrictie genoemd.
(De term restrictie ontlenen we aan [13]. De En-
gelstalige literatuur gebruikt ook ‘deletion’.)
Men kan ook uitgaan van de duale matroide
M*. Als men hier de verzameling D C E ver-
wijdert, is de resulterende matroide M*\D.
De duale hiervan is een transformatie van de
oorspronkelijke M en wordt genoteerd als M/
D. Deze transformatie van M wordt contrac-
tie genoemd. Op grond van deze definities is
duidelijk dat M*\D = (M/D)* en dus M*/
D =(M\D)*.

De operaties ‘restrictie’ en ‘contractie’ zijn
gemakkelijk voor te stellen in onze voorbeeld-
matroide M(E,F) van bossen in een graaf.
Restrictie betekent dat de kanten in D wor-

den verwijderd en contractie betekent dat de
kanten van D worden samengeknepen.

In geval van restrictie, de overgang van
M naar M\D, gaan de cykels door D verlo-
ren, maar de snedes door D blijven in afge-
slankte vorm (zonder D) bestaan. In geval van
contractie, blijven cykels verkleind behouden
maar gaan snedes verloren.

Het onderstaande algoritme genereert een
cykel-vrije verzameling met minimaal ge-
wicht, alsmede een snede-vrije verzameling
met maximaal gewicht. Het algoritme gaat uit
van een matroide My = (Ep, Fo). Vanwege de
contractie- en restrictie-operaties slinken E
en Ftijdens executie. De verzamelingen R en
B zijn deelverzamelingen van de initiéle ver-
zameling Ej.

Generiek algoritme. M := My; R := B := @.
Herhaal de volgende operaties in willekeurige
volgorde totdat E = <.

Contractie: selecteer een kant x met minimaal
gewicht in een snede S; B:=B+x; M =M/
{x}.

Restrictie: selecteer een kant x met maxi-
maal gewicht in een cykel C; R := R + x;
M :=M\{x}.

Het bewijs van het algoritme wordt ge-
geven in Stelling 6, die door drie lemma’s
wordt voorbereid. Een triviale invariant is:
Ey=EUBUR.

Lemma 1 (invariant).

(@) Cis cykel van My en C < EUB = C\B
is cykel van M.

(b) S is snedevan Mg enS < EUR = S\R
is een snede van M.

Bewijs. We bewijzen alleen (a). Deel (b) is du-
aal. Bij contractie ofwel overheveling van x uit
E naar B blijft een cykel door x in afgeslankte
vorm (zonder x) bestaan. Na de restrictie of-
wel de overheveling naarR is een cykel C door
x niet langer een cykel, maar een dergelijke
cykel C ligtin EUR. O

Lemma 2 (invariant). Er is een partitie van Eq
zodat Eg = By U Rg en

(@ Bo is een maximaal bos van My met
minimaal gewicht en B < By;

(b) Ro is een maximale vulling van My met
maximaal gewicht en R < Ry.

Bewijs. De invariant geldt bij aanvang. Vanwe-
ge dualiteit bewijzen we de invariant alleen
ingeval contractie wordt uitgevoerd. Als een
X € By geselecteerd wordt, wordt de invari-
ant behouden.

Stel een x met x & By wordt geselecteerd.
In By + x bevindt zich volgens Stelling 5 een
unieke cykel C met x € C. Vanwege de inva-
riant zelf (By is disjunct met Ry en dus met R)
bevindt C zich in E U B. Volgens Lemma 1 is
C\B een cykel in M. De doorsnede in M van
S en C\B heeft behalve x nog een door-
snede-element y dat tot C — x < By be-
hoort. Na de contractie-operatie wordt de in-
variant hersteld door x toe te voegen aan
Bo en y te verwijderen uit By. Volgens Stel-
ling 5 is By nu een maximaal bos. Het com-
plement van de nieuwe By is de nieuwe
Ry. (Deze twee verzamelingen hebben x en
v onderling geruild.) Omdat ook in S is,
is zijn gewicht niet kleiner dan dat van x.
De nieuwe By heeft dus ook een minimaal
gewicht. O

Lemma 3. Het algoritme termineert.

Bewijs. Als een nog niet geselecteerd element
x in Ry is, dan bevat By + x een cykel C. Op
dezelfde manierals in Lemma 2 volgt dat C\B
een cykel is in M. De restrictie-operatie kan
worden toegepast. Het geval x in By is duaal.
Zolang E # @, kan dus een x geselecteerd
worden. [J

Stelling 6. Het generieke algoritme is correct.

Bewijs. Lemma 2 impliceert dat het algoritme
de juiste postconditie heeft. Lemma 3 betreft
de terminatie. O

Het generieke algoritme en het Blauw-rood
algoritme zijn gelijkwaardig. De verzameling
B in het generieke algoritme komt overeen
met de blauwe kanten, de verzameling R met
derode. Een cykelin M is een cykel in de oor-
spronkelijke My zonder rode kanten, of zon-
der kanten die bij een restrictie betrokken zijn
geweest. Evenzo is een snede in M een snede
in My zonder blauwe kanten, of zonder kan-
ten die bij een contractie betrokken zijn ge-
weest. Met behulp van Stelling 4 is gemakke-
lijk aan te tonen dat de kanten met minimaal
gewicht in een snede niet alle rood kunnen
worden.

Algoritmen

In de literatuur overalgoritmiek, vooral gericht
op informatici, vindt men altijd de algoritmen
van Kruskal en van Jarnik—Prim-Dijkstra, zie
bijvoorbeeld [2, 5]. Deze zijn geschikt voorim-
plementatie. Van historisch belang is verder
het algoritme van Boruvka. De hier genoem-
de ’klassiekers’ zijn geheel buiten de ma-
troidentheorie om ontwikkeld. Voor een his-
torisch overzicht, zie [4].
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Algoritme van Kruskal. Herhaal de volgende
stappen totdat |[B| = |V| — 1. Kies een niet
eerder gekozen kant k met minimaal gewicht.
Als B + k geen cykel bevat, voeg k toe aan B,
anders aan R.

Algoritme van Jarnik-Prim-Dijkstra. Kies een
willekeurige knoop v en voeg de lichtste kant
k grenzend aan v toe aan B. Herhaal de vol-
gende stappen totdat |B| = |[V| — 1. Kies de
lichtste (niet eerder gekozen) kant k grenzend
aan B. Als B + k geen cykel bevat, voeg k toe
aan B, anders aan R.

Algoritme van Boruvka. We starten met de
graaf G(V, B) met B = &. Deze bevat |V | com-
ponenten elk bestaande uit één punt. Neem
bij elke component C; zijn lichtste aangren-
zende kant k; € E (dus k; heeft slechts één
punt in C;). Voeg de kanten k; toe aan B.
(Een kant k; kan al vanuit een andere compo-
nent aan B zijn toegevoegd.) De graaf G(V, B)
met de nieuwe B heeft minder componenten.
Herhaal de actie op de componenten totdat
Bl = V|- 1.

Merk op dat dit laatste algoritme niet goed
werkt als de graaf onderling gelijke kanten
bevat. Het is dan mogelijk dat bij voorbeeld
drie k;’s een driehoek vormen.

We kunnen hieraan nog het Duaal Kruskal
algoritme toevoegen.
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