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Verzamelingenleer naar alle
kanten uitgewaaierd

De verzameling vervult al zeker een eeuw een centrale rol in de wiskunde. Het aanvankelijk
gemak waarmee men zich van deze notie bediende liep forse deuken op door de paradox van
Russell. Met de axiomatisering van Zermelo en Fraenkel werd het een zelfstandig vakgebied
dat een eeuw later is uitgewaaierd over alle delen van de wiskunde. Vorig jaar is het meer dan
vuistdikke Handbook of Set Theory van Matthew Foreman en Akihiro Kanamori verschenen.
Klaas Pieter Hart, topoloog aan de Universiteit van Delft, bespreekt het boek.

Het moge onderhand genoegzaam bekend
zijn dat Georg Cantor tot de verzamelingen-
leer kwam door zijn werk aan de uniciteit-
stelling voor trigonometrische reeksen. En,
als u het nog niet wist, dan weet u het nu: Can-
tor bewees dat indien voor alle x ∈ [0,2π ]

de som
∑∞
n=0 an cosnx+

∑∞
n=1 bn sinnx ge-

lijk aan 0 is, alle coëfficiënten an en bn ge-
lijk aan 0 moeten zijn. Hij ontdekte dat de
som niet voor alle x gelijk aan 0 veronder-
steld hoefde te zijn. Laten we de verzame-
ling van puntenx waarvoor we niet weten dat
de som gelijk is aan 0 even A noemen. Om
het resultaat van Cantor te formuleren heb-
ben we de notie van afgeleide verzameling
nodig: X′ is de verzameling van verdichtings-
punten van X, en recursief schrijven we dan
X(0) = X enX(n+1) = (X(n))′ voor allen. Cantor
bewees: als A(n) = ∅ voor een natuurlijk ge-
tal n, dan volgt nog steeds dat alle an en bn
gelijk aan 0 zijn. Dus als A bijvoorbeeld be-
staat uit een convergente rij met limiet (dan
geldt A(2) = ∅) of uit een rij convergente rijen
waarvan de limieten ook weer convergeren,
. . ., dan geldt de conclusie nog steeds. Op-
merkelijk is dat dit onderzoek Cantor op het

spoor van zowel kardinaal- als ordinaalgetal-
len zette.

Aan de ene kant bleken sommige onein-
dige verzamelingen wel en andere juist niet
weggelaten te kunnen worden. Dat riep als
vanzelf de vraag naar het verschil (zo dat er
was) tussen die oneindigheden op. De weg
te laten verzamelingen konden allemaal wor-
den afgeteld met behulp van de natuurlijke
getallen en dat leidde tot de vraag of dat voor
elke deelverzameling van [0,2π ] zo was. Het
negatieve antwoord gaf ons de kardinaalge-
tallen ℵ0 en c.

Aan de andere kant bleken er verzamelin-
gen te bestaan met oneindig veel verschillen-
de afgeleiden en de verzameling der natuurlij-
ke getallen bleek niet ‘lang’ genoeg om die af-
geleiden te kunnen indiceren. Cantor had dus
behoefte aan nieuwe indexverzamelingen en
die groeiden ten slotte uit tot de ordinaalge-
tallen.

Keuzeaxioma
Cantors ruime opvatting van wat een verza-
meling was, leidde uiteindelijk tot paradoxen,
waarvan met name die van Russell — de ver-

zameling R = {x : x /∈ x} is een element van
zichzelf dan en slechts dan als deze dat niet
is — aanleiding gaf tot een herbezinning op
het begrip verzameling. Zermelo’s axiomati-
sering van de verzamelingenleer uit 1908, met
een toevoeging door Fraenkel uit 1922, doet
met verzamelingen wat we tegenwoordig va-
ker doen: niet zeggen wat onze objecten zijn,
maar vastleggen wat het gewenste gedrag is.

De axioma’s van Zermelo en Fraenkel, kort-
weg ZF genoemd, zijn goed genoeg gebleken
om de gangbare wiskunde te omvatten. Zer-
melo nam ook al het keuzeaxioma in zijn lijst
op, maar tegenwoordig wordt dat apart ver-
meld: met ZFC duiden we ZF plus het keuze-
axioma aan. In 1940 liet Gödel zien dat dat
niet problematisch was: als uit ZFC een tegen-
spraak af te leiden zou zijn, dan zou dat ook al
uit ZF kunnen. Eigenlijk twijfelt niemand aan
de consistentie van ZF, maar dankzij Gödel
weten we wel dat een bewijs van die con-
sistentie niet binnen ZF zelf te formaliseren
is. In 1963 liet Cohen zien dat het keuzeaxi-
oma niet uit ZF af te leiden is en dat het die
theorie dus echt versterkt.

De methoden die Gödel en Cohen gebruik-
ten vormen het eigenlijke startpunt van het
onderhavige handboek; in een lange inlei-
ding legt redacteur Kanamori uit wat vooraf
ging aan het materiaal dat de lezer te wach-
ten staat. Hij neemt ook de moeite de artike-
len voor ons samen te vatten, zodat iemand
die wil weten wat er in de verzamelingenleer
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aan de hand is vooral die inleiding moet le-
zen; hoewel het diezelfde lezer op den duur
wel kan gaan duizelen bij het aantal noties
dat over haar uitgestort wordt. Want als dit
boek iets duidelijk maakt, is het wel dat de
verzamelingenleer naar alle kanten is uitge-
waaierd.

Combinatorische zaken
Het boek opent met een aantal hoofdstukken
van combinatorische aard. Deze zijn voor ‘de
werkende wiskundige’ verreweg het interes-
santst, want hier vindt men gereedschappen
die bij het werk aan overaftelbare structuren
grote diensten kunnen bewijzen. Stationaire
verzamelingen onderscheiden het overaftel-
bare van het aftelbare en helpen vaak bij het
terugbrengen van een probleem tot een ana-
loog probleem, maar dan voor een kleiner kar-
dinaalgetal. Partitiestellingen laten zien dat
wanorde in de regel binnen de perken blijft,
in termen van grafen: als we de lijnen van een
voldoend grote volledige graaf kleuren met
een beperkt aantal kleuren, dan is er een gro-
te deelgraaf waarin alle lijnen dezelfde kleur
hebben. De stelling van Ramsey zegt dat in-
dien we groot met ‘aftelbaar oneindig’ en be-
perkt met ‘eindig’ interpreteren dat ‘aftelbaar

Paul Cohen

Cantors definitie van verzameling in ‘Beiträge zur Begründung der transfiniten Mengenlehre’, Mathematische Annalen, 1895

oneindig’ ook voldoende groot is. De eenvou-
digste vorm van de stelling van Erdős en Rado
zegt dat bij één stap hoger — groot is ‘kardina-
liteit ℵ1’ en beperkt is ‘aftelbaar oneindig’ —
de opvolger van c ‘voldoende groot’ is. Dat het
niet beter kan, volgt met een oud voorbeeld
van Sierpiński, maar in het artikel ‘Coherent
Sequences’ wordt uitgelegd dat het nog er-
ger kan; in dat artikel wordt de combinatori-
sche kern vanℵ1 blootgelegd en gebruikt voor
diverse constructies, waaronder die van een
kleuring van de lijnen in de volledige graaf op
ℵ1 punten met ℵ1 kleuren, die zo chaotisch is
dat elke deelgraaf met ℵ1 punten lijnen van
alle kleuren heeft.

Een kort artikel over Borel-equivalentiere-
laties laat zien dat een equivalentierelatie
op R (of een andere volledige separabe-
le metrische ruimte) die een Borelverzame-
ling is óf heel eenvoudig óf heel ingewikkeld
is: de quotiëntverzameling is (Borel-isomorf
met) een deelverzameling van R of bevat een
kopie van de quotiëntgroep R/Q; dat deze
laatste ingewikkeld is, blijkt wel uit het feit
dat elke volledige transversaal niet Lebesgue-
meetbaar is (Vitali).

Na een artikel over ‘Proper Forcing’ keren
we even terug naar combinatorische zaken
die met R en P(N) te maken hebben: fami-
lies deelverzamelingen van R en N met ex-
treme eigenschappen, maat nul, eerste ca-
tegorie, bijna disjunct, onafhankelijk, ultra-
filter, . . ., geven aanleiding tot definities van
wat nu kardinaalkarakteristieken van het con-
tinuüm worden genoemd. Deze karakteris-
tieken zijn welgedefinieerde kardinaalgetal-
len met onbepaalde waarden; die onbepaald-
heid is analoog aan die van c: we weten dat
c = ℵα voor een α, maar ZFC is niet sterk ge-
noeg om te beslissen wélke α. Dit neemt niet
weg dat zo’n karakteristiek vaak helpt bij het
formuleren van een resultaat (of het maken
van een tegenvoorbeeld) zonder dat men ge-
vallen hoeft te onderscheiden.

Twee artikelen over forcing laten zien dat
de lezer geacht wordt deze techniek eerder
geleerd te hebben. ‘Proper Forcing’ is een
goed geschreven overzicht over het gebruik

van partiële ordeningen die de eigenschap
‘proper’ hebben; deze is door Shelah gefor-
muleerd en heeft de laatste decennia in de
toepassingen van forcing de boventoon ge-
voerd. Het andere artikel, ‘Constructibility and
Class Forcing’, gaat over de (mogelijke) rela-
ties tussen Gödels construeerbare universum
en het ‘echte’ universum van verzamelingen;
het bevat een stuk zwaardere kost.

De fijne structuur van Gödels universum is
daarna aan de beurt. Vanaf dit moment komt
men niet meer weg met algemeen wiskundige
kennis: het gebruik van mathematische logi-
ca neemt hand over hand toe bij het uiteen-
rafelen van de wijze waarop verzamelingen
gemaakt worden als dat universum wordt op-
gebouwd.

Kardinaalgetallen
In deel 2 is het hek geheel van de dam: een
groot deel van de moderne verzamelingen-
leer hangt van elementaire inbeddingen aan
elkaar: bestudering van meetbare en ande-
re ‘grote’ kardinaalgetallen kan niet zonder.
Maar ook dit gebied is niet zonder toepas-
singen: werk aan composities van elementai-
re inbeddingen leidde tot beter inzicht in de
structuur van braid-groepen van Artin; die om-
weg langs grote kardinaalgetallen bleek ach-
teraf niet nodig, maar de vraag is wannéér
men zonder die omweg op het juiste idee ge-
komen zou zijn.

Midden in deel 2 staat nog een aanra-
der: ‘Cardinal Arithmetic’. Hierin wordt de pcf-
theorie van Shelah duidelijk uitgelegd; deze
is ontwikkeld om meer vat op het machtsver-
heffen van kardinaalgetallen te krijgen. Die
onderzoekingen hebben weer veel combina-
torisch moois opgeleverd, maar los van dat is
het gewoon fraai om te zien hoe een ongrijp-
baar geachte macht als ℵℵ0

ω getemd wordt:

ℵℵ0
ω < max{(2ℵ0 )+,ℵω4}.

De ℵω4 is een strikte bovengrens voor de co-
finaliteit van de familie van aftelbare deelver-
zamelingen van ℵω, geordend door inclusie
— het harde (en mooie) werk zit in het bewijs
van die ongelijkheid.
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Daarna komen in deel 2 nog twee hoofd-
stukken over opvolgers van singuliere kardi-
naalgetallen en (forcing)methoden om de co-
finaliteit van kardinaalgetallen te veranderen,
het liefst zonder dat kardinaalgetallen verlo-
ren gaan.

Gedetermineerdheid
Deel 3 behandelt twee onderwerpen: inwen-
dige modellen en het Axioma van gedeter-
mineerdheid (AD, ‘Axiom of Determinacy’).
Gödels construeerbare universum is het stan-
daardvoorbeeld van een inwendig model: je
beschrijft een constructieproces en neemt al-
leen die verzamelingen die door het itereren
van dat proces voortgebracht worden; als je
proces sterk genoeg is vormen die verzame-
lingen een universum waarin alle axioma’s
van ZF(C) gelden en als dat universum niet
het hele universum is, noemen we het een

inwendig model. Die modellen hebben al-
lerlei interessante eigenschappen, maar wor-
den ook vaak gebruikt om grenzen aan be-
wijsbaarheid te stellen. Het komt vaak voor
dat een onschuldig ogende aanname leidt
tot de conclusie dat er een inwendig model
met een groot kardinaalgetal (onbereikbaar,
meetbaar, . . .) moet zijn. Een mooi voorbeeld
komt uit de theorie der bomen, partiële or-
deningen waarin voorgangersverzamelingen
welgeordend zijn. Het oneindigheidslemma
van Kőnig zegt dat een oneindige boom met
eindige niveaus een oneindige tak moet heb-
ben; als we dit naar ℵ1 proberen op te tillen
loopt het mis: er is een boom van kardinali-
teit ℵ1 met aftelbare niveaus maar zonder tak
ter lengte ℵ1, een Aronszajn-boom (probeer
er zelf maar een te maken, met gebruik van
strikt stijgende rijen reële getallen, geordend
door ‘is beginstuk van’). Onder aanname van
de Continuümhypothese laat zich zo’n boom
ook voor ℵ2 construeren, maar de uitspraak
‘er zijn geen ℵ2-Aronszajn-bomen’ impliceert
dat ℵ2 in een inwendig model zwak compact
is. Nu is uit ZFC plus ‘er is een zwak compact
kardinaalgetal’ de consistentie van ZFC af te
leiden en dus ook uit ZFC plus ‘er zijn geen
ℵ2-Aronszajn-bomen’. Dit maakt dat de toe-
voeging van die ‘onschuldige’ aanname aan
ZFC een echt sterkere theorie creëert.

Het axioma AD zegt dat alle spelletjes van
de volgende vorm gedetermineerd zijn: twee
spelers spreken een deelverzameling A van
[0,1] af en kiezen om en om een 0 of een 1.
Speler I wint als de rij zo een reëel getal repre-
senteert dat tot A behoort; anders wint spe-
ler II. Een resultaat van Martin zegt dat elke
Borelverzameling een gedetermineerd spel
oplevert: één van beide spelers heeft een win-
nende strategie; en AD poneert dit voor al-
le deelverzamelingen van [0,1]. Dit is incom-
patibel met het keuzeaxioma; het is niet zo
moeilijk met transfinite recursie een A te ma-
ken waarvoor geen enkele strategie winnend
is. Aan de andere kant, AD heeft allerlei fraaie

gevolgen voor de structuur van R: alle deelver-
zamelingen zijn Lebesgue-meetbaar bijvoor-
beeld. Er is een mooie wisselwerking tussen
AD en inwendige modellen: de consistentie
van AD met ZF is via inwendige modellen vast-
gesteld.

Lijvig boek
Ten slotte: er staat heel veel moois in dit hand-
boek; het is alleen jammer dat het zo dik is.
Sommige hoofdstukken zouden heel goed als
aparte boekjes uitgegeven kunnen worden. In
zekere zin zijn ze dat ook: U kunt de pdf-files
op SpringerLink apart kopen — iets mooier
zou een print-on-demand-faciliteit zijn waar-
mee men een paar artikelen tot één boek-
je kan laten bundelen. Intussen ga ik dat
hoofdstuk over ‘Cardinal Arithmetic’ nog eens
nauwkeurig doorlezen. k
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