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Antrittsvorlesung

Wiskunde als wetenschap komt op veel mensen over als iets totaal anders dan wiskunde in het
voortgezet onderwijs. In het onderwijs wordt uitgegaan van het aanleren van vaardigheden,
niet van het stellen van eigen vragen aan de hand van verschijnselen die zulke vragen kunnen
oproepen. In de onderstaande Duitse oratie, uitgesproken op 24 oktober 2008 aan de Univer-
siteit van Keulen, betoogt Rainer Kaenders dat wiskundeonderwijs alleen daadwerkelijk kan
enthousiasmeren als dit onderscheid wordt opgeheven.

Der Buchstabe totet, aber der Geist machet le-
bendig. (2 Kor. 11l. 6)1

Eine von Wissen und Konnen getragene
Auffassung von Mathematik zu vermitteln,
die ein Leben lang tragt, das individuel-
le Leben bereichert und Menschen in ih-
rer Lebenstiichtigkeit und ihrer Miindigkeit
unterstiitzt, ist eines der hochsten Ziele
des schulischen Mathematikunterrichts. Hier-
mit ist ein Anspruch verbunden, den im
alltaglichen Mathematikunterricht wahr zu
machen, kaum eingefordert, aber angestrebt
werden kann. Seine Erfiillung ist nicht nur mit
schwer messbaren, sondern auch an schwer
planbare Bedingungen gekniipft. Lernen —
und insbesondere das Lernen von Mathema-
tik — ist ein Prozess zwischen Lehrerln und
Schiilerln, der immer in soziale, kulturelle,
organisatorische, politische und historische
Kontexte eingebettet ist.

Begeisterung oder Inspiration fiir Mathe-
matik zu erwecken, den Funken tberspringen
zu lassen, sich von der Mathematik geradezu
kiissen zu lassen, ist noch weitaus schwie-
riger zu erreichen. Was zu begeistern ver-
mag, hangt zwangslaufig von den Vorlieben,
den Erfahrungen und den Personlichkeiten
der Schiiler und Lehrer ab. Begeisterung stellt

sich nur ein, wenn Schiiler frei von Angst und
Zwang ihre eigenen Fragen, ihren Geschmack,
Vorlieben und Interessen durch Mathematik-
unterricht ausbilden lernen. Damit geht ei-
ne grofle Verantwortung fiir die Lehrer ein-
her. Gleichzeitig miissen Schiiler die notige
Disziplin entwickeln, die sie auf ihr eigenes
Denken und ihre Fertigkeiten vertrauen lasst
— und zwar eine Disziplin, die sie auf Dau-
er selbst in Freiheit aufzubringen im Stande
sind. Es gibt keine Begeisterung ohne Frei-
heit, Kreativitdt, Autonomie des Denken, Ver-
antwortung und Disziplin.

Sicherlich ist Begeisterung — anders als
die kurzfristige Erfiillung von Lernvorgaben
und niitzlicher Fertigkeiten — weder zu planen
noch zu erzwingen. Schon Aristoteles scheint
gewusst zu haben, dass ein Kuss kein Ge-
wicht hat. Es handelt sich um etwas Transzen-
dentes — um Spriritualitat. Begeistert zu sein
und begeistern zu konnen, ist eine Gnade.
Es wird nicht nur nach gerechten Mafstdben
bestimmt, wem diese Gnade zuteil werden
darf. So wenig wie man Elternhaus, Schule,
kulturelle Hintergriinde, Gesundheit, Talente,
Wohlstand oder Gliick selber machen kann,
gelingt dies mit Begeisterung. Und trotzdem,
spielt Gerechtigkeit eine Rolle, in der Frage,
ob jedem Kind Zugdnge zur Entwicklung des

Denkens, des Geschmacks und der Kreativitat
und damit Gelegenheiten zur Begeisterung
eroffnet werden.

Aber warum {iberhaupt sollte man versu-
chen, Begeisterung fiir Mathematik entstehen
zu lassen? Zundchst ldsst sich Niitzliches mit
Begeisterung spielerischer und effektiver ler-
nen als ohne. Doch dazu geniigt schon Mo-
tivation — Begeisterung ist mehr. Wenn das
Niitzliche dazu dient, Kinder lebenstiichtig
(und nicht nitzlich) zu machen, so dass Sie
in der Lage sind, ihre eigene Wahrheit zu su-
chen und zu leben, dann kann man sie auch
begeistern. Als Lehrerist es schlieflich unsere
Aufgabe, ihnen das Wahre, das Gute und das
Schéne (Verum, Pulchrum, Bonum) weiter zu
geben und auch die Verantwortung dafiir zu
{ibernehmen. Wenn wir nicht wollen dass Wer-
beindustrie, politische Parteien, Regierungen
oder andere fiir die Schiiler entscheiden, was
wahr, gut und schon ist, dann miissen wir ih-
nen die Gelegenheit geben, in Kontakt mit
den Quellen der Kultur zu kommen und sie
mit dem begeistern, was uns begeistert.

Weil begeisternder Mathematikunterricht
so schwer zu planen und letztlich nicht
zu garantieren ist, miissen wir aushalten,
dass wir seinen Erfolg kaum wirklich umfas-
send werden messen kénnen. Auch wenn
kurzfristige und {berschaubar zu lernende
Inhalte und Fertigkeiten noch durch Tests
iberpriifbar sind, so ist schon nicht mehr
klar, ob und wie sich dieses Wissen und die-
se Fertigkeiten nachhaltig entwickeln. Wenn
man sich etwa anschaut, wie Politiker un-
entwegt grofite gemeinsame Nenner suchen,
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erfahrt man eindrucksvoll, wie bescheiden
die nachhaltigen Effekte von mindestens

zehn Jahren Mathematikunterricht einzuschat-

zen sind. Selbst durch die grospurig formu-
lierten Ziele der mathematical literacy (zentra-
le Inhalte der Mathematik wie Teilbarkeit oder
Primzahlen kommen in diesem Verstdandnis
mathematischer Bildung nicht vor — siehe
Kasten), die im nicht-6ffentlichen (unwissen-
schaftlichen und von anderen Zielen geleite-
ten) PISA Unternehmen mit intellektuell un-
ehrlichen und zum Teil kleingeistigen Aufga-
ben kombiniert wurden, wird dies nicht ge-
lingen. Im Gegenteil, diese Tests fiihren im-
mer mehr zu einer nachweisbaren Standar-
disierung von Mathematikunterricht, der ent-
sprechend standardisierte kurzfristige Lern-
ziele planbar fiirden Test erzeugen soll. Auch,
wenn die Unzuldnglichkeit des damit verbun-
denen Bildungskonzepts an vielen Stellen er-
sichtlich geworden ist, fahrt die Politik un-
ermidlich fort, dem zweifelhaften Verspre-
chen eines leichteren und von auen zu ma-
nagenden Mathematikunterrichts hinterher-
zujagen. Unter dem Vorwand, das Lernen von
Mathematik leichter zu gestalten, fordert man
antididaktische Omission, das heifit das Weg-
lassen von Begriffen und Techniken, die fiir
das Erlernen eines tragfdahigen Mathematik-
verstandnisses unverzichtbar sind.

Die Suche nach mathematical literacy
durch einfdltige Tests erinnert an Generatio-
nen kleingldubiger Anatomen, die Leichen se-
zierten, um die menschliche Seele in Zwerch-
fell, Herz, Rippenbogen, Ventrikel oder Hirn-
héhlen zu suchen. Hierdurch werden die Leh-

rer in der Vermittlung ihrer mathematischen
Kultur nicht unterstiitzt und der Mathematik-
unterricht im allgemeinen wird nicht verbes-
sert. Mit Auffassungen mathematischer Bil-
dung wie mathematical literacy lieBe sich da-
her noch leben, wenn sie nicht die Gelegen-
heiten zur Begeisterung mit Mathematik be-
drohten und die dazu fahigen Lehrerpersdn-
lichkeiten frustrierten.

Auch heute sollten wir statt dessen un-
ermidlich versuchen, Schiiler zu begeistern.
Dazu gehort, dass wir ihnen vorleben, wie
man sich angesichts eines schweren, intellek-
tuell konfrontierenden und herausfordernden
Faches verhalten und daran lernen kann, was
die eigenen Moglichkeiten hergeben. Wenn
man mathematischer Begeisterung den Weg
bahnen will, kann man dafiir etwas tun. In
meiner Antrittsvorlesung will ich liber Versu-
che reden, mit Hilfe mathematikdidaktischer
Forschung Gelegenheiten zur Begeisterung zu
schaffen und dadurch Mathematiklehrerin ih-
rer Arbeit zu unterstiitzen. Auf die Begeiste-
rung selbst kdnnen wir dann nur hoffen.

Mathematik ist mehr

Wenn wir tiber Mathematikunterricht reden,
dann kommen wir nicht umhin, dariiber zu
reden, was das ist oder sein soll: das Fach
Mathematik. Hierzu gibt es historisch sehr
unterschiedliche Auffassungen: das Studium
der Elemente von Euklid, die didaktische Be-
wegung des New Math, die Mathematical Li-
teracy unserer Tage oder Formen von Mathe-
matikunterricht in totalitdren Systemen. Die-
se Auffassungen sind immer an gesellschaft-
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liche Bedingungen gekniipft.

Paul Ernest hat fiir die britische Ge-
sellschaft fiinf grundverschiedene Auffassun-
gen zum Mathematikunterricht aus der Per-
spektive von Interessengruppen und ihrer
politischen Ideologien, Wertesysteme, ge-
sellschaftlichen und entwicklungspsychologi-
schen Ausgangspunkte und ihren Vorstellun-
gen von Mathematik beschrieben. Die Be-
schreibung reicht von den Industrial trainers,
dievorallem Wert darauflegen, dass zuk{infti-

Mathematical Literacy

“Mathematical literacy is an individual’s
capacity to identify and understand the
role that mathematics plays in the world,
to make well-founded judgements and to
use and engage with mathematics in ways
that meet the needs of that individual’s
life as a constructive, concerned and re-
flexive citizen.” Das wird im Detail aus-
gefiihrt: “... Citizens are bombarded with
informations such as ‘global warming and
the greenhouse effect’, ‘population grow-
th’, ‘oil slicks and the seas’, ‘the disap-
pearing countryside’. Last but not least,
citizens are confronted with the need to
read forms, to interpret bus and timeta-
bles, to succesfully carry out transactions
involving money, to determine the best
buy at the market, etc. ...”

Aus: The PISA 2003 Assessment Frame-
work, Reading Science and Problem Sol-
ving Knowledge and Skills, © OECD 2003
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Abbildung 1 De anatomische les van Dr. Nicolaes Tulp (1632), Rembrandt van Rijn, Mauritshuis

ge Arbeitnehmer die Standard(rechen)verfah-
ren beherrschen, bis hin zu den Auffassun-
gen der sozialdemokratisch orientierten Pu-
blic Educators, bei denen der Mathematikun-
terricht zu einem kritischen gesellschaftlichen
Bewusstsein fiihren soll.

Die Sicht vieler universitarer Mathemati-
ker fallt bei Ernest weitestgehend in die Ka-
tegorie der Old Humanists: Die Entwicklung
der Mathematik wird dort auf das Wissen-
schaftsgebdude beschrankt. Sie ist gekenn-
zeichnet durch das sukzessive Auftreten aus-
sergewOhnlicher mathematischer Personlich-
keiten, die die Kultur der Mathematik her-
vorgebracht und vorangetrieben haben. Die-
se Kultur existiert unabhdngig von der Wirk-
lichkeit der allermeisten Lernenden —- soll
diesen aber beigebracht werden. In dieser
Auffassung von Mathematik kommen viele
andere —- etwa gesellschaftliche, berufsvor-
bereitende, personlichkeitsbildende oder all-
tagstaugliche —- Aspekte nicht vor. Zur Ent-
wicklung der eigenen miindigen Personlich-
keit und zur Bewadltigung von Beruf und Alltag
tragt diese Auffassung nur bei wenigen Schii-
lern bei. Daher gibt es in der Mathematikdi-
daktik den Vorschlag, das Fach Mathematik
als Lerngebiet im weitesten Sinne als MATHE-
MATIK (Wittmann) in GroBbuchstaben zu be-
zeichnen, um es vom reinen Wissenschafts-
gebdude der Mathematik zu unterscheiden.

Gdnsebliimchenmathematik
Die flir mich schonste und ansprechends-

te Beschreibung der MATHEMATIK als Quell
geistiger Erquickung, hat Hans de Rijk ge-
geben, der Erfinder der wunderbaren mathe-
matischen Schiilerzeitschrift Pythagoras, der
auch bekannt ist unter dem Pseudonym Bru-
no Ernst. Die Mathematik, fiir die er sich und
andere begeistern kann, nennt er Gdnsebliim-
chenmathematik (madeliefjes wiskunde):

“Sieh die Mathematik als einen wunder-
schonen Garten. Mitten in dem Garten steht
ein gewaltiger Baum mit Asten, die in den
Himmel reichen. Mit dem Stamm des Bau-
mes sind die Namen grofier Mathematikeraus
der fernen Vergangenheit verbunden: Pytha-
goras, Archimedes, Euklid. Hoher im Baum
finden sich die Namen kluger Képfe wie Euler,
Gauf und Hilbert. Will man die Mathematik
ganz oben im Baum bewundern, dann muss
man ganz schon klettern.

Aber der Garten besteht nicht nuraus Bau-
men alleine; es gibt auch Blumenbeete und
Strducher. An denen kann man sich auch oh-
ne Klettern mindestens so erfreuen. Und ganz
einfach auf dem Boden, zwischen dem Gras,
steht manchmal ganz unerwartet ein wunder-
schones Gdnsebliimchen. Das ist Mathema-
tik, die Hans de Rijk am liebsten mag: ma-
deliefjeswiskunde — Gansebliimchenmathe-
matik.” (Pythagoras, sept. 2006)

Mathematische Begeisterung ist iiblicher-
weise reserviert fiir Schiiler, die Einlass in den
Tempel der Mathematik begehren. Dass auch
Schiiler in Haupt- und Realschule oder im
Grundkurs an Gesamtschulen und Gymnasien

fiirdie Mathematik als solche begeistert sind,
bleibt oft die Ausnahme. Das muss jedoch
nicht zwangsldufig so sein. Zum Beispiel hat
der in vielen Ldndern der Welt stattfindende
Kanguru Wettbewerb es verstanden, Begeis-
terung fiir Mathematik entstehen zu lassen,
von der sich sogar oft die Eltern anstecken
lassen. Auch die so genannte A-lympiade des
Freudenthal Instituts in Utrecht, an dessen
Entwicklung wir uns in K&ln aktiv beteiligen
und die wirzusammen mit dem Schulministe-
rium im Land Nordrhein-Westfalen (NRW) aus-
richten, zeigt, dass es sehr wohl méglich ist,
mathematische Begeisterung bei Schiilern zu
wecken, bei denen das System das gar nicht
unbedingt vorgesehen hatte.

In der niederldandischen ministeriellen
Lehrplankommission cTWO (commissie toe-
komst wiskundeonderwijs, www.ctwo.nl), de-
ren Mitglied ich bis zu meinem Dienstantritt
in K6ln war, ist uns das Streben nach Begeis-
terung bei der Entwicklung der Facher Wis-
kunde A und Wiskunde C ein wichtiges An-
liegen gewesen. Auch in Deutschland ist eine
Reform etwa der Grundkurse in Mathematik
an Gymnasien und Gesamtschulen denkbar:
Dort wird oft die Light-Version des entspre-
chenden Leistungskursstoffes angeboten, mit
der Folge, dass viele Schiiler, die Mathema-
tik als eine sinnentleerte und manchmal ab-
surde Beschaftigung erfahren. Es bedarf mei-
ner Meinung nach einer aufrichtigeren Reform
dieser Inhalte vom Fach aus.

Didaktische Phdnomenologie mathemati-
scher Strukturen

Als Pionier der Mathematikdidaktik hat Hans
Freudenthal — ausgehend von der grund-
legenden Kritik, die er beziiglich der New
Math Bewegung formuliert hatte — den Begriff
der didaktischen Phdnomenologie mathema-
tischer Strukturen geprégt. Anhand verschie-
dener mathematischer Konzepte verdeutlich-
te er, dass hier der Schlissel zum didakti-
schen Zugang zur Mathematik gesucht wer-
den kann: “Unsere mathematischen Konzep-
te, Strukturen, Ideen sind als Werkzeuge er-
funden worden, die Phanomene der physika-
lischen, sozialen und mentalen Welt zu orga-
nisieren. Die Phdnomenologie eines mathe-
matischen Konzeptes, einer Struktur oder ei-
nerldee beschreibt das Verhdltnis zu den Pha-
nomenen, fiir die das Konzept, die Struktur
oder die Idee erfunden oder im Lernprozess
der Menschheit in Beziehung gesetzt wurde;
und, soweit diese Beschreibung mitdem Lern-
prozess der jungen Generation zu tun hat, ist
dies didaktische Phdnomenologie, ein Weg
dem Lehrer die Stellen zu zeigen, an denen
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der Lernende in den Lernprozess der Mensch-
heit einsteigen kann. Nicht in ihrer Geschich-
te sondern in ihrem Lernprozess, der immer
noch anhilt, was bedeutet, dass tote Aste ab-
geschnitten und lebendige Zweige geschont
und unterstiitzt werden miissen.” (Uberset-
zung des Verfassers). Freudenthal unterschei-
det hierzu mentale Objekte von mathemati-
schen Konzepten. Der Ubergang von menta-
len Objekten zu mathematischen Konzepten
ist Gegenstand der Phanomenologie mathe-
matischer Strukturen.

Phdanomene kénnen unsere Aufmerksam-
keit fesseln und rufen bei uns Fragen her-
vor, wenn sie beziehungshaltig (Freudenthal)
sind, das hei3t in Verbindung mit eigenen
— auch mathematischen — Erfahrungen ste-
hen. Dann erst erhalten mathematische Be-
griffe eine Bedeutung. Eine notwendige Vor-
aussetzung fiir mathematische Begeisterung
besteht nun darin, Phdanomene so zu be-
trachten, dass sie eigene wirkliche Fragen bei
der/dem Lernenden hervorrufen. Im klassi-
schen Unterricht sind die allermeisten Fragen
eher didaktisch oder rhetorisch, und Lehrer
sind, wie wir alle wissen, Menschen, die Din-
ge fragen, die sie selbst schon wissen. Erst,
wenn eigene Fragen anhand von Phdnome-
nen eventuell auch in der Gemeinschaft der
Lernenden und des Lehrers etabliert wurden,
kdnnen mathematische Konzepte sinnvoll zur
Beantwortung dieser Fragen eingesetzt wer-
den. Zum Beispiel hat mein friiherer Kollege
in Nimwegen, Dr. Lodewijk van Schalkwijk,
anhand eines Kurses iiber fraktale Strukturen
und dynamische Prozesse gezeigt, dass erst
nach einer sorgfaltigen Vorbereitung und Eta-
blierung mathematischer Fragen, deduktives
Denken und Beweise auf wirkliches Interesse
bei den Schiilern stof3en, da sie den Schiilern
helfen, einander von der Richtigkeit der eige-
nen Antworten zu Uberzeugen. In der Mathe-
matik ist die aktive und selbststdandige Ge-
staltung des eigenen Lernprozesses anhand
von Fragen motivierend, wie jeder weif3, der
aktiv Mathematik betrieben hat.

Gefahrlich ist hierbei die mogliche Palet-
te derintellektuell unehrlichen Antworten auf
ehrliche Fragen. Manchmal geht es ja eigent-
lich darum, einen bestimmten mathemati-
schen Stoff zu behandeln. Begeisterung ent-
steht erst, wenn die mathematischen Konzep-
te dazu beitragen, Phdnomene innerhalb ih-
res Kontexts zu begreifen. Ansonsten ist es
ehrlicher zuzugeben, dass es um das Lernen
des vorgegebenen mathematischen Stoffes
oder um das Uben mathematischer Fertigkei-
ten geht.

Die Phdnomenologie mathematischer

Strukturen bietet trotz der groflen Enttdu-
schungen der NewMath Bewegung noch zahl-
reiche Moglichkeiten, auch Strukturen in der
Mathematik zu behandeln. Entsprechende er-
folgreiche Beispiele aus den 7oer Jahren sind
jene, in denen mathematische Strukturen als
Phinomene (und nicht als Axiomatik) darge-
stellt werden, die dann strukturiert werden.
Auch der Wiskunde B-dag des Freudenthal
Instituts, an dessen Entwicklung wir in K&ln
ebenfalls aktiv beteiligt sind und den wir in
NRW zusammen mit dem Land ausrichten,
bietet hier eine Fiille inspirierender Beispie-
le.

Es ist auch in der Curriculumentwicklung
unverzichtbar, die phdnomenologische Per-
spektive einzunehmen, wenn man die bei den
Lernenden anvisierte mathematische Wahr-
nehmung (‘wiskundig besef’ oder ‘mathema-
tical awareness’ (Hewitt)) beschreiben méch-
te. Die Erforschung didaktischer Phanomeno-
logie mathematischer Strukturen wird mich
auch in Zukunft in meiner Forschung beschaf-
tigen.

Authentische Mathematik

Ein gutes Kriterium fiir die Entwicklung au-
thentischer Fragen und Aufgaben und damit
fiir mathematische Begeisterung sind die drei
Fragen: Gab oder gibt es jemanden, der sich
ernsthaft eine derartige Frage oder Aufga-
be gestellt hat oder vielleicht gerade stellt
— wenn es nicht sogar der Schiiler selber
ist? Wie wird in einer solchen Situation das
Problem zufriedenstellend gelost? Wie lernt
man, derartige Probleme in solchen Situa-
tionen zu l6sen? Es geht also um Authenti-
zitat bei der Wahl der Kontexte, der mathe-
matischen Methoden und der Lernprozesse,
das heif’t um authentischen Mathematikun-
terricht (Lutz-Westphal). Ohne Authentizitat
wird es nicht gelingen, jungen Menschen zu
erklaren, warum es sich lohnt, Mathematik zu
lernen.

Auch, wenn dies jedem einleuchten wird,
so ist man doch immer wieder verwundert,
wie wenig sich die Macher von Mathematik-
unterricht daran halten. Etwa die in der Pres-
se mit Oktaeder des Grauens bezeichnete Ab-
ituraufgabe, die zu einerteilweisen Wiederho-
lung des Mathematikabiturs in NRW gefiihrt
hat, fordert mein Grauen beim Gedanken an
zentrale Abiturpriifungen weniger durch ihr
Niveau als durch ihre Sinnlosigkeit. Natiir-
lich kann man an einem Oktaeder spannende
Mathematik betreiben, doch kein mathema-
tisch denkender Mensch wiirde ohne einen
duBleren Anlass den Eckpunkten eines Okta-
edersdie Koordinaten A(13|-513), B(11|3|1),

C(5]317), S(13]1]9)...geben, um es dann mit
der Scharvon Ebenen Ey : 2x1 + X2 + 2X3 +
9-(2a-5) = 0 mit a € R zu schneiden.
Wer ein Oktaeder ernsthaft betrachtet, wahlt
— falls keine duBeren Umstdnde etwas an-
deres erzwingen — den Ursprung des Koor-
dinatensystems im Zentrum des Oktaeders,
oder eventuell noch in einem seine Eckpunk-
te, und sorgt dafiir, dass die Gleichung der
Ebenenscharméglichst einfach wird —je nach
dem warum sie oder er die Schnittflachen von
Ebenen und Oktaeder bestimmen will. Genau
in solchen Wahlen zeigt sich mathematische
Kompetenz. Warum nun diese Aufgabe aber
so gestelltist, wird den Schiilern nicht gesagt,
wenn es denn Uberhaupt einen guten Grund
gibt, abgesehen von der Notwendigkeit, eine
komplizierte Abituraufgabe zu stellen.

In der Nachschreibeklausur lautet die ent-
sprechende Aufgabe:

“Der Dorfplatz eines italienischen Dor-

fes ist ein attraktives Ausflugsziel. Der Platz
wird von drei quaderférmigen Gebduden be-
grenzt, an denen sich die folgenden Geb&ude-
ecken befinden: Py(—2|5|10), P2(—5| —5/10),
P3(5| —5|10). In einem dieser Gebdude befin-
det sich ein Café. Der Dorfplatz wird durch die
StrafSenlampe L beleuchtet.
a) Im Sommer scheint die Sonne auf den
Platz. Zu einem bestimmten Zeitpunkt ver-
laufen die Sonnenstrahlen parallel zum Vek-
tor § = (0,1, -2)T. Dadurch wirft das Gebau-
de mit dem Café einen Schattenstreifen auf
den Boden. Bestimmen Sie die Breite dieses
Schattenstreifens.”

Jeder, der in einem italienischen Café sitzt
und — warum auch immer — wissen will, wie
breit der Schatten des Gebdudes, schreitet
diesen ab. Sicherlich wird man nicht die Rich-
tung der Sonnenstrahlen durch einen Vek-
tor und die Eckpunkte des Gebdudes durch
dreidimensionale Koordinaten festlegen, um
dann mit linearer Algebra die Breite des
Schattens zu bestimmen. Solche Aufgaben
sind vielleicht zur Einlibung allgemeiner Re-
chentechniken akzeptabel. Doch stehen die-
se Aufgaben fiir eine Aufgabenkultur, in de-
nen sie als Anwendungen mit Realitdtsbezug
gelten. Man kann sich des Eindrucks kaum er-
wehren, dass schlicht weg vergessen wurde,
wozu lineare Algebra gut ist. Auf diese Frage
eine fiir Schiiler ehrliche Antwort zu geben, ist
nicht einfach. Dazu muss man {ber eine di-
daktische Phdnomenologie der linearen Alge-
bra beziehungsweise der analytischen Geo-
metrie verfiigen.

Desweiteren finden sich in Schulbiichern
(und auch beim PISA-Test) didaktische Mit-
tel, die das Verstdndnis mathematischer Kon-
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zepte vorbereiten und unterstiitzen sollen,
gleich selbst als mathematische Inhalte de-
klariert wieder. Hier ist der Kontakt zur akade-
mischen Mathematik, aberauch zu den Natur-
und Ingenieurwissenschaften, wie auch zu
den vielen beruflichen Bereichen, wo Mathe-
matik eine Rolle spielt, unverzichtbar. In der
niederldndischen Lehrplankommission cTWO
haben wir uns entschieden, wieder mehr au-
thentische Inhalte in den Mathematikunter-
richt zu bringen. Unter anderem wurde da-
fir ein neues Teilfach Mathematik D (wis-
kunde D) eingefiihrt, in dem spezielle The-
mengebiete in Zusammenarbeit mit Univer-
sitdten und Fachhochschulen erarbeitet wer-
den. In Nimwegen haben wir hierzu ein Thema
aus der Astronomie gewdhlt. Auch das The-
ma der Lastkrdne am Ende des Vortrags ist
durch den Wunsch nach authentischerem Ma-
thematikunterricht motiviert. In K6ln nehmen
wir jetzt teil an einem niederldndischen Wis-
kunde D Projekt der Universitdten Amsterdam
und Nimwegen zur Poincaré Vermutung.

Mathematik betreiben

Viele Menschen stellen sich naiverweise Ler-
nen vor als metaphorische Ubertragung von
so genanntem Wissen von Lehrerln auf Schii-
lerln, wobei erstere dieses Wissen besitzt und
letztere es erwirbt. Wie eine Fliissigkeit wird
das Wissen durch Vormachen oder Uben in
die Schiiler gegossen, und mit Tests und Prii-
fungen versucht man herauszufinden, ob das
Wissen dort auch angekommen ist. Dabei ist
Mathematik, wie vielleicht jede Wissenschaft,
keine Sammlung von Faktenwissen sondern
eine aktive Beschéftigung, die geleitet ist
von Fragen. Mathematiklernen ist Erwerb von
Kenntnis, Sinngebung und Konnen in einem
selbstgesteuerten, individuell unterschiedli-
chen Prozess, der auf ein Ziel ausgerichtetet
und situationsabhangig verlduft.

Diese Aktivitat tiben Menschen innerhalb
der mathematischen Kultur aus — oder wer-
den durch sie dort eingefiihrt. Dazu gehoren
neben allen Formen von Unterricht und Pro-
blemlésen auch allgemeine Unterstiitzung,
Betreuung und Diskurs. Gerade der Diskurs
unter Menschen, die nach Einsichten in die-
selben mathematischen Fragestellungen su-
chen, war und ist eine wichtige Triebfeder
fur die Entwicklung von Mathematik, die Ge-
legenheiten zur gegenseitigen Begeisterung
schafft. Auch Schiiler sollten in solche Formen
des Diskurses eingeweiht werden. Eine ge-
meinsame Untersuchung mitJaap Top (NAW 5,
4(4)) bei Schiilern des 9. Schuljahres an drei
niederlandischen Schulen hat gezeigt, dass
die allermeisten Schiiler das Betreiben von

Mathematik verstehen als das Losen vorge-
fertigter Aufgaben: in der Schule aus Schul-
biichern und in der Universitat aus entspre-
chend dickeren Biichern.

Aktives und selbststdndiges Lernen

An fiinf Schulen in Nimwegen und Umgebung
haben sich seit 1999 zehn erfahrene Mathe-
matiklehrer (siehe AZL unter www.ratio.ru.nl)
zusammengefunden, um in Zusammenarbeit
mit einem Mathematikdidaktiker anhand von
selbst entwickelten Materialien aktives und
selbstdndiges Lernen bei ihren Schiilern zu
erforschen und zu férdern und damit ihren ei-
gen Unterricht zu bereichern.

Im Jahr 2001 habe ich die Gruppe von mei-
nem Kollegen Lodewijk van Schalkwijk tber-
nommen. In der Folge haben wir das Projekt
Schlau Spielen oder Spelen op een slimme
manier durchgefiihrt, auf das ich noch zuriick-
kommen werde. Anschliefend befassten wir
uns mit der Entwicklung einer Unterrichtsrei-
he zum Thema Zahlentheorie fiir Schiiler aus
5vwo (11. Schuljahr). Der Unterricht und damit
das Unterrichtsmaterial, das Lehrerhandbuch
und die Forschungsveroffentlichungen ent-
standen in Freudenthalscher Tradition durch
Entwicklungsforschung. Die Gruppe ist noch
immer aktiv und wird jetzt von Leon van den
Broek geleitet.

Die Entscheidung der Lehrplankommissi-
on cTWO, durch das Fach Mathematik D (wis-
kunde D) wieder mehr authentische Inhalte in
den Mathematikunterricht zu bringen, hatte
fiir die Lehrer zur Folge, dass Sie diesen Un-
terricht gestalten mussten. Dazu hat die AZL-
Gruppe in Zusammenarbeit mit dem Astrono-
men Jan Kuijpers sich die Aufgabe gestellt,
entsprechenden Unterricht zu entwickeln. Der
Ausgangspunkt war das Thema Drehimpul-
serhaltung bei Doppelplaneten. Gleichzeitig
gab es eine Lehrerfortbildung (fiinf Veran-
staltungen im Jahr) mit etwa 70 Lehrern, die
wahrend der Entwicklung die Méglichkeit be-
kamen, Einfluss auf die Zwischenergebnis-
se zu nehmen. In zwei Jahren entstand ei-
ne umfangreiche Unterrichtseinheit zu dem
Thema Doppelplaneten, die auch nach mei-
nem Weggang weiter entwickelt wurde und
mittlerweile reif ist, im Unterricht eingesetzt
zu werden (siehe www.ctwo.nl). Diese Vor-
gehensweise mit Fachwissenschaftler, Kern-
gruppe und Lehrerfortbildung haben wir ge-
meinsam mit den drei technischen Univer-
sitdten in Delft, Eindhoven und Twente im
Rahmen des Verbundes T(R)U’s durchgefiihrt.
Durch T(R)U’s wurden die ersten konkreten
Unterrichtsbeispiele fiir wiskunde D entwi-
ckelt, die tatsdchlich aus einer Zusammenar-

beit mit Universitaten entstanden sind.

Mathematische Kreativitdt

Eine weitere Voraussetzung fiir die Entwick-
lung mathematischer Begeisterung ist die Er-
fahrung, mathematisch kreativ zu sein. Hier-
zu gibt es verschiedene Ansdtze, die Schi-
lern mehr oder weniger Gelegenheit geben,
ihre Kreativitdt zu entdecken. Aber Vorsicht:
Nicht alles, was nach Kreativitdt aussieht, ist
es auch. Viele Formen von Discovery Learning
oder Stationenlernen erinnern eher an das
‘Verstecken von Ostereiern’ (Freudenthal) als
an authentische Kreativitat, zu der immer ei-
ne aktive und autonome Rolle der Schiiler in
Hinblick auf die Gestaltung, die Kontrolle und
das Ziel der Lernerfahrung gehort.

Ansatze wie Entdeckendes Lernen von Win-
ter oder Aufgabenvariationen im Mathema-
tikunterricht von Schupp bieten dahingegen
sehr wohl Gelegenheiten fiir Kreativitdt im
Mathematikunterricht. In der Psychologie un-
terscheidet man zwischen konvergenter und
divergenter Kreativitat. Der klassische Mathe-
matikunterricht spricht in erster Linie konver-
gente Kreativitdt an: zum Beispiel die Kreativi-
tat bei der Losung einer vorgegebenen Aufga-
be, die in der Regel zu einer oder einer tiber-
schaubaren Anzahl von Losungen fiihrt. Di-
vergente Kreativitat dahingegen ist eine Form
freier Kreativitdt innerhalb eines vorgegebe-
nen Rahmens, {ber die etwa ein Maler vor
einer weiflen Leinwand verfiigen muss.

In unserer AZL-Arbeitsgruppe haben wir
uns die Frage gestellt, ob und wie es mog-
lich ist, auch divergente Kreativitdt in den Ma-
thematikunterricht zu bekommen. Aus dieser
Fragestellung ist das Projekt Schlau Spielen
(siehe wwwe.ratio.ru.nl) hervorgegangen. Das
wesentliche Merkmal dieser Unterrichtsreihe
zur Spieltheorie von etwa 10 Schulstunden
ftir Gymnasium und Realschule ist, dass die
Schiiler in Gruppen ihr eigenes Nullsummen-
Spiel entwerfen, dass sie dann anhand ei-
gener Fragen erforschen. Uns stellte sich die
Frage, ob es gelingt die Schiiler divergente
Kreativitdt entwickeln zu lassen und wie der
Lehrer diesen Prozess fachlich unterstiitzen
kann. Auf beide Fragen haben wir konkrete
Antworten gefunden und gezeigt, dass dies
tatsdchlich in der Praxis realisierbarist. In un-
serem ndchsten Projekt haben wir uns dann
die Aufgabe gestellt, zu einem mathemati-
schen Thema divergente Kreativitat entstehen
zu lassen, zu dem ein grofleres Hintergrund-
wissen mit entsprechenden Fertigkeiten ge-
hért. Hieraus ging das Zahlenteufel-Projekt
hervor.

Das Buch Der Zahlenteufel von Hans Ma-
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gnus Enzensberger zeigt uns, wie man er-
frischend direkt und alles andere als dog-
matisch mit Zahlentheorie umgehen kann.
Der Hintergrund eines Traums macht es mog-
lich, abhdangig vom mathematischen Sachver-
halt, alles auftauchen und verschwinden zu
lassen: Kaninchen, Kokosniisse, beleuchtete
Zahlendreiecke, schnellflieBende Fliisse, und
so weiter. Die Kreativitdt, die notig ist, Ma-
thematik auf diese Art und Weise darzustel-
len, verlangt vor allem divergente Produktion.
Da die gesamte Ausgestaltung der Geschichte
durch die dahinterliegende Mathematik mo-
tiviert ist, ist dies mathematische Kreativitat.
Man kann einen solchen Traum nur erschaf-
fen, wenn man die zugrundeliegende Mathe-
matik griindlich verstanden hat und sie auf
wesentliche Aspekte reduzieren kann.

Nach einigen vorbereitenden Aufgaben
sollen dann die Schiiler eine “Dreizehnte
Nacht” zu der Geschichte von Robert und dem
Zahlenteufel schreiben. Dazu wird ihnen ei-
ne ganze Reihe zahlentheoretischer Themen
angeboten, von denen sie eines auf kreati-
ve Weise in die metaphorische Sprache des
Zahlenteufels tibersetzen kénnen. So haben
wir divergente Kreativitdt von Schiilern in der
Zahlentheorie untersucht - einem auf jedem
Niveau anspruchsvollen mathematischen Ge-
biet. Die Unterrichtsreihe findet als prakti-
Scher Auftrag statt, einer in vielen Schulfa-
chern in den Niederlanden vorgeschriebenen
Unterrichtsform mit einem Umfang von etwa
zehn Unterrichtsstunden. Wahrend ihrer Ent-
wicklung wurde die Reihe in zwei Unterrichts-
zyklen in acht Klassen an drei Schulen unter-
richtet.

Begeisterung und Kreativitdt vorleben

Dieser Entwicklungsarbeit liegt die Annah-
me zugrunde, dass wir unseren Schiilern
aktives selbststandiges Lernen nur beibrin-
gen kénnen, wenn wir selbst auch aktiv und
selbsténdig denken und arbeiten und unse-
re Schiiler mit dem begeistern kénnen, was
uns selbst begeistert. In jeder Sitzung haben
wir uns auch mit unseren eigenen mathema-
tischen Fragen und Entdeckungen beschif-
tigt und begeistert. Jeder Mathematiklehrer
sollte Mathematik mdgen und sie betreiben,
wenn sie/er Schiiler begeistern will. Schon
bei Pélya finden wir: “Jeder verlangt, dass
die Schule den Schiilern nicht nur Informa-
tion in Mathematik mitgeben sollte, sondern
Know-How, Unabhdngikeit, Originalitat, Krea-
tivitat. Doch niemand fordert diese wunder-
baren Dinge vom Mathematiklehrer — ist es
nicht bemerkenswert?” (Ubersetzung des Ver-
fassers) Meiner Arbeit liegt immer die Uber-
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Abbildung 2 Einziehdrehkran mit Lemniskatenlenker

zeugung zugrunde, dass neue mathemati-
sche Impulse im Unterricht nur dann erfolg-
reich die Schiiler erreichen kénnen, wenn sich
auch ihre Lehrer aktiv damit beschéftigen.
Die Projekte sind so angelegt, dass sie dazu
die Gelegenheit geben. Pdlya fiigt dem hinzu:
“Hierist meiner Meinung nach das grof3te Pro-
blem im Fachwissen des durchschnittlichen
Mathematiklehrers in der Schule: er hat keine
Erfahrung mit aktiver mathematischer Arbeit
und, deshalb, verfiigt er nicht tiber wirkliche
Beherrschung selbst des Schulstoffes, den er
unterrichten soll.” Aus diesem Grunde bemii-
hen wir uns in Kéln, unseren Studenten einen
tieferen Einblick in die Mathematik zu geben
und beurteilen sie auch danach, ob sie dem
oben formulierten Anspruch gewachsen sind.
Mathematiklehrer stehen in einer langen Tra-
dition und kénnen daher nicht nur auf den
Stoff vorbereitet werden, der im Moment im
Unterricht behandelt wird. Sie miissen tber
einen mathematisch erwachsenen Blick auf
den heutigen und zukiinftigen Schulstoff ver-
fligen. Auch, wenn wir nicht von allen Studen-
ten dafiir geliebt werden, sehe ich viele Stu-
dierende bei diesem Anspruch tber sich hin-
aus wachsen und bin fest davon tberzeugt,
dass wir ihn um keinen Preis {iber Bord wer-
fen sollten, wie das in den Niederlanden bei
den Lehrern der Grund-, Haupt-, Real- und Ge-
samtschulen (primair onderwijs und tweede-
graads gebied) zum schweren Schaden der
mathematischen Kultur geschehen ist.

Zur mathematischen Kultur gehoren
schlieBlich auch besondere Ereignisse, oder
Happenings. Das vom BMBF ausgerufene Jahr
der Mathematik hat in dieser Hinsicht viel
erreicht. Mit dem Kélner Mathematikturnier
im September haben wir in Koln einen Bei-
trag hierzu geleistet. Das Mathematikturnier
ist ein Mannschaftswettbewerb, bei dem in-
nerhalb der Teams diskutiert und mit anderen

Teams verhandelt werden musste. Dadurch
wird, anders als bei den meisten anderen Ma-
thematikwettbewerben, die wichtige Funktion
des mathematischen Diskurses in den Vorder-
grund gestellt. Das Turnier wird auch in Zu-
kunft in K6ln von unserem Seminar gemein-
sam mitdem Mathematischen Institut und mit
der Universitdt in Nimwegen durchgefiihrt.

Sicher mit Mathematik
Bei aller Selbstregulierung, Kreativitdt und
Authentizitdt wird leicht eine unabdingbare
Voraussetzung zur Entwicklung mathemati-
scher Begeisterung vergessen: das Einiiben
mathematischer Algorithmen und Denkwei-
sen. Wer Mathematik betreiben will, muss
auf seine eigenen Rechnungen und sein ei-
genes Denken vertrauen konnen und dies er-
lernt man durch Uben. Das, was fiir die Schii-
ler in anderen Bereichen, wie Sport oder Mu-
sik eine Selbstverstandlichkeit ist, wird bei
dem Versuch Mathematik attraktiv zu gestal-
ten, in der Didaktik oft vergessen. Kinder
— und gerade die mathematisch schwéche-
ren — werden frustriert, wenn sie begeis-
tert versuchen, eigene Fragen zu beantworten
und dann feststellen miissen, dass sie nicht
liber die notigen Mittel verfligen, sich diesen
Fragen sinnvoll zu ndhern. Freudenthal be-
schreibt die Rolle von Algorithmen: “Die Be-
herrschung von Algorithmen ist so entschei-
dend fiir den individuellen Entwicklungspro-
zess wie sie historisch fiir den der Mensch-
heit gewesen ist. Algorithmen erlauben uns,
eine langere Zeit automatisch zu handeln oh-
ne die stérende und verzégernde Interferenz
des begreifenden Gedankens. Und dennoch,
Algorithmen bringen es auf den Punkt: Be-
herrschung ist entweder vollstdndige Beherr-
schung oder keine. Weniger als hundertpro-
zentige Beherrschung kann zur Folge haben,
dass alles falsch ist. Natiirlich, niemand ist
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Abbildung 3 Arbeitsweise des mathematikdidaktischen Internetlabors math-il.de

unfehlbar — nicht einmal ein Computer. Be-
herrschung umfasst die Fahigkeit, die eigenen
Fehler zu erkennen und zu korrigieren — ein-
fache, wie Fliichtigkeitsfehler, und grundsatz-
liche, wie die Anwendung eines Algorithmus
auf Situationen, wo er nicht hingehort. Be-
herrschung, im (brigen, bedeutet die Fahig-
keit, verloren gegangene Beherrschung wie-
dergewinnen zu kénnen.” (Ubersetzung des
Verfassers)

Unabhédngiges und autonomes Denken
kdonnen Kinder nur dann erlernen, wenn Sie
ihren eigenen Berechnungen und Argumen-
ten trauen konnen. Rechnerische und argu-
mentative Fertigkeiten zu lernen, verlangt dis-
zipliniertes Uben. Wenn man das ehrlich aus-
spricht, ist das in der Regel kein Problem,
da viele Schiiler mit der Notwendigkeit des
Ubens sehr vertraut sind. Problematisch wird
es nur dann, wenn Schiiler den Eindruck ha-
ben, dass das Einiiben von Algorithmen und
Standardargumentationen, das Wesen der
mathematischen Beschaftigung ausmacht.

Die Gefahr, dass Algorithmen ganz aus
dem Unterricht verschwinden, ist hochst re-
al: In den Niederlanden sind schriftliche Re-
chenverfahren aus dem Grundschulstoff ver-
schwunden und werden durch so genanntes
schlaues Rechnen und vor allem durch Be-
rechnungen mit dem Taschenrechner ersetzt.

Abbildung 4 Lemniskatenkran

Dabei Lernen die Kinder nachweisbar weniger
als zuvor (antididaktische Omission) und ge-
rade die Schwéacheren werden dabei benach-
teiligt. Dies hat kiirzlich noch die Auseinan-
dersetzung zwischen Jan van de Craats und
Willem Uittenbogaart im Nieuw Archief voor
Wiskunde (NAW 5, 8(2) en 9(1) eindrucksvoll
belegt.

Beitrag der Mathematikdidaktik

Mathematikunterricht, dem unter all diesen
Einflissen gelingt, Begeisterung fiir Mathe-
matik entstehen zu lassen, kann entwickelt,
nachgewiesen und herausgearbeitet werden.
Im wesentlichen gibt es zwei Herangehens-
weisen, mathematikdidaktische Einsichten
iber die Praxis des Unterrichts zu gewinnen:
empirische Forschung und Entwicklungsfor-
schung. In der empirischen Forschung fiihrt
die Wirklichkeit zu Beobachtungen, die mit
Hilfe von Induktion zu Hypothesen erhoben
werden. Durch Deduktion erhalten wir Vorher-
sagen in Situationen, die bisher nicht beob-
achtetwurden, und deren Giiltigkeitin derFol-
ge empirisch Uberpriift werden kann. Diese
Uberpriifung fiihrt zu neuen Perspektiven in
der Beobachtung der Wirklichkeit, die ihrer-
seits wiederum zu neuen Hypothesen fiihren.
Dieser Prozess, den man empirischen Zyklus
nennt, fiihrt zu Erkenntnissen, verdndert je-
doch die Praxis nurindirekt, wenn tiberhaupt.

Entwicklungsforschung

Im Gegensatz dazu orientiert sich die ma-
thematikdidaktische Entwicklungsforschung
an einem Entwicklungs- oder Entwurfszyklus,
das heif3t die Analyse eines Problems fiihrt
zu einer Diagnose. Auf der Grundlage dieser
Diagnose wird ein Ansatz oder ein Entwurf fiir
eine Losung des Problems erstellt, der in der
Folge mit Hilfe von Fachwissen implementiert
und auf seine Tauglicheit Uberpriift wird. Die

Evaluation der Implementation des Lésungs-
ansatzes in der Wirklichkeit fiihrt zu einer er-
neuten Analyse des Problems vor dem Hinter-
grund des gewdhlten Losungsansatzes, wo-
mit man den Entwurfszyklus erneut durchlau-
fen kann. Die Erkenntnisse, die auf diese Art
gewonnen werden hdangen von den jeweiligen
Problemen und Losungsansdtzen ab. Die Me-
thode hat gegeniiber dem empirischen Zyklus
den Vorteil, dass sie in der Lage ist, Probleme
nicht nur zu verstehen, sondern auch imple-
mentierbare Losungsansdtze zu entwickeln.
Es geht uns nicht nur darum, Erkenntnisse
zum Unterricht zu sammeln, sondern diesen
Unterrichtanhand wissenschaftlicherEinsich-
ten zuverbessern und erneut zu implementie-
ren. Dabei kdnnen Unterricht, Curricula, Ma-
terialien und so weiter und die dazugehérigen
konzeptuellen Systeme entstehen.

In meiner Arbeit mit Lehrern orientiere ich
mich an dem oben beschriebenen Entwick-
lungszyklus, der gemeinsam mit den betei-
ligten Lehrern auf gleicher Augenhdhe (kol-
laborativ) durchgefiihrt wird. Dabei habe ich
durchaus die Absicht, Einfluss auf die Praxis
des Mathematikunterichtes zu nehmen und
zusammen mit den Lehrern diese Praxis in
eine bestimmte Richtung zu verdandern. Kon-
rad Krainer hat die hier skizzierte Arbeitswei-
se kollaborative Interventionsforschung (Col-
laborative Intervention Research) genannt.

Mathematikdidaktisches Internetlabor

Auch in Koln mochte ich diese Arbeitswei-
se mit Lehrern und Schiilern fortsetzen. Dazu
haben wir im letzten Semester mit dem Ent-
wurf des mathematikdidaktischen Internetla-
bors math-il.de begonnen.

Sowohl in der mathematikdidaktischen
Forschung als auch in der Ausbildung an-
gehender Mathematiklehrer ist die Entwick-
lung von Mathematikunterricht von zentraler
Bedeutung. Ausgehend von konkreten ma-
thematikdidaktischen Fragestellungen, Un-
terrichtsideen und auf die Fragstellungen be-
zogenen Messinstrumenten soll Lehrerlnnen
zusammen mit Mathematikdidaktikern die
Moglichkeit gegeben werden, kollaborativ in
kleineren Gruppen ihren eigenen Unterricht
weiterzuentwickeln, untereinander auszutau-
schen, zu verbessern und mit Erkenntnissen
der didaktischen Forschung und Entwicklung
abzustimmen.

Da die alltdgliche Unterrichtspraxis und
auch Schulbiicher eine solche Dynamik nicht
haben, ist die Erstellung des mathematikdi-
daktischen Internetlabors math-il.de in An-
griff genommen. Das Laborwird zun&chst Pro-
jekte im Rahmen konkreter mathematikdidak-
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Abbildung 5 Konstruktion und Beispiel von Koppelkurven
(aus Kinematics an Linkage Design, Hall A.S., Prentice-Hall,
1961)

tischer Frage- oder Problemstellungen durch-
fiihren, die jeder Benutzer der Webseite vor-
schlagen kann. Anhand der in das Labor im-
plementierten Methoden der kollaborativen
Interventionsforschung bietet es die entspre-
chenden elektronische Umgebungen zur ge-
meinsamen Entwicklung von Unterricht an.
Es kann als Experimentierfeld flir innovative
Unterrichtsideen genutzt werden, die sowohl
Lehrerinnen und Lehrer als auch Schiilerin-
nen und Schiiler anregen und sie fiir die Ma-
thematik begeistern sollen. Gleichzeitig soll
es unsere Bemiithungen in der Lehre verstar-
ken, Lehramtsstudenten mit iber die wbli-
che Schulbuchkultur hinausweisenden Unter-
richtsentwiirfen bekannt zu machen und dar-
an mitarbeiten zu lassen. Das Internetportal
mit der entsprechenden Entwicklungsumge-
bung bietet zudem eine verhaltnismafig ein-
fache Art und Weise, Schiilerund Lehrer direkt
zu erreichen und somit der Friichte unserer
eigenen Forschungs- und Entwicklungsarbeit
teilhaftig werden zu lassen. Die Planungen
sind soweit gediehen, dass jetzt mit der tech-
nischen Entwicklungsarbeit begonnen wird.
(Das Internetlabormath-il.de istinzwischenin
der Produktion und wird ab dem Herbst 2009
unter www.math-il.de im Netz zu finden sein.)

Abbildung 6 Zwei Konstruktionen der Bernoullischen
Lemniskate als Koppelkurve

Noch etwas Mathematik

Zum Schluss méchte ich mitlhnen noch etwas
Mathematik betreiben. Meiner Meinung nach
sollten gerade wir als Mathematikdidaktiker
auch selbst nie die Mathematik aus dem Auge
verlieren. Der elementare Kontext der Lastkra-
ne und Koppelkurven begeistert mich schon
seit einiger Zeit und die Beschéftigung reicht
von Geometrie, Kurven, Singularitdten, alge-
braischer Geometrie, Topologie, Ingenieurs-
anwendungen bis hin zur Mathematikdidak-
tik. Lassen Sie mich versuchen, auch Sie hier-
fir zu gewinnen.

Einziehdrehkran mit Lemniskatenlenker

Wir beschrdanken uns hier auf so genannte
Lemniskatkridne (Floating lemniscate cranes,
double boom cranes oder Einziehdrehkrine
mit Lemniskatenlenker). Dies sind moderne
Kréne, die auf einem einfachen Prinzip beru-
hen, dem Doppellenkerwippprinzip mit Lem-
niskatenlenker, das in den 30er Jahren von
den ARDELT Werken in Eberswalde (heute KE
Kranbau Eberswalde) eingefiihrt wurde.

Es ist der Sinn einer solchen Konstrukti-
on, Lastkrane mit mehr oder weniger hori-
zontalem Lastweg zu bauen. Bei diesen Kra-
nen muss keine grofie zusétzliche Kraft auf-
gewendet werden, um die Last in horizontaler
Richtung zu bewegen. Es gibt viele verschie-
dene Konstruktionen dies zu erreichen.

Bei den Lastkrdnen handelt es sich um
einen authentischen Kontext. Solche Krdne
sind in allen groflen Héfen zu finden und sie
werden auch heute noch von Ingenieuren kon-
struiert (siehe NAW 5, 7(3) und 8(2)).

Abbildung 7 Definition eines Pivotkreises und Beweis-
skizze

Gelenkvierecke und Koppelkurven

Der Basismechanismus der Lemniskatkrane
beruht auf einem Koppelmechanismus, den
man sich immer vorstellen kann als ein Ge-
lenkviereck, mit einer fixierten Stange, dem
Steg. Die gegeniiberliegenden Stange, die so
genannte Koppelstange, ist dann die Basis
AB eines Dreiecks, dessen dritter Punkt C re-
lativ fest zur Koppelstange bleibt. Die Spur
dieses Eckpunktes C nennt man Koppelkurve.
Das Dreieck AABC kann dabei auch degene-
riert sein, das hei3t C kann auf der Geraden
durch AB liegen. Die klassische Lemniskate
von Bernoulli kann auf zwei Arten und Wei-
sen als Koppelkurve mit degeneriertem Drei-
eck erzeugt werden (siehe Abbildung 6). Kop-
pelmechanismen treten in vielen Maschinen
und technischen Konstruktionen auf. Sie sind
an vielen Stellen im Unterricht einsetzbar.

Singularitdten von Koppelkurven

Zum Verstandnis dieser Koppelkurven ist es
wichtig, zuwissen, wo sich ihre méglicherwei-
se vorhandenen Singularitdten befinden. Da-
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Abbildung 8 Das Gebiet G ausgefiillt mit Koppelkurven

bei gibt es Doppelpunkte, das heifit Stellen,
durch die der Punkt C zweimal aus verschie-
denen Richtungen hindurchlduft und Spitzen,
wo der Punkt C sich in eine Richtung bewe-
gend abrupt umkehrt. Aus mathematischer
Perspektive sind beides Punkte, in denen es
nicht gelingt eine Tangente an die Kurve zu
legen, da sie an diesen Stellen nicht glatt ist.

Fir die Lage der Doppelpunkte gibt es
einen sehr schénen elementargeometrischen
Satz in der Ingenieurwissenschaft. Falls wir
einen Koppelmechanismus gegeben haben,
wie in der Abbildungen 5 und 7, wobei A, B
und C nicht auf einer Geraden liegen, definie-
ren wir den Pivotkreis dieses Koppelmecha-
nismus als den Kreis durch die Punkte M, Q
und O, wobei O so gewdhlt ist, dass das Drei-
eck AMQO ahnlich ist zu AABC. Falls A, B
und C doch auf einer Geraden liegen, nennen
wir die Gerade durch M und Q die Pivotgera-
de. (Das franzosische Wort pivot bezeichnet
so etwas wie Drehpunkt. In einem Koppelme-
chanismus wie in Abbildung 7 sind hiermit die
Punkte M und Q gemeint.) Dann gilt (fiir den
Beweis siehe NAW 5, 8(2)):

Die Doppelpunkte, das heif3t Punkte, die
durch zwei unterschiedliche Positionen des
Koppelmechanismus erreicht werden kénnen,
liegen alle auf dem Pivotkreis oder der Pivot-
geraden (siehe Abbildung 7).

Spitzen

Eine Zeit lang habe ich mich zusammen mit
Leon van den Broek — etwa bei einem In-
ternationalen Kdnguru Camp mit talentierten
Schiilern in der Kranbaustadt Eberswalde, bei
der Masterclass Wiskundig Denken fiir Schii-
leran derRadboud Universitat Nimwegen und
beim Wiskunde B-dag 2004 — gefragt, ob man
denn auch eine dhnliche elementare Aussa-
ge wie Uber die Doppelpunkte auch tiber die

Abbildung 9 Konstruktion einer Sekanten an eine Koppel-
kurve

Spitzen treffen kann. Und in der Tat, das geht.

Um die Schiiler Mathematik entdecken zu
lassen, hatte Leon van den Broek vorgeschla-
gen, sich ein Gelenkfiinfeck MACBQ anzu-
schauen, bei dem die Punkte M und Q als fest
angenommen werden. Man kann sich fragen,
welches Gebiet G der Punkt C auf diese Weise
erreichen kann. G entsteht als Schnittmenge
zweier ringformiger Gebiete, das heifit G =
(D1\ D7) n (D2 \ D5), wobei D; und Dj
Kreisscheiben um M und D, und D; Kreis-
scheiben um Q sind (siehe Abbildung 8). Die-
se, mir ehrlich gesagt zundchst etwas lang-
weilig scheinende, Aufgabeist fiirjeden Schi-
lerzu bewdltigen und kann sehrschon mit me-
chanischen Hilfsmitteln unterstiitzt werden.
Doch diese Aufgabe bietet auf verschiedene
Weisen Raum fiir Fragen und Entdeckungen,
wie uns die Schiiler an verschiedenen Bei-
spielen gezeigt haben.

Ich selbst habe dabei etwa entdeckt, dass
all die Punkte in G, bei denen der Abstand der
Punkte AB einen festen Wert behilt, jeweils
eine Koppelkurve formen. Die Vereinigung all
dieser Kurven formt das Gebiet G. Wenn man
die Situation untersucht, sieht man, dass die
Koppelkurven die die Eckpunkte von G errei-
chen, eine Spitze haben miissen.

Und dies sind die einzigen moglichen Spit-
zen. Denn, wenn wir versuchen eine Sekante
g durch C und C’ an eine Koppelkurve zu
zeichnen, dann benotigen wir zwei Positio-
nen des Dreiecks AABC und AA’B'C’, wo-
bei C nicht gleich C’ sein darf — selbst dann
nicht, wenn wir uns vorstellen, dass C’ be-
liebig nahe an C gewdhlt ist. Zu zwei kon-
gruenten Dreiecken gibt es aber immer eine

Drehung p, die AABC in AA’B’C’ liberfiihrt.
Den zugehorigen Drehpunkt R findet man als
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten von AA’,
die auch durch M verlduft und der Mittelsenk-
rechten BB’, auf der sich auch Q befindet. Da
diese Drehung p auch C in C’ Uiberfiihrt, ist
die Sekante g senkrecht zur Mittelsenkrech-
ten von CC’. Da also p die Dreiecke AABC
in AA'B’C’ ineinander Uberfiihrt, finden wir
den Drehpunkt R als Schnittpunkt der Gera-
den durch MA und QB. Falls nun C’" gegen C
strebt, wird die Sekante durch CC’ zur Tan-
genten an C, die man nun als die zu RC senk-
rechte Gerade durch C konstruieren kann.

SchlieBBlich kann man sich fragen, wann
die obige Konstruktion misslingt: da gibt es
eine Spitze. Das ist genau dann der Fall, wenn
derDrehpunkt R mit dem Punkt C zusammen-
fallt. Das wiederum geschieht genau dann,
wenn sowohl M, A, C als auch Q, B, C kol-
linear sind, das heifit auf einer Geraden lie-
gen. M, A, C liegen auf einer Geraden, falls
C auf dem Rand des ringformigen Gebietes
(D1 \ D7) liegt und QBC ist kollinear, falls C
aufdem Rand von (D, \ D3) zu finden ist. Die
Schnittpunkte der beiden Rander sind genau
die Eckpunkte des Gebietes G.

Diese Herangehensweise ist in der Lage,
die zugrunde liegende Mathematik so zu ord-
nen, dass sie zur iberzeugenden Beantwor-
tung der Ausgangsfrage dient. Das Thema ist
zundchst jedem Kind zuganglich und besitzt
danach jede beliebige Tiefe, wie etwa die all-
gemeine Reprdsentation reeller Kurven durch
Stangenkonstruktionen, die Betrachtung von
Konfigurationsraumen (im obigen Beispiel ei-
ne Fliche von Geschlecht 2) oderderDarboux-
Abbildung, die einem Gelenkviereck eine el-
liptische Kurve zuordnet. .

Informatie
De volledige oratie met een bibliografie is te vinden
op: www.kaenders.uni-koeln.de.

Referentie
1. Zitat aus Freudenthals Buch ‘Mathematik als
Padagogische Aufgabe’



