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De Continuümhypothese

In het Nieuw Archief voor Wiskunde van Maart 2007 beschreef Teun Koetsier een opera over
het leven en werk van Georg Cantor, door vrijwel iedereen gezien als de vader van de Ver-
zamelingenleer. Een belangrijk thema in de opera was het probleem waar Cantor zich vrijwel
vanaf het begin van zijn opbouw van de Verzamelingenleer het hoofd over gebroken heeft: de
Continuümhypothese, die in de opera uitgedrukt wordt als 2ℵ0 = ℵ1. Dit artikel legt uit wat
die Continuümhypothese is, wat men er mee kan doen en waarom Cantor’s streven naar een
bewijs tot mislukken gedoemd was.

De Continuümhypothese, vanaf nu kortweg
met CH aangeduid, is onlosmakelijk verbon-
den met de vraag hoeveel punten er op een
lijn liggen of, wat op hetzelfde neerkomt, hoe-
veel reële getallen er zijn.

In een brief, gedateerd Halle, d. 29ten

Nov. 73, stelde Cantor de volgende vraag aan
Dedekind:

Man nehme den Inbegriff aller positiven
ganzzahligen Individuenn und bezeichne ihn
mit (n); ferner denke man sich etwa den Inbe-
griff aller positiven reellen Zahlgrössen x und
bezeichne ihn mit (x); so ist die Frage einfach
die, ob sich (n) dem (x) so zuordenen lasse,
dass zu jedem Individuum des einen Inbegrif-
fes ein und nur eines des andern gehört?

Met een schijnbaar typisch Duitse omhaal
van woorden vroeg Cantor of er een bijectieve
afbeelding tussen de verzamelingen N en het
interval (0,∞) bestaat. Die omhaal was ech-
ter nodig omdat onze ‘moderne’ noties van
afbeelding, injectie, surjectie en bijectie die
namen nog niet gekregen hadden.

Het antwoord liet niet lang op zich wachten. In
1874 publiceerde Cantor het artikel [4] waarin
hij twee dingen bewees.

Ten eerste liet hij zien dat het mogelijk was
de verzameling van alle reële algebraïsche
getallen te nummeren met behulp van de
natuurlijke getallen. Het argument is te aar-
dig om hier onbeschreven te laten. Elk alge-
braïsch getal is nulpunt van een polynoom

a0 + a1x + + · · · + anxn

met gehele coëfficiënten. De som

N = n− 1 + |a0| + |a1| + · · · + |an|

noemen we de hoogte van het polynoom. De
hoogte van het minimale polynoom van een
algebraïsch getal noemen we dan de hoogte
van dat getal. Bij elke N horen slechts eindig
veel polynomen met hoogteN en die hebben
elk weer eindig veel nulpunten en dus zijn
er slechts eindig veel getallen van hoogte N.

We kunnen nu als volgt een lijst van de alge-
braïsche getallen maken: eerst sorteren naar
hoogte en per hoogte ordenen naar opklim-
mende grootte binnen R.

Het tweede resultaat was het antwoord op
de vraag uit de brief:

Wenn eine nach irgendeinerm Gesetze ge-
gebenen unendliche Reihe von einander ver-
schiedener reeller Zahlgrößen

ω1,ω2, . . . ,ων , . . . (4)

vorliegt, so läßt sich in jedem vorgegebenen
Intervalle (α . . . β) eine Zahl η (und folglich
unendlich viele solcher Zahlen) bestimmen,
welche in der Reihe (4) nicht vorkommt; dies
sol nun bewiesen werden.

Ook het bewijs van deze stelling laat zich
snel schetsen. Met recursie definieerde Can-
tor twee rijen getallen 〈αn〉 en 〈βn〉 door tel-
kensαn+1 en βn+1 (metαn+1 < βn+1) de eer-
ste twee termen uit de gegeven rij te laten
zijn die in het interval (αn, βn) liggen (begin-
nend met α0 = α en β0 = β). Als dit proces
stopt, omdat er nog ten hoogste één term in
(αn, βn) ligt, laat zich het bestaat van een η
snel aantonen. Als dit proces niet stopt con-
vergeren de rijen 〈αn〉 en 〈βn〉 naar respec-
tievelijk α∞ = supnαn en β∞ = infn βn. Dan
geldt α∞ 6 β∞. Kies η in [α∞, β∞]; dan volgt
enerzijds η ∈

⋂
n(αn, βn) en anderzijds geldt

voor elke ν dat ων /∈ (αν , βν ); η komt dus
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Lineaire ordeningen
In het artikel [7] bewees Cantor, in essen-
tie, dat een aftelbare lineair geordende
verzameling zonder begin- en eindpunten
die dicht geordend is (als x < y dan is
er een z met x < z < y) isomorf is met
Q, de verzameling der rationale getallen.
In [8] maakte hij dit expliciet en gaf hij het
ordetype van Q aan het η.
Zo’n stelling bestaat niet zonder meer
voor lineair geordende verzamelingen van
kardinaliteit 2ℵ0 , de reële rechte is niet
isomorf met de verzameling van irratio-
nale getallen, bijvoorbeeld.
Om toch tot zo’n stelling te komen voerde
Hausdorff de zogehetenη1-verzamelingen
in: dit zijn lineair geordende verzamelin-
gen die net als Q geen begin- en eindpun-
ten hebben en dicht geordend zijn; meer
dan dat: alsA enB aftelbaar zijn ena < b
telkens als a ∈ A en b ∈ B dat bestaat
een z met a < z < b voor alle a ∈ A en
b ∈ B.
De Continuümhypothese kan nu gebruikt
worden om Cantor’s stelling te generali-
seren tot: elk tweetal η1-verzamelingen
van kardinaliteit 2ℵ0 is isomorf. Het be-
wijs is dat van Cantor; CH zorgt er voor
dat het isomorfisme in ‘slechts’ ℵ1 stap-
pen gemaakt kan worden en de eis op de
aftelbare deelverzamelingen zorgt dat el-
ke stap ook daadwerkelijk genomen kan
worden.
De notie van η1-verzameling is niet zo
esoterisch als men zou denken: elk niet-
standaard model van de reële rechte is
een η1-verzameling. Verder is het zo dat
de eis op de aftelbare deelverzamelin-
gen geleid heeft tot de notie van verza-
diging in de Modeltheorie en de ultieme
generalisatie van Cantor’s isomorfiestel-
ling: CH impliceert dat elk tweetal ele-
mentair equivalente en aftelbaar verza-
digde structuren van kardinaliteit 2ℵ0 iso-
morf is. Dit alles wordt in Hoofdstuk 8
van [20] netjes uitgelegd.
De isomorfiestelling is equivalent met CH:
als CH namelijk niet geldt kan men niet-
isomorfe niet-standaard modellen van R
vinden.

niet in de rij voor. Als de ων een nummering
van de algebraïsche getallen vormen geldt na-
tuurlijk α∞ = β∞.

Cantor bleef over dit soort problemen met
Dedekind van gedachten wisselen, getuige
deze vraag uit een brief, gedateerd Halle,
d. 5ten Januar 74.

Lässt sich eine Flache (etwa ein Quadrat
mit Einschluss der Begrenzung) eindeutig auf
eine Linie (etwa eine gerade Strecke mit Ein-
schluss der Endpunkte) eindeutig beziehen,
so dass zu jedem Puncte der Fläche ein Punct
der Linie und ungekehrt zu jedem Puncte der
Linie ein Punct der Fläche gehört?

Het antwoord verscheen in [5].

(A.) Sind x1, x2, . . ., xn voneinander
unabhängige, veränderliche reele Größen,
von denen jede alle Werte, die = 0 und 5 1

sind, annehmen kann, und ist t eine ande-
re Veränderliche mit dem gleichen Spielraum
(0 5 t 5 1), so ist es möglich, die Größe
t dem Systeme der n Größen x1, x2, . . .xn
so zuordnen, daß zu jedem bestimmten Wer-
te von t ein bestimmtes Wertsystem x1, x2,
. . .xn und umgekehrt zu jedem bestimmten
Wertsysteme x1, x2, . . .xn ein gewisser Wert
von t gehört.

Cantor’s eerste bewijs, in een brief aan De-
dekind, bestond uit het ineen vlechten van
decimale ontwikkelingen van de xi tot één
voor t en liep spaak op het niet uniek zijn
van die ontwikkeling. Het gepubliceerde be-
wijs verliep als volgt.

Stap 1: zij P de verzameling irrationale ge-
tallen in [0,1]; door middel van het ineen-
vlechten van kettingbreukontwikkelingen (die
wel uniek zijn) construeert men eenvoudig
een bijectie tussen Pn en P.

Stap 2: construeer een bijectie tussen P
en [0,1]. Kies hiertoe een rij irrationale ge-
tallen 〈an〉 die naar 0 convergeert, zeg an =√

2/2n+1, en een aftelling 〈qn〉 van de rationa-
le getallen in [0,1]. Schrijf A = {an : n ∈ N},
Q = Q∩ [0,1] en B = [0,1]\ (A∪Q). Definieer
nu b : [0,1] → P door
• b(x) = x als x ∈ B,
• b(an) = q2n−1 en
• b(qn) = q2n.

Stap 3: via P en Pn verkrijgt men door
samenstelling een bijectie tussen [0,1]n en
[0,1]:

[0,1]n → Pn → P → [0,1]

Door de paren natuurlijke getallen af te tellen
en zo oneindig veel kettingbreukontwikkelin-
gen te vervlechten lukte het Cantor ook een
bijectie tussen P∞ en P, en daarmee tussen
[0,1]∞ en [0,1], te maken.

In een brief aan Dedekind schreef Cantor:
Je le vois, mais je ne le crois pas. Wat voort-
varend concludeerde hij dat hiermee het be-
grip ‘dimensie’ op losse schroeven kwam te
staan; Dedekind voerde echter aan dat Can-
tor’s bijecties verre van continu waren. Zoals

we nu, dankzij Brouwer, weten bestaan inder-
daad geen continue bijecties tussen [0,1]n

en [0,1]m als n 6= m.
In [5] begon Cantor de deelverzamelingen

van R in klassen te verdelen: hij definieerde
wanneer twee verzamelingen M en N dezelf-
de machtigheid hebben, genoteerd M ∼ N:
namelijk als er een bijectie tussenM enN be-
staat. De relatie∼ is reflexief, symmetrisch en
transitief en dus een equivalentierelatie. De-
ze relatie heeft oneindig veel klassen: voor elk
natuurlijk getal n is er de klasse van deelver-
zamelingen A met A ∼ {1,2, . . . , n}. Verder
hebben we de equivalentieklassen van N en
die van R; deze zijn, wegens de stelling uit [4],
verschillend.

Aan het eind van [5] schreef Cantor over
het aantal equivalentieklassen van oneindi-
ge verzamelingen het volgende (een lineare
Mannigfaltigkeit is een oneindige deelverza-
meling van R):

Durch ein Induktionsverfahren, auf des-
sen Darstellung wir hier nicht näher eingehen,
wird der Satz nahe gebracht, daß die Anzahl
der nach diesem Einteilungsprinzip sich erge-
benden Klassen linearer Mannigfaltigkeiten
eine endliche und zwar, daß sie gleich Zwei
ist.

Dit nu is waar dit artikel uiteindelijk over
gaat: het idee van Cantor dat er voor oneindi-
ge deelverzamelingen van R maar twee moge-
lijkheden zijn: gelijkmachtig met N of gelijk-
machtig met R. Wat ook verduidelijking be-
hoeft is hoe dit vermoeden van een probleem
uiteindelijk een Hypothese geworden is.

In [7] bewees Cantor dat voor de oneindi-
ge gesloten deelverzamelingen van R de di-
chotomie inderdaad opgaat en hij kondigde
andermaal aan een bewijs van de algemene
dichotomie te produceren.

De dichotomie werd door Alexandroff en
Hausdorff uitgebreid tot de klasse der Borel-
verzamelingen en later door Souslin tot de fa-
milie van alle analytische verzamelingen, dat
zijn de continue beelden van Borelverzame-
lingen.

De formulering uit de opera
De lezer van [21] herinnert zich ongetwijfeld
de gelijkheid

2ℵ0 = ℵ1 (∗)

die in de opera zo’n belangrijke rol speelde.
Wat heeft deze met het probleem van Cantor
te maken? Wel, het is er, onder zekere voor-
waarden, een herformulering van en vormt het
samenkomen van twee lijnen van onderzoek
die Cantor volgde bij zijn werk aan de struc-
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tuur van de deelverzamelingen van R. De ene
lijn hebben we al gezien: deze betreft het aan-
tal elementen van verzamelingen. De andere
lijn had zijn oorsprong in de theorie van de
trigonometrische reeksen.

Kardinaalgetallen
In [8] introduceerde Cantor het begrip Kardi-
naalgetal als volgt

‘Mächtigkeit’ oder ‘Cardinalzahl’ von M
nennen wir den Allgemeinbegriff, welcher mit
Hülfe unseres activen Denkvermögens da-
durch aus der MengeM hervorgeht, dass von
der Beschaffenheit ihrer verschiedenen Ele-
mente m und von der Ordnung ihres Gege-
benseins abstrahirt wird.

Das Resultat dieses zweifachen Abstrac-
tionsacts, die Cardinalzahl oder Mächtigkeit
vonM, bezeichnen wir mit

M

Hier valt het nodige op af te dingen maar Can-
tor maakte duidelijk dat M = N equivalent
is met M ∼ N en elk bewijs van gelijkheid
van kardinaalgetallen verliep door een bijec-
tie tussen de onderhavige verzamelingen aan
te geven.

Cantor liet zien hoe met kardinaalgetallen
gerekend kon worden: sommen werden door
middel van disjuncte verenigingen gedefini-
eerd, producten door middel van productver-
zamelingen en machtsverheffen geschiedde
door naar verzamelingen afbeeldingen te kij-
ken.

In dit artikel werd ook deℵ-notatie voor on-
eindige kardinaalgetallen ingevoerd met als
begin ℵ0 = N. Per definitie is dan 2ℵ0 het kar-
dinaalgetal van de verzameling van alle af-
beeldingen van N naar {0,1}. Cantor bewees
vervolgens dat er een bijectie bestaat tussen
die verzameling en het interval [0,1], met als
gevolg dat R = 2ℵ0 . Dit verklaart het linker-
lid van (∗); het rechterlid kwam voort uit de
theorie der ordinaalgetallen.

Afgeleide verzamelingen
De ordinaalgetallen vloeiden in eerste instan-
tie voort uit een onderzoek naar de structuur
van bepaalde gesloten en begrensde deelver-
zamelingen van R.

Het centrale begrip hierin is dat van ver-
dichtingspunt: x is een verdichtingspunt van
een verzamelingA als elk open interval om x
punten van A bevat ongelijk aan x zelf. Zo is
0 een verdichtingspunt (het enige) van de ver-
zameling K = {2−n : n ∈ N} en is elk reëel
getal een verdichtingspunt van Q.

We noteren de verzameling van alle ver-
dichtingspunten van A als A′. Een paar fun-
damentele eigenschappen van deze opera-
tie zijn: A′ is gesloten en A is gesloten dan
en slechts dan als A′ ⊆ A. Men noemt A′

wel de afgeleide verzameling van A en Can-
tor gebruikte de notatie die wij voor hoge-
re afgeleiden bezigen ook voor verzamelin-
gen: A(0) = A en A(n+1) = (A(n))′. Uitgaande
van de convergente rij K is het niet moeilijk
verzamelingen Kn te maken die voldoen aan
K(n)
n = {0} en met iets meer fantasie maakt

men een verzameling L met L(n) 6= ∅ voor al-
le n en

⋂
n L(n) = {0}. Wie het kunstje door

heeft ziet ook wel in hoe je M en N kunt ma-
ken met (

⋂
nM (n))′ = {0} en (

⋂
nN (n))′′ = {0}

enzovoort. In het begin noteerde Cantor nog⋂
nA(n) = A(∞) maar vanaf [6] gebruikte hijω

en noteerde hij de transfiniete afgeleiden als

A(ω), A(ω+1), . . . , A(ω+ω) =
⋂
n
A(ω+n), . . .

Het verband van dit alles met trigonometri-
sche reeksen ligt in een stelling die Can-
tor in [3] bewees: als P ⊆ [0,2π ] zó is dat
P (n) = ∅ voor een n ∈ N dan is P een een-
duidigheidsverzameling, dat wil zeggen als
1
2a0 +

∑∞
k=1(ak coskx + bk sinkx) = 0 voor

alle x buiten P dan zijn alle coëfficiënten ak
en bk gelijk aan 0.

Nieuwe getallen
In het artikel [6] onderwierp Cantor de indi-
ces van de afgeleide verzamelingen aan een
nader onderzoek. Hij beschouwde de indices
als ‘nieuwe’ natuurlijke getallen die door twee
‘Erzeugungsprinzipen’ voortgebracht worden.
Het eerste principe bestaat uit het telkens toe
kunnen voegen van een eenheid; als men met
niets begint ontstaat zo de rij 1, 2, 3, . . ., n,
. . . van natuurlijke getallen. Aangezien er geen
grootste natuurlijk getal is komt men met dit
principe ook niet verder dan de natuurlijke
getallen. Het tweede principe laat toe op der-
gelijke momenten een nieuw getal te introdu-
ceren dat als kleinste bovengrens voor de tot
dan toe gemaakte getallen dient. Dus, ω is
hiermee de kleinste bovengrens voor de rij
der natuurlijke getallen. Nadat ω + 1, ω + 2,
. . ., ω + n, . . . met behulp van eerste princi-
pe gemaakt zijn laat het tweede principe toe
ω + ω = ω · 2 in te voeren als hun klein-
ste bovengrens. Men kan, in gedachten, deze
principes onbeperkt blijven toepassen en zo
een klasse van getallen opbouwen die Can-
tor als een natuurlijke generalisaties van de
natuurlijke getallen beschouwde.

Belangrijk voor de structuur van de deel-
verzamelingen van R is de vaststelling dat

voor elke deelverzameling A van R zo’n ge-
talαbestaat, en wel een eerste, met de eigen-
schap dat A(α) = A(α+1) en dat die eerste α
aftelbaar veel voorgangers heeft. Dit leidde
tot de Cantor-Bendixson-stelling: elke geslo-
ten deelverzameling G van R is te schrijven
als de vereniging P ∪ A, waarbij P perfect is
(oftewel P = P ′) en A aftelbaar en open in G.

Twee klassen
De natuurlijke getallen zijn de getallen in dit
systeem die zelf eindig veel voorgangers heb-
ben, Cantor noemde deze verzameling de eer-
ste getallenklasse; zijn tweede getallenklas-
se (II) bestaat uit de getallen met aftelbaar on-
eindig veel voorgangers (d.w.z. net zoveel als
er getallen in de eerste klasse zijn). De klas-
se (II) voldoet aan de dichotomie die Cantor
voor R vermoedde: als A een oneindige deel-
verzameling van (II) is dan is A gelijkmachtig
met N of met (II) zelf. In [6] sprak Cantor daar-
om de hoop uit dat hij binnenkort zou kunnen
bewijzen dat R en de klasse (II) gelijkmachtig
zijn. Met behulp van de daarvoor te construe-
ren bijectie zou de dichotomie van (II) naar R
overgebracht kunnen worden.

In het tweedelige werk [8–9] zette Can-
tor zijn verzamelingenleer nog eens netjes op
een rij. Zoals hierboven reeds aangestipt in-
roduceerde hij onder meer de ℵ-notatie voor
kardinaalgetallen en noteerde hij het kardi-
naalgetal van N als ℵ0. Hij gaf verder een be-
tere onderbouwing van de bovenbeschreven
uitbreiding van de natuurlijke getallen door
middel van welgeordende verzamelingen en
noemde de nieuwe getallen ook ordinaalge-
tallen. Het kardinaalgetal van de tweede ge-
tallenklasse (II) is het kleinste kardinaalgetal
groter dan ℵ0 en werd dus ℵ1. Tegenwoordig
duidt men de klasse (I) met ω0 aan; de vere-
niging van (I) en (II) metω1, enzovoort.

Hierboven is al vastgesteld dat R = 2ℵ0 ,
zodat de vermoede gelijkmachtigheid van R
en de tweede getallenklase afgekort kan wor-
den tot het bovengenoemde 2ℵ0 = ℵ1. Deze
gelijkheid is equivalent met de conjunctie van
Cantor’s dichotomie en het welordenbaar zijn
van R.

Welordeningen
Een welordening van een verzameling is een
lineaire ordening met de eigenschap dat el-
ke niet-lege deelverzameling een kleinste ele-
ment heeft (ten opzichte van die ordening). De
gewone ordening van N is een welordening;
de gewone ordening van R is dat duidelijk niet
(wat is het kleinste element in R?).

Cantor’s bewijs dat ℵ0 het kleinste onein-
dige kardinaalgetal is gaat op de manier die
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Epoch Of Unlight
Het Amerikaanse gezelschap Epoch of
Unlight bracht in 2005 hun recentste al-
bum uit, getiteld The Continuum Hypo-
thesis. De luisteraar wordt getrakteerd op
een onwaarschijnlijke combinatie van ab-
stracte wiskundige concepten en death
metal muziek. Hieronder een gedeelte
van de tekst van de titelsong.

Countless years between the
fated crossings

From the mighty threshold into time
Under the ice-blue glare

of a star-filled night
Once again I had arrived...

Another point of transition,
another’s grand design

The endless quest of a darker mind
A skewed symbiotic voyage

through the all
The legatee of a night much maligned

Egested innocence,
an empyrean expulsion

The ethereal levee breaks
in multicosmic explosion

Unbound I rise
Aleph-null was the lie

Far beyond the rubicon
In league with the Unlight!

Fetid crests of purulent seas
flowing over all

The cleansing streams transecting time
Guided through the propylaeum

of the lemniscate
Supposition’s proof in drowning cries!

voor de hand ligt: neem een oneindige verza-
melingM en construeer een injectieve afbeel-
ding n 7→ xn van N naar M door telkens xn
inM \ {xi : i < n} te kiezen.

Eenzelfde argument zou gebruikt kunnen
worden om een welordening van M te ma-
ken: kies telkens voor elk ordinaalgetalα een
punt xα inM \ {xβ : β < α}, tot dit niet meer
kan. Dat er een moment zal zijn waarop ‘dit
niet meer kan’ volgt uit het ongerijmde: an-
ders verkrijgt men een injectieve afbeelding
van het geheel der ordinaalgetallen naar X.
Cantor en Burali-Forti hadden al ingezien dat
de ordinaalgetallen een problematische ver-
zameling vormen: als welgeordende verzame-
ling heeft deze een ordinaalgetal dat groter
is dan alle ordinaalgetallen en dus ook gro-
ter dan zichzelf. Voor een ‘onproblematische’
verzamelingM kan zo’n injectieve afbeelding
dus niet bestaan, dus bestaat een α zó dat
M = {xβ : β < α}, waarmee M gelijk welge-
ordend is.

Op deze argumenten is veel af te dingen.
Ten eerste is niet duidelijk hoe dexn en dexα
gekozen worden. Ten tweede is niet duidelijk
hoe die oneindig veel keuzen tot één afbeel-
ding samengevoegd kunnen worden. Ten der-
de is het onderscheid tussen problematische
en niet-problematische verzamelingen nogal
mistig. Het wekt dan ook weinig verwondering
dat niet iedereen er van overtuigd was dat el-
ke verzameling inderdaad te welordenen was.

In [28–29] onderving Zermelo de eerste
twee bezwaren door van te voren een afbeel-
ding te nemen die uit elke niet-lege deelver-
zameling vanM een vast element kiest.

Jeder TeilmengeM′ denke man sich ein be-
liebiges Element m′

1 zugeordnet, das in M′

selbst vorkommt und das ‘ausgezeichnete’
Element von M′ genannt werden möge. So
entsteht eine ‘Belegung’ γ der Menge M mit
Elementen der Menge M von besonderer Art.
Die Anzahl dieser Belegungenγ ist gleich dem
Produkte

∏
m′ erstreckt über alle Teilmen-

gen M′ und ist daher jedenfalls von 0 ver-
schieden. Im folgenden wird nun eine belie-
bige Belegung γ zu grunde gelegt und aus ihr
eine bestimmte Wohlordnung der Elemente
vonM abgeleitet.

Hier kwam het Keuzeaxioma de Wiskunde
binnen met een interessante rechtvaardiging:
het product van (kardinaal)getallen die onge-
lijk aan nul zijn is zelf ook ongelijk aan 0. In
zijn latere axiomatisering van de vezamelin-
genleer, [30], draaide Zermelo de zaak om:
het Keuzeaxioma werd ingevoerd om de uit-
spraak over het product af te kunnen leiden.

Dankzij die afbeelding liggen de keuzen

van dexn enxα ondubbelzinnig vast en kun-
nen deze met behulp van een recursieprin-
cipe tot één afbeelding samengevoegd wor-
den. Zermelo’s bewijs bevatte nog wat verfij-
ningen waardoor het in zijn geheel binnen de
verzamelingP (M) van alle deelverzamelingen
van M, en dus zonder gebruik van ordinaal-
getallen, uitgevoerd kon worden.

Het Keuzeaxioma werd vrij snel geaccep-
teerd en werd na verloop van tijd niet als
‘extra’ aanname vermeld, zoals bijvoorbeeld
in Banach’s bewijs van de Hahn-Banach-
stelling, [2]:

On prouve ce théorème par induction
transfinie en appliquant succesivement le
théorème 1 aux éléments de l’ensemble E−G
(supposé bien ordonné).

Hierin verwijst ‘théorème 1’ naar de mo-
gelijkheid een functionaal uit te breiden door
één extra vector aan een deelruimte toe te
voegen.

Voor wie denkt dat het Keuzeaxioma pas
belangrijk wordt voor ‘grote’ verzamelingen:
analyseer het standaardbewijs dat rijtjes-
continuïteit equivalent is aan ε-δ-continuïteit
maar eens; ook daar moeten individuele on-
gespecificeerde keuzen tot één rij samenge-
voegd worden en zonder het Keuzeaxioma
lukt dat niet.

Equivalenten/gevolgen
De methoden en taal van Cantor’s verzame-
lingenleer werden al snel in diverse gebieden
toegepast. Men denke bijvoorbeeld aan de in-
tegratietheorie van Lebesgue en de Functio-
naalanalyse; zonder het begrip verzameling
is het moeilijk voor te stellen hoe deze van de
grond gekomen zouden zijn.

Zoals hierboven aangestipt werd het Keu-
zeaxioma snel geaccepteerd maar de Con-
tinuüm Hypothese werd het onderwerp van
veel onderzoek en in 1934 verscheen het boek
Hypothèse du Continu van Sierpiński [25]
waarin een hele reeks equivalenten en gevol-
gen van CH verzameld werden.

Het allereerste equivalent, P1 genoemd, is
het volgende: het vlak, R2, is te schrijven als
de vereniging van twee (disjuncte) deelverza-
melingen A en B zó dat A elke verticale lijn
in slechts aftelbaar veel punten snijdt terwijl
B met elke horizontale lijn slechts aftelbaar
veel punten gemeen heeft. Het punt is dat het
kwadraat van de getallenklasse (II) zo’n de-
compositie toelaat: A =

{
〈α,β〉 : β 6 α

}
en

B =
{
〈α,β〉 : α < β

}
; via een bijectie naar R

is hier een decompositie van R2 van te ma-
ken. Andersom bewijst men relatief eenvou-
dig dat het kwadraat van een welgeordende
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verzameling van kardinaliteit groter dan ℵ1

niet als zo’n vereniging te schrijven is.
Overigens zijn A en B automatisch niet-

meetbare verzamelingen van het vlak. De in-
tegralen van hun karakteristieke functies be-
staat niet: zo geldt

∫
R
∫
R χA(x,y) dy dx = 0

terwijl
∫
R
∫
R χA(x,y) dx dy = ∞.

Een interessant gevolg van CH is het vol-
gende, genummerd C25: er bestaat een bijec-
tie f : R → R die verzamelingen van de eer-
ste categorie overvoert in verzamelingen van
Lebesgue-maat nul. Preciezer, voor elke deel-
verzamelingA van R geldt:A is van de eerste
categorie dan en slechts dan als f [A] maat
nul heeft. Er was al eerder opgemerkt dat bei-
de noties van ‘kleine deelverzameling’ struc-
turele overeenkomsten vertoonden; onder de
aanname van CH worden die overeenkomsten
dus versterkt tot isomorfie.

Een recenter equivalent van CH werd in [15]
door Erdös gegeven: er bestaat een overaf-
telbare familie F van gehele functies met de
eigenschap dat voor elk complex getal z de
verzameling {f (z) : f ∈ F} van functiewaar-
den aftelbaar is. Het bewijs is in Het Boek [1]
opgenomen.

Nog recenter, uit 1984, is de volgende stel-
ling van Morayne, [24]: de Continuüm Hypo-
these is equivalent met het bestaan van een
surjectieve afbeelding (f1, f2) : R → R2 met
de eigenschap dat voor elke t (ten minste) één
van de afgeleiden f ′1(t) of f ′2(t) bestaat. In fei-
te liet Morayne zien dat het bestaan van de
functie gelijkwaardig is aan het bestaan van
een decompositie R2 = A ∪ B als hierboven.
Terzijde: een afbeelding als die van Morayne
kan niet continu zijn.

Status
Hilbert zette Cantors Problem von der Mäch-
tigkeit des Continuums bovenaan zijn be-
roemde lijst van problemen — met daarbij ook
de vraag een welordening van R aan te geven.

Op het Internationaal Mathematisch Con-
gres van 1904 in Heidelberg kondigde König
aan, zie [22], dat R niet welordenbaar is en
dus dat de gelijkheid 2ℵ0 = ℵ1 ook niet waar
zou zijn. Het bewijs berustte op een resultaat
van Bernstein waarvan enige dagen later werd
vastgesteld dat het niet klopte. Het bewijs van
König gaf, zoals later zou blijken, de enige be-
perking die aan een α met 2ℵ0 = ℵα gesteld
kan worden. Zo’n α kan geen aftelbare co-
finaliteit hebben, dat wil zeggen: als er een
strikt stijgende rij 〈αn : n < ω0〉 ordinaal-
getallen is met α = supnαn dan is 2ℵ0 zeker
niet gelijk aan ℵα. Dit bewijst men als volgt.
Ten eerste: als 2ℵ0 = ℵβ dan volgt uit Cantor’s
rekenregels dat

ℵβ = 2ℵ0 = 2ℵ0·ℵ0 = (2ℵ0 )ℵ0 = ℵℵ0
β

Ten tweede: voor een α als boven geldt ℵα <
ℵℵ0
α . Neem een verzameling Amet A = ℵα en

schrijfA =
⋃
nAn, waarbijAn = ℵαn enAn ⊂

An+1 voor alle n. Laat f : A → AN een af-
beelding zijn en kies voor elke n een punt an
in A met de eigenschap dat an 6= f (a)n voor
alle a ∈ An; dit kan omdat An < A. Het punt
〈an : n ∈ N〉 zit niet in f [A]. Deze keuze kan
expliciet gemaakt worden: omdat A = ℵα is
A welordenbaar; an kan dus telkens als het
eerste element met de gewenste eigenschap
genomen worden.

Axioma’s
De vraag bleef natuurlijk CH te bewijzen of
te weerleggen. En de vraag die daarbij hoort:
op basis van wat? Net als de meetkunde eer-
der had ook de verzamelingenleer axioma’s
nodig. Zermelo had in [30] al een lijst opge-
steld en in [16] had Fraenkel de noodzaak van
nog een extra axioma aangetoond, het Ver-
vangingsaxioma. De axioma’s van Zermelo en
Fraenkel bevatten niets schokkends. Ze weer-
spiegelen de manier waarop we met verzame-
lingen omgaan.

Om te beginnen: er is een verzameling zon-
der elementen, genoteerd∅. De axioma’s van
paarvorming, vereniging en machtsverzame-
ling spreken voor zich. Het oneindigheidsaxi-
oma postuleert het bestaan van een verzame-
ling x met de volgende twee eigenschappen:
∅ ∈ x en voor elke y ∈ x is ook {y} een
element vanx— wat men verder van zo’n ver-
zameling moge denken, hij beantwoordt wel
aan het beeld van een oneindige verzameling.
Het afscheidingsaxioma laat ons verzamelin-
gen van de vorm {y ∈ x : E(y)} opschrijven,
E is hierbij een eigenschap die in de taal van
de verzamelingenleer te beschrijven is. Fraen-
kel’s vervangingsaxioma doet iets dergelijks
en zegt, informeel, dat het beeld van een ver-
zameling onder een functie weer een verza-
meling is. Ten slotte zijn er nog het extensio-
naliteitsaxioma (verzamelingen zijn gelijk dan
en slechts dan als ze dezelfde elementen heb-
ben) en het regulariteitsaxioma (elk element
heeft∈-minimale elementen). Het laatste legt
een technische maar niet essentiële beper-
king op aan het soort verzamelingen dat we
beschouwen.

Zermelo nam het Keuzeaxioma ook in zijn
lijst op maar tegenwoordig geven we met ZF
het stelsel van de hierboven beschreven axio-
ma’s aan en met ZFC het stelsel plus het Keu-
zeaxioma. De vraag naar de bewijsbaarheid
van CH is hiermee gepreciseerd tot: is CH af
te leiden uit de axioma’s van ZFC?

Vloeistoffen
Wie ‘Continuümhypothese’ of ‘Continuum
Hypothesis’ aan Google voert krijgt veel
hits die aan Cantor’s probleem refereren.
Het Wikipedia-artikel over CH begint ech-
ter met: “This article is about a hypothe-
sis in set theory. For the assumption in
fluid mechanics, see fluid mechanics.”
Veel mathematische fysici denken bij de
woorden ‘Continuüm Hypothese’ aan de
aanname dat een waterstroom een ‘conti-
nuum’ is, een aaneengesloten geheel, en
niet wat het in werkelijkheid is: een schier
oneindige hoeveelheid over elkaar buite-
lende watermoleculen. Die aanname ver-
eenvoudigt de wiskundige behandeling
van zo’n stroming aanzienlijk.

Niet te weerleggen
Het eerste resultaat over de bewijsbaarheid
van CH kwam van Gödel in [17]. Hij toonde aan
dat de samenvoeging van ZFC en CH niet tot
een tegenspraak kan leiden. Hij deed dat door
een universum van verzamelingen te bouwen
waarin alle axioma’s van ZF plus het Keuzeaxi-
oma plus CH geldig zijn. Dat universum is een
deel van het gehele universum, V , van alle
verzamelingen. Het bestaat uit alle constru-
eerbare verzamelingen, waarbij een verzame-
ling ‘construeerbaar’ wordt genoemd als, het
woord zegt het al, een specifieke construc-
tie van die verzameling bestaat met behulp
van een beperkt aantal operaties en uitgaan-
de van alleen de lege verzameling. Het is een
niet-geringe taak te laten zien dat het univer-
sum, L, van alle construeerbare verzamelin-
gen rijk genoeg is om aan alle axioma’s van ZF
te voldoen. Daarnaast komt L met een defi-
nieerbare globale welordening, hetgeen zelfs
een Keuzefunctie voor heelL zelf oplevert. Ten
slotte: met behulp van middelen uit de logi-
ca, waaronder de Löwenheim-Skolemstelling,
wist Gödel aan te tonen dat L exact ℵ1 reële
getallen bevat, waarmee ook CH in Lwas aan-
getoond.

Hoe bewijst dit dat CH niet te weerleggen
is? Op dezelfde manier waarop men bewijst
dat het Parallellenpostulaat van Euclides niet
te bewijzen is. De andere axioma’s van Eucli-
des gelden in het hyperbolische vlak. al hun
gevolgen dus ook. Maar het Paralellenpostu-
laat geldt niet in het hyperbolische vlak en is
derhalve niet af te leiden uit de andere axio-
ma’s. Alle axioma’s van ZFC gelden in L, en
CH ook, dus de gevolgen van ZFC + CH ook
en daar is ∅ = {∅} niet bij want die geldt
niet in L; uit ZFC+CH is dus geen tegenspraak
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af te leiden.

Niet te bewijzen
Na Gödel’s bewijs bleven er nog twee moge-
lijkheden over: CH is een gevolg van ZFC of
uit ZFC + ¬CH is ook geen tegenspraak af te
leiden.

In 1963 bewees Cohen dat het laatste het
geval is: CH is niet uit de axioma’s van ZFC
af te leiden. Net als Gödel deed hij dat door
een universum te bouwen waarin deze axi-
oma’s wel gelden maar CH niet. Dat moest
op een andere manier dan die waarop Gödel
het universum L had gemaakt. Eén van de ei-
genschappen van L is namelijk dat het het
kleinst mogelijke universum van verzamelin-
gen is. Dit volgt uit het, niet-triviale, feit dat
‘construeerbaar’ een absoluut concept is: on-
geacht in welk universum men de construc-
tie van L uitvoert het resultaat is altijd het-
zelfde. In het bijzonder binnen L zelf, zodat
L-binnen-L niets anders is dan L zelf. Aange-
zien L het enige ‘concrete’ universum was dat
voorhanden was moest de oplossing liggen
in het uitbreiden van L. Wat Cohen deed was
laten zien hoe elk universum, niet alleen L,
uitgebreid kan worden tot een nieuw univer-
sum waarin CH niet geldt. De methode lijkt
erg op die van Gödel: in plaats van met niets
begint men met het uit te breiden universum,
V , plus een verzameling G = {rα : α < ω2}
van nieuwe reële getallen. De ‘construeerbare
afsluiting’, V [G], die we hieruit maken is de
uitbreiding van V die we zoeken.

Dit is makkelijker gezegd dan gedaan. De
problemen die opgelost moeten worden zijn
1. Waar komen die nieuwe getallen vandaan?
2. Hoe weten we dat de axioma’s van ZFC in
V [G] gelden?

3. Geldt ¬CH wel in V [G]?
De eerste twee vragen liggen voor de hand; de
derde wellicht iets minder, maar bij het maken
van V [G] zou er een bijectie tussenω1 enω2

kunnen ontstaan, waar dan weer een bijectie
tussenω1 en R uit gemaakt kan worden. Het
antwoord van Cohen op de eerste vraag gaf
meteen een antwoord op de andere twee: de
techniek die nu forcing wordt genoemd is een
manier om verzamelingen aan een universum
toe te voegen en wel zó dat men veel eigen-
schappen van de uitbreiding binnen het klei-
nere universum kan verifiëren. Hoe dit werkt
komt in een vervolg op dit artikel aan bod,
maar wat Cohen deed was ℵ2 reële getallen
aan L toevoegen op zo’n manier dat hij kon
laten zien dat in het nieuwe universum inder-
daad alle axioma’s van ZFC gelden en zó dat
niet per ongeluk een bijectie van ℵ1 naar ℵ2

wordt gemaakt.

Toen Cohen’s werk bekend werd was het hek
van de dam: de theorie van forcing werd
gestroomlijnd en op onnoemelijk veel pro-
blemen uit de verzamelingenleer toegepast.
Ook werd duidelijk dat König’s stelling scherp
was: in een artikel met de veelzeggende titel
2ℵ0 can be anything it ought to be liet Solovay
zien dat voor elkeα die niet een aftelbaar on-
eindige cofinaliteit heeft een universum be-
staat waarin 2ℵ0 = ℵα geldt.

Cantor’s oorspronkelijke formulering
In de oorspronkelijke formulering van CH
speelden welordeningen geen rol. Er is een
universum waarin deze versie waar is, zon-
der dat R een welordening toelaat. Dit hangt
samen met het oneindige spel waarin twee
spelers, I en II, om beurten een 0 of een 1

kiezen. De resulterende rij 〈xi : i ∈ N〉
van nullen en enen bepaalt een reëel getal:
x =

∑∞
i=1 xi · 2−i. Om dit spel spannend te

maken wordt vooraf een deelverzameling A
van [0,1] gekozen en afgesproken dat I wint
als x ∈ A en dat II wint als x /∈ A.

Een verzameling heet gedetermineerd als
I of II een winnende strategie heeft. Met be-
hulp van een welordening van R kan men
niet-gedetermineerde verzamelingen maken.
Er zijn echter universa waarin elke verzame-
ling gedetermineerd is en met behulp hiervan
bewijst men dat elke overaftelbare deelver-
zameling van [0,1] een kopie van de Cantor-
verzameling bevat en dus gelijkmachtig is
met R.

Is CH waar?
De vraag of CH waar is is mijns inziens voor-
alsnog meer een filosofische dan een wiskun-
dige vraag. De reële rechte is het unieke ge-
ordende lichaam met de eigenschap dat elke
niet-lege, naar boven begrensde verzameling
een kleinste bovengrens heeft. Deze karak-
terisering is uit de axioma’s van ZF af te lei-
den en ZF stelt ons ook in staat zo’n lichaam
te construeren. Dit impliceert dat de Analy-
se die we uit de leerboeken kennen geheel
binnen ZFC geformaliseerd en ontwikkeld kan
worden en dus dat de Analyse zeker niet meer
over CH te zeggen heeft dan ZFC; niets dus.

Er zijn dus twee manieren om te besluiten
of CH waar is. De eerste is per decreet: we
kiezen voor CH of¬CH en voegen die aan ZFC
toe; dat maakt de andere mogelijkheid per
definitie onwaar. Dit verdient niet de schoon-
heidsprijs en leidt ons naar de tweede moge-
lijkheid. Dat is eigenlijk de eerste maar met
redenen omkleed: we ontdekken/formuleren
een uitspraak over R die wel waar moet zijn —
op filosofische/esthetische/praktische gron-

den — en die CH (of ¬CH) impliceert en ook
nog consistent is met ZFC.

De tijd zal het leren.

Wat kunnen we ermee?
Tot slot iets over de rol van CH in de wiskunde
van vandaag.

Die rol is er echt een van een hypothese:
een bewering die onder aanname van CH be-
wezen is kan binnen ZFC niet meer ontkracht
worden en is dus een potentiële stelling; het
kan dan natuurlijk zo zijn dat, net als CH zelf,
de bewering niet uitgaande van ZFC te bewij-
zen is.

Als voorbeeld bekijken we een probleem
uit de theorie van de Banachalgebra’s, in het
bijzonder die van de vorm C(K), de algebra
van continue complexwaardige functies op
een compacte ruimte K. Kaplansky wierp het
volgende probleem op: zij ‖·‖ een algebra-
norm op C(K), dat wil zeggen een norm die
aan ‖f · g‖ 6 ‖f‖·‖g‖ voldoet, is deze dan
equivalent met de maximumnorm ‖·‖m?

Kaplansky zelf bewees dat ‖·‖ > ‖·‖m en
met behulp van de open-afbeeldingstelling
volgt hieruit dat het antwoord positief is voor
volledige normen. In 1976 bewezen Dales en
Esterlé onafhankelijk van elkaar met behulp
van CH dat voor elke oneindige compacte K
een niet-equivalente algebranorm op C(K)

bestaat. Enige jaren later contrueerde Woodin
een universum waarin elke algebranorm op el-
ke C(K) equivalent is met de maximumnorm.
Het boek [13] van Dales en Woodin biedt een
goed overzicht van het probleem en de oplos-
singen.

Bewijzen onder aanname van CH geven
meer zekerheid dan bewijzen onder aanna-
me van, bijvoorbeeld, de Riemannhypothese,
omdat deze laatste nog niet is bewezen noch
weerlegd. Als de Riemannhypothese onjuist
blijkt, is er veel werk aan de winkel om van
alle gevolgen uit te zoeken of ze waar zijn
of niet. Verder is het zo dat de Riemannhy-
pothese echt eenvoudiger is dan CH: als ie-
mand bewijst dat de Riemannhypothese uit-
gaande van ZFC niet te bewijzen/weerleggen
is dan is deze meteen weerlegd/bewezen. De
reden is dat de Riemannhypothese neerkomt
op de bewering dat een open verzameling,
O = {z ∈ C : Rez 6= 1

2}, en een gesloten ver-
zameling, F = {z : ζ(z) = 0} een lege door-
snede hebben. Het Absoluutheidslemma van
Schoenfield impliceert dat uitO∩F 6= ∅ volgt
dat O ∩ F ∩ L 6= ∅; dat wil zeggen: als er een
niet-triviaal nulpunt is dan is er ook een niet-
triviaal nulpunt in Gödel’s universum L. We
hebben gezien dat L in elk universum het-
zelfde is. Hieruit volgt dat zodra er ook maar
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één universum is waar de Riemannhypothese
geldt, de Riemannhypothese in elk universum
geldt en daarmee, op grond van Gödel’s vol-
ledigheidsstelling, uit ZFC te bewijzen moet
zijn.

Voelt u zich dus vrij bij uw aanvallen op de
Riemannhypothese de Continuümhypothese
aan te nemen.

Verder lezen
Dauben’s biografie van Cantor, [14], is de
moeite van het lezen waard; men krijgt een
goede indruk van de ontstaansgeschiedenis
van Cantor’s verzamelingenleer.

In 1947 schreef Gödel een artikel, [18], met
de titel What is Cantor’s Continuum problem?,
waarin hij uitlegt waarom hij denkt dat CH ei-

genlijk niet waar kan zijn.
Vrij recent, in [26–27], beschreef Woodin

de moderne stand van zaken omtrent CH.
Het boek van Kunen, [23], is een goede

plek om meer te leren over onafhankelijk-
heidsbewijzen in de verzamelingenleer. k
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22 Julius Kőnig, Zum Kontinuumproblem, Mathe-
matische Annalen, 60 (1905), 177–180.

23 Kenneth Kunen, Set theory. An introduction to
independence proofs, Studies in Logic and the
Foundations of Mathematics 102, Amsterdam:
North-Holland Publishing Co. (1980).

24 Micha l Morayne, On differentiability of Peano
type functions, Colloquium Mathematicum, 48
(1984), 261–264.
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