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Geschiedenis

De stelling van
Van der Waerden
Tachtig jaar geleden verscheen in het Nieuw Archief voor Wiskun-
de een artikel van de hand van B. L. van der Waerden. Achter de
onschuldige titel ‘Beweis einer Baudetschen Vermutung’ ging een
stelling schuil die nog steeds zijn invloed in de wiskunde doet gel-
den. Klaas Pieter Hart, universitair hoofddocent aan de Technische
Universiteit Delft en onderzoeker op het gebied van de algemene
topologie en verzamelingenleer bespreekt de betekenis van deze
stelling voor uiteenlopende gebieden van de wiskunde.

Wie in MathSciNet naar ‘Van der Waerden’s theorem’ zoekt vindt
zo’n honderddertig recensies. Op een paar na gaan de artikelen
over de stelling die Van der Waerden in 1927 in het Nieuw Archief
voor Wiskunde publiceerde [18]. Die stelling luidt:

Behauptung (l,k). Es existiert eine Zahl n = n(l, k) mit der fol-
genden Eigenschaft: ist die endliche Zahlenfolge 1, 2, . . ., n in
k fremde Klassen eingeteilt, so liegt in einer dieser Klassen eine
arithmetische Progression von l Zahlen.

De stelling kwam voort uit pogingen een door Baudet uitgespro-
ken vermoeden te bewijzen: als l een natuurlijk getal is en de ver-
zameling der natuurlijke getallen wordt in twee klassen verdeeld dan
bevat één van die verzamelingen een rekenkundig rijtje van lengte l. In
[19] beschreef Van der Waerden hoe hij (“na de lunch”) samen
met Artin en Schreier aan het probleem ging werken. Het geval
l = 2 is flauw: men hoeft slechts naar de verzameling {1, 2, 3}
te kijken om te zien dat bij een tweedeling één klasse zeker twee
elementen heeft. Na wat proberen bleek dat bij elke tweedeling
van {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} één van de klassen zeker een rekenkun-
dig rijtje van lengte 3 bevat (de verdeling

{
{1, 3, 6, 8}, {2, 4, 5, 7}

}

laat zien dat 9 minimaal is). Schreier opperde toen dat zoiets wel-
licht altijd mogelijk was: bij elke l bestaat een getal W(l) zó dat bij
elke tweedeling van {1, . . . , W(l)} één van de klassen een reken-
kundig rijtje van lengte l bevat.

Duidelijk is dat het bestaan van W(l) voor alle l het vermoe-
den van Baudet impliceert; het omgekeerde is ook waar, dit volgt
uit de compactheid van het het topologische product {0, 1}N.
Immers, zij l ∈ N en neem aan dat er voor elke N een opde-
ling {AN , BN} van {1, 2, . . . , N} is zó dat in beide klassen geen
rekenkundige rij ter lengte l bestaat. Men verkrijgt zo een rij pun-
ten (xN)N in {0, 1}N, waarbij xN(n) = 0 als n ∈ An of n > N
en xN(n) = 1 als n ∈ BN . Deze rij heeft een convergente deelrij
met limiet x en in de door x bepaalde verdeling van N bevat geen
der klassen een rekenkundige rij ter lengte l, hetgeen strijdt met
Baudet’s vermoeden. Een argument als dit, waarbij een eindige
versie van een bewering uit een oneindige versie wordt afgeleid
(of omgekeerd) heet, om voor de hand liggende redenen, een com-
pactheidsargument.

Met de waarden W(2) = 3 en W(3) = 9 in de hand ging men
op zoek naar W(4) en, algemeen, naar een methode om W(l) uit
W(l − 1) te maken, of beter: uit het bestaan van W(l − 1) het
bestaan van W(l) af te leiden — zoals later zal blijken geven de
gangbare bewijzen grove overschattingen van de optimale waar-
den van de W(l). Artin bedacht toen dat als het bestaan van W(l)
voor alle l zou zijn aangetoond men ook het bestaan van W(l, k)
kan aantonen, waarbij W(l, k) als W(l) gedefinieerd is, maar dan
voor verdelingen in k klassen, dus W(l) = W(l, 2). Immers, zij
N = W

(
W(l)

)
en verdeel {1, . . . , N} in vier klassen: A1, A2, A3

en A4. Er is een rekenkundige rij ter lengte W(l) binnen A1 ∪A2 of
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Figuur 1 Van links naar rechts: Petersson, Furch, Artin, Herglotz, Reidemeister, Brauner, Haack, Hoheisel, Slotnik, Reinhardt, Schreier, Blaschke, Behnke, Kloosterman, van der Waerden

binnen A3 ∪A4 en binnen die rij is er een van lengte l die in slechts
één van de vier klassen ligt. Conclusie: W(l, 4) ≤ W

(
W(l)

)
. Op

deze manier vind men bovengrenzen voor W(l, 2k) voor alle k en l
en daarmee ook voor W(l, k) voor alle waarden van k en l.

Met deze extra parameter in de stelling richtte de aandacht zich
weer op l; de strategie werd om met inductie naar l te bewijzen
dat W(l, k) bestaat voor alle k. Het voordeel hiervan is dat de in-
ductieaanname veel sterker geworden is dan in het oorspronke-
lijke probleem. Merk ook op dat W(2, k) eenvoudig te bepalen is:
W(2, k) = k + 1.

Van der Waerden schreef zijn artikel in termen van klassen en
equivalente getallen (a ∼ b als a en b in dezelfde klasse zitten); ik
zal het veelal over kleuren hebben en een rekenkundige rij waarin
alle termen dezelfde kleur hebben monochroom noemen. Dit sluit
meer aan bij het algemene spraakgebruik in de wereld van de
Ramsey-achtige stellingen.

Artin kwam op het idee om naar blokken opeenvolgende na-
tuurlijke getallen te kijken. Een kleuring van de natuurlijke getal-
len met twee kleuren genereert namelijk andere kleuringen: voor
elke n wordt {n, n + 1, . . . , n + i − 1} in twee klassen verdeeld
en dat kan op 2i mogelijke manieren; op deze wijze krijgen we
een kleuring van N met 2i veel kleuren. Als men de verzame-
ling {1, . . . , W(l − 1, 2i) + i} met twee kleuren kleurt krijgt men
een rekenkundige rij A van lengte l − 1 die slechts één van de
2i afgeleide kleuren aanneemt; dat wil zeggen dat alle blokken
{a, a + 1, . . . , a + i − 1} op één en dezelfde wijze gekleurd zijn.
Daarmee is elke rekenkundige rij {a + j : a ∈ A} monochroom
geworden; men kan op deze manier dus grote hoeveelheden mo-
nochrome rekenkundige rijen genereren, van lengte l − 1 welis-

waar, maar toch . . .
Van der Waerden wist hier goed gebruik van te maken bij het

uiteindelijke bewijs. We laten zien hoe men een bovengrens voor
W(3, 2) kan vinden. Net als in vele bewijzen uit de Ramseythe-
orie speelt ook hier het idee van een pre-monochrome verzame-
ling een rol. We noemen een rekenkundige rij van lengte l pre-
monochroom als het beginstuk van lengte l − 1 monochroom is —
het idee zal zijn dat door voldoende veel pre-monochrome reken-
kundige rijen een monochroom diagonaaltje te trekken moet zijn.

We hebben de natuurlijke getallen met twee kleuren gekleurd,
zeg rood en blauw. In elk drietal (opeenvolgende) getallen zijn er
twee die dezelfde kleur hebben; dat impliceert dat in elk blok van
vijf, {n, n + 1, n + 2, n + 3, n + 4}, een pre-monochroom reken-
kundig rijtje ter lengte 3 zit: onder n, n + 1, n + 2 zijn er twee met
dezelfde kleur en die zijn met n + 2 of n + 3 of n + 4 tot een (zeker
pre-monochroom) drietal uit te breiden. We nemen daarom hier-
boven i = 5 en vinden onder de getallen 1 tot en met W(2, 25) =
33 twee getallen a en b zó dat {a, a + 1, a + 2, a + 3, a + 4} en
{b, b + 1, b + 2, b + 3, b + 4} exact dezelfde kleuring vertonen. Bin-
nen die twee blokken kunnen we dan pre-monochrome reken-
kundige rijtjes ter lengte 3 vinden en wel op dezelfde relatieve
posities, om de gedachten te bepalen op posities 1, 2 en 3. Neem
verder c = b + (b− a), dan is {a, b, c} een rekenkundige rij. Aan-
genomen dat {a + 1, a + 2, a + 3} niet al monochroom is kunnen
we als volgt een monochroom 3-terms rekenkundig rijtje maken:
bekijk {a + 1, b + 2, c + 3} en {a + 3, b + 3, c + 3}, dit zijn reken-
kundige rijtjes en allebei pre-monochroom: a + 1 en b + 2 zijn ge-
lijkgekleurd, zeg rood, en a + 3 en b + 3 ook, dus blauw. Dan is
òf {a + 1, b + 2, c + 3} monochroom rood òf {a + 3, b + 3, c + 3}
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monochroom blauw.
Met een scherp oog is hier het begin van een afschatting

van W(l, 2) te ontwaren: de blokken moeten allereerst W(l − 1, 2)
lang zijn, om monochrome rijtjes ter lengte l − 1 te kunnen ma-
ken. Verder willen we nog één term toevoegen; het verschil tus-
sen twee opeenvolgende termen in zo’n rij is niet groter dan
(W(l − 1, 2)− 1)/(l − 2), dus blokken ter lengte

M = W(l − 1, 2) + (W(l − 1, 2)− 1)/(l − 2)

bevatten zeker pre-monochrome rijen ter lengte l. Daarna moeten
we tot W(l − 1, 2M) + (M − 1) gaan om een rekenkundige rij ter
lengte l− 1 van blokken met dezelfde kleuring te kunnen vinden;
daar moet nog (W(l − 1, 2M) − 1)/(l − 2) bij om een extra blok
toe te kunnen voegen. Voor W(3, 2) komt men op deze manier
uit op 33 + 4 + 32 = 69 als bovengrens; dat is een stuk groter
dan de optimale waarde van 9 maar dat is het probleem met een
algemeen geldige redenering: die geeft zelden scherpe grenzen.

Het bovenstaande is een vereenvoudiging van de uitleg uit het
artikel [19], dat zeer lezenswaardig is en waarin ook een geval
met drie kleuren wordt uitgelegd. Dat laatste laat zien dat men
bij k kleuren kan verwachten k − 1 diagonaliseerstappen te moe-
ten doen en dit heeft weer grote gevolgen voor de afschattingen
van W(l, k), we komen daar later nog op terug. Het oorspronke-
lijke artikel [18] uit 1927 is ook nog steeds de moeite waard, met
pen en papier bij de hand leest het makkelijk weg.

Grote verzamelingen
In 1917 had Schur [14] een stelling bewezen die erg op die van
Van der Waerden lijkt:

Stelling 1. Bij elke k bestaat een getal S(k) met de eigenschap
dat indien {1, . . . , S(k)} in k klassen wordt verdeeld (ten minste)
1 van die klassen een oplossing van x + y = z bevat.

Er is echter een verschil. Van der Waerden’s stelling is, zoge-
zegd, translatie-invariant: als A willekeurig lange rekenkundige
rijtjes bevat dan doet A + 1 dat ook. De stelling van Schur is niet
translatie-invariant: de even getallen bevatten wel een oplossing
van x + y = z, de oneven getallen niet. De invariantie van de stel-
ling van Van der Waerden bracht Erdős en Turán er toe te vragen
of er een notie van ‘grote verzameling’ bestaat zó dat elke ‘grote’
verzameling willekeurig lange rekenkundige rijtjes bevat en, na-
tuurlijk, dat bij een eindige opdeling van de natuurlijke getallen
ten minste één klasse ‘groot’ is. Een mogelijke kandidaat was ‘po-
sitieve bovendichtheid’ (positive upper density). Voor een deel-
verzameling A van N definieert men deze grootheid als volgt:

d̄(A) = lim sup
n→∞

∣∣A ∩ {1, 2, . . . , n}
∣∣

n

Het door Erdős en Turán uitgesproken vermoeden was: als
d̄(A) > 0 dan bevat A willekeurig lange rekenkundige rijen.

In 1952 bewees Roth [12–13] dat zulke verzamelingen reken-
kundige rijen van lengte 3 bevatten. In 1969 verbeterde Szemerédi
[16] dit tot lengte 4 en in 1975 bewees hij, tenslotte, het algemene
geval [17]. Ik zal me niet aan een samenvatting van de bewijzen
wagen; de lengte van het tweede artikel van Szemerédi zou een
indicatie moeten zijn van de moeite die het bewijs gekost heeft.

Dynamische systemen
In 1981 verscheen het boek [5] waarin Furstenberg een algemene

aanpak van combinatorische stellingen door middel van dynami-
sche systemen uiteenzette.

Het basisidee is dat van herhaling of recurrentie. Een dynamisch
systeem bestaat uit een verzameling X en één of meer zelfafbeel-
dingen van X. Om over recurrentie te kunnen spreken moet X
wel van een structuur voorzien zijn; meestal is X voorzien van
een metriek of van een maat en zijn de zelfafbeeldingen respectie-
velijk continu of meetbaar. De stelling van Van der Waerden volgt
uit de Meervoudige-Recurrentiestelling van Birkhoff die, ironisch
genoeg, vrijwel gelijktijdig bewezen is.

Stelling 2 (Birkhoff’s Meervoudige-Recurrentiestelling). Zij X
een compacte metrische ruimte en laat T1, T2, . . ., Tl een (eindig)
aantal continue zelfafbeeldingen van X zijn die onderling com-
muteren. Dan bestaat er een meervoudig-recurrent punt voor de-
ze afbeeldingen, dat wil zeggen een punt x0 met daarbij een (stij-
gende) rij 〈nk〉k natuurlijke getallen zó dat limk Tnk

i x0 = x0 voor
elke i.

Laat nu N gekleurd zijn met de kleuren 1 tot en met k. In
plaats van te bewijzen dat er willekeurig lange rekenkundige rij-
tjes van één bepaalde kleur bestaan laten we zien dat er willekeu-
rig lange monochrome rekenkundige rijen bestaan; dit is natuur-
lijk een equivalente bewering.

De ruimte waar we mee werken is X = {1, 2, . . . , k}N, voor-
zien van de standaardmetriek d, gegeven door d(x, y) = 2−n(x,y),
waarbij n(x, y) = min{n : x(n) 6= y(n)} als x 6= y; en d(x, x) = 0
voor alle x. Het is welbekend dat (X, d) compact is. We gebrui-
ken alleen de opschuifafbeelding T : X → X, gedefinieerd door
(Tx)(n) = x(n + 1) — elk punt wordt naar links geschoven en
de eerste coördinaat wordt vergeten. Elke kleuring van N met k
kleuren bepaalt een punt in X en omgekeerd bepaalt elk punt
een kleuring. De stelling van Van der Waerden krijgt daarmee de
volgende formulering: voor elk punt x en elke l bestaan a en d
in N zó dat x(a) = x(a + d) = · · · = x(a + ld). Merk op dat
x(a) = (Tax)(0), x(a + d) = (TdTax)(0), . . ., en x(a + ld) =
(TldTax)(0) en dat, in het algemeen, u(0) = v(0) gelijkwaardig
is met d(u, v) < 1; we zoeken dus een a en een d zó dat de punten
Tax, Ta+dx, . . ., Ta+ldx onderling dichter dan 1 bij elkaar liggen.

We passen de stelling van Birkhoff toe op de afsluiting Y van
de baan van x, dus Y = cl{Tnx : n ∈ N}, met de eerste l machten
van T als de familie afbeeldingen. Die machten commuteren on-
derling en hun beperkingen tot Y zijn zelfafbeeldingen van Y. We
krijgen dus een punt y0 ∈ Y en een rij 〈nk〉k natuurlijke getallen
zó dat Tink y0 → y0 voor elke i. Kies een k zo groot dat, met d = nk,
de punten Tid y0 (i ≤ l) allemaal dichter dan 1

4 bij y0 liggen; hun
onderlinge afstand is dan kleiner dan 1

2 . Omdat T continu en l
eindig is kunnen we een δ > 0 vinden met de eigenschap dat
voor elke y ∈ X met d(y, y0) < δ alle afstanden d(Tid y, Tid y0)
kleiner dan 1

4 zijn. Kies nu een a zó dat d(Tax, y0) < δ, dan geldt
d(Ta+idx, y0) < 1

2 voor alle i; al die punten hebben dus allemaal
onderlinge afstand kleiner dan 1, hetgeen we wilden bewerkstel-
ligen.

De stelling van Szemerédi volgt op gelijksoortige wijze uit een
maattheoretische versie van de meervoudige-recurrentiestelling.

Stelling 3. Zij (X, B, µ) een maatruimte en laat T1, T2, . . ., Tl een
(eindig) aantal maatbewarende zelfafbeeldingen van X zijn die
onderling commuteren. Dan bestaat voor elke A ∈ B van positie-
ve maat een n ∈ N zó dat µ(A ∩ T−n

1 [A] ∩ · · · T−n
l [A]) > 0.
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Deze stelling wordt toegepast in het product {0, 1}Z, voorzien
van de producttopologie, met dezelfde schuifafbeelding als bo-
ven. We nemen als X de afsluiting van de baan van χS, waar S
de gegeven verzameling van positieve bovendichtheid is. Op X
is een (Borel-)maat µ te definiëren die invariant is onder T en die
bovendien de verzameling A = {x ∈ X : x(0) = 1} positieve
maat geeft (dit is zeker niet triviaal en gebruikt dat de bovendicht-
heid van S niet nul is). We gebruiken weer de eerste l machten
van T en vinden een d en een punt x in A met de eigenschap dat
Tidx ∈ A voor alle i. Dat betekent dat x(0) = x(d) = x(2d) =
· · · = x(ld) = 1. Er is dan een punt in de baan van χS, zeg TaχS,
dat op de coördinaten 0, d, . . ., ld met x overeenkomt. Maar dat
betekent dat {a, a + d, . . . , a + ld} ⊆ S.

Ultrafilters, halfgroepen en idempotenten
Er is geen ‘oneindige’ versie van de stelling van Van der Waerden
in de zin dat er een kleuring van N is met twee kleuren zonder
oneindig lange monochrome rekenkundige rijen. Het bewijs is niet
zo moeilijk. Er zijn namelijk maar aftelbaar veel van deze rijen,
voor elk tweetal natuurlijke getallen één: bij (a, d) hoort {a + id :
i ∈ N} en omgekeerd, als A een rekenkundige rij is, nemen we de
eerste twee termen a en b, dan hoort A bij (a, b− a).

Neem één of andere aftelling {(ak , dk) : k ∈ N} en kleur N
als volgt, recursief, met twee kleuren rood en blauw. Begin met
(a0 , d0), schrijf N0 = a0 + d0 en kleur het interval [0, N0] zodanig
dat a0 rood wordt en a0 + d0 blauw. Bij de stap van k − 1 naar k
bekijken we (ak , dk) en kiezen we een ik zó dat Nk−1 < ak + ikdk.
We zetten Nk = ak + (ik + 1)dk en kleuren het interval (Nk−1 , Nk]
zodanig dat ak + ikdk rood wordt en ak + (ik + 1)dk blauw. Op
deze manier raakt geen enkele oneindige rekenkundige rij mono-
chroom. Het is een nuttige oefening eens na te gaan waarom het
compactheidsprincipe wel bij het vermoeden van Baudet werkte
maar niet bij het maken van oneindig lange monochrome reken-
kundige rijen.

In het boek [8] wordt een stelling besproken die, net als de stel-
ling van Van der Waerden, het bestaan van willekeurig grote mo-
nochrome verzamelingen van een speciale soort garandeert. Om
deze aan Folkman toegeschreven stelling te kunnen formuleren
hebben we wat notatie nodig. Als S een deelverzameling van N is
dan noteren we met ∑(S) de verzameling van alle sommen van
eindige deelverzamelingen van S, dus ∑

(
{2n : n ≥ 0}

)
= N en

∑
(
{10n : n ≥ 0}

)
= {1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, . . .}.

Stelling 4. Als N met eindig veel kleuren gekleurd wordt dan
zijn er willekeurig grote eindige verzamelingen S waarvoor ∑(S)
monochroom is.

Het bewijs in [8] maakt direct gebruik van de getallen W(l, k)
om een grens aan te geven waaronder de gewenste verzameling
reeds te vinden is. Dat bewijs is waarschijnlijk niet sterk genoeg
om een oneindige verzameling S op te leveren waarvoor ∑(S)
monochroom is. Dat zo’n verzameling toch te vinden is werd in
[10] door Hindman bewezen.

Stelling 5. Als N met eindig veel kleuren gekleurd wordt dan is
er een oneindige verzameling S waarvoor ∑(S) monochroom is.

Kort na het verschijnen van Hindman’s artikel gaf Glazer een
bewijs dat zeer invloedrijk is geweest. Het maakte gebruik van

rekenkundige eigenschappen van de Čech-Stonecompactificatie,
βN, van de (discrete) topologische ruimte N.

De punten van de ruimte βN zijn de ultrafilters op N. Een
ultrafilter is een maximaal filter en een filter op N is een niet-
lege familie deelverzamelingen F met de volgende eigenschap-
pen: 1) ∅ /∈ F; 2) als F, G ∈ F dan F ∩ G ∈ F en 3) als F ∈ F
en G ⊇ F dan G ∈ F. De familie van alle filters is partieel geor-
dend door inclusie en ultrafilters zijn maximaal ten opzichte van
die ordening. Een belangrijke karakteristiek van ultrafilters is de
volgende: (∗) als F ∪ G ∈ F dan F ∈ F of G ∈ F.

Voor elk punt n in N is n̂ = {F : n ∈ F} een ultrafilter en
elk ultrafilter met een niet-lege doorsnede is van deze vorm. Wie
andere, vrije, ultrafilters wil maken moet het Lemma van Zorn
toepassen op de familie van alle filters die groter zijn dan het co-
eindige filter COF = {F : N \ F is eindig}. Dat iets Keuzeaxioma-
achtigs nodig zal zijn wordt geïllustreerd door de volgende ob-
servatie van Sierpiński: uit een vrij ultrafilter U is als volgt een
niet-Lebesgue-meetbare verzameling te maken: definieer een af-
beeldingϕ van P(N) naar [0, 1] doorϕ(A) = ∑n∈A 2−n. Het beeld
ϕ[U] is dan niet Lebesgue-meetbaar.

In het vervolg van deze paragraaf staan de letters u, v en w
voor ultrafilters op N, de punten van βN dus. Het idee van het
bewijs van Glazer is om een optelling van ultrafilters definiëren.
Dat gaat als volgt. Eerst spreken we af dat X − n een afkorting
is voor {m : m + n ∈ X}, voor X ⊆ N en n ∈ N. Vervolgens
definiëren we de som u + v van twee ultrafilters u en v door:

X ∈ u + v ⇔ {n : X − n ∈ v} ∈ u.

Men gaat gemakkelijk na dat dit voor elementen van N niets
nieuws oplevert: m̂ + n = m̂ + n̂. Ook geldt n̂ + u = u + n̂ voor
alle u ∈ βN en alle n ∈ N. In het algemeen geldt u + v = v + u
niet, maar met enig puzzelen kan men wel aantonen dat de asso-
ciatieve wet wel geldt: (u + v) + w = u + (u + v). Op deze manier
is van βN dus een halfgroep gemaakt.

De cruciale opmerking in het bewijs van Glazer is nu de vol-
gende: als u een vrij ultrafilter is dat voldoet aan u + u = u (een
idempotent) dan bestaat voor elke U ∈ u een oneindige verzame-
ling S met ∑(S) ⊆ U. Zodra men zo’n ultrafilter heeft is het bewijs
van de stelling van Hindman rond: het ultrafilter bevat, dankzij
eigenschap (∗), een monochroom element en daar hoort meteen
een S als gevraagd bij.

Voor we het bestaan van een idempotent ultrafilter aantonen
laten we eerst zien dat het de beweerde eigenschap heeft. Voor
elk verzameling X noteren we Xu = {n : X − n ∈ u}; dankzij
u + u = u volgt dat Xu ∈ u als X ∈ u. Neem nu U0 ∈ u en
kies s1 ∈ U0 ∩Uu

0 ; definieer dan U1 = U0 ∩ (U0 − s1) \ {s1}, dan
zijn U1 en U1 − s1 deelverzameling van U0 en U1 ∈ u natuurlijk.
We gaan zo verder: als Ui gevonden is kiezen we si+1 ∈ Ui ∩Uu

i
en stellen we Ui+1 = Ui ∩ (Ui − si+1) \ {si+1}. De verzameling
S = {si : i ∈ N} is als gewenst: men bewijst eenvoudig dat een
eindige som met si+1 als term van laagste index in Ui zit.

Om te bewijzen dat er inderdaad een idempotent ultrafilter is
definiëren we een topologie op βN: voor elke deelverzameling X
van N schrijven we X̄ = {u ∈ βN : X ∈ u}. De familie {X̄ :
X ⊆ N} is een basis voor een topologie die van βN een compacte
Hausdorff ruimte maakt waarin {n̂ : n ∈ N} een (aftelbare) dichte
deelverzameling is.

We werken in de verzameling N∗ van alle vrije ultrafilters. De-
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ze verzameling is gesloten, dus compact, en ook gesloten onder
de optelling. Het is dus een compacte halfgroep waarin voor el-
ke v de afbeelding u 7→ u + v continu is. Dit nu is genoeg om
het bestaan van een idempotent aan te tonen. Aanwijzing: pas het
Lemma van Zorn toe op de familie van alle niet-lege gesloten ver-
zamelingen F die voldoen aan F + F ⊆ F; een minimaal element
van deze familie bestaat uit één punt.

Wat heeft dit alles met de stelling van Van der Waerden te ma-
ken? Welnu, die kan ook met dit soort methoden bewezen wor-
den, ook al is er geen oneindige versie van. In [2] wordt bewe-
zen dat elk element van een minimale idempotent willekeurig lan-
ge rekenkundige rijen bevat. De minimaliteit is ten opzichte van
de partiële ordening ≤, gedefinieerd door: u ≤ v dan en slechts
dan als v = u + v = v + u. Natuurlijk moet vastgesteld worden
dat minimale idempotenten bestaan; dat bewijs vergt een diepe-
re studie van de verrassend rijke algebraïsche structuur van de
halfgroep βN. Het boek [11] biedt hierin een goede inleiding.

Interessant is dat hier de dynamische aanpak en die via ultrafil-
ters bij elkaar komen in de notie van ‘centrale verzameling’ (‘cen-
tral set’). Een centrale verzameling bevat zowel willekeurig lange
rekenkundige rijen als ∑(S) voor een oneindige verzameling S.
De definitie van centrale verzameling, volgens Furstenberg [5], is
als volgt: C ⊆ N is centraal als er een dynamisch systeem (X, T)
bestaat met daarin een punt x, een uniform recurrent punt y na-
bij x en een omgeving U van y zó dat C = {n : Tnx ∈ U}.
Een punt y is uniform recurrent als voor elke omgeving U de ver-
zameling A = {n : Tn ∈ U} syndetisch is, wat betekent dat
N =

⋃
n≤N(A − n) voor zekere N. Twee punten x en y zijn na-

bij (‘proximal’) als lim infn d(Tnx, Tn y) = 0. Een centrale verza-
meling kan met behulp van ultrafilters als volgt gekarakteriseerd
worden: een verzameling is centraal dan en slechts dan als deze
tot een minimale idempotent behoort.

Een meer algebraïsch bewijs is te vinden in [1]. Het maakt
gebruik van de ideaalstructuur van compacte halfgroepen. Een
linksideaal in een halfgroep S is een deelverzameling L die voldoet
aan S + L ⊆ L; rechts- en tweezijdige idealen worden analoog ge-
definieerd. De halfgroep βN is compact en heeft de eigenschap dat
elke afbeelding ρv : u 7→ u + v continu is. In dat geval kan men be-
wijzen dat minimale linksidealen bestaan en dat voor elk minimaal
linksideaal L en elk tweezijdig ideaal T de inclusie L ⊆ T geldt.
Dit wordt toegepast in eindige machten van βN. Kies een l en de-
finieer in (βN)l de verzamelingen E = cl

{
(a + d, . . . , a + ld) : a ∈

N, d ∈ N∪ {0}]
}

en I = cl
{
(a + d, . . . , a + ld) : a, d ∈ N

}
. Dan is E

een compacte halfgroep en I is een tweezijdig ideaal in E. Als nu u
tot een minimaal linksideaal van βN zelf behoort dan zit het punt
(u, . . . , u) in E en zelfs in I, dus elk element van u bevat reken-
kundige rijen ter lengte l. Dit argument is onafhankelijk van l en
dus volgt dat elk element van u willekeurig lange rekenkundige
rijen bevat.

Grenzen voor W(l,k)
Zodra het bestaan van een getal als W(l, k) is bewezen wil men
natuurlijk een idee krijgen van zijn optimale waarde. De bewij-
zen van de stelling van Van der Waerden die we tot nu toe gezien
hebben geven niet echt veel informatie over de getallen W(l, k).
Met enig puzzelwerk kan men uit het bewijs van Van der Waer-
den zelf bovengrenzen voor de W(l, k) distilleren maar door de
impliciete dubbele inductie waarin grote machten van k een rol
spelen komt men op zeer grove afschattingen, zoals reeds te zien

is aan de uit het bewijs verkregen ongelijkheid W(3, 2) ≤ 69.
Hier is nog een verschil tussen Schur en Van der Waerden te

zien: Schur gaf expliciet een eenvoudige bovengrens voor zijn
S(k), de oorspronkelijke formulering van zijn stelling was name-
lijk als volgt.

Stelling 6. Verteilt man die Zahlen 1, 2, . . ., N irgendwie auf m
Zeilen, so müssen, sobald N > m!e wird, in mindestens einer Zei-
le zwei Zahlen vorkommen, deren Differens in derzelben Zeile
enthalten ist.

Met andere woorden: S(m) ≤ m!e. In het bewijs in [14] leidt de
aanname dat N een ‘slechte’ kleuring toelaat onverbiddelijk naar
de ongelijkheid N < m!e.

In 1988 publiceerde Shelah een artikel, [15], met een veelzeg-
gende titel waarin hij een nieuw combinatorisch bewijs van de
stelling van Van der Waerden gaf. Dat bewijs is met inductie
naar l, waarbij k vastgehouden wordt. Het levert bovengrenzen
voor de getallen W(l, k) die spectaculair kleiner waren dan de tot
dan toe bekende.

In het boek [8] wordt W(l, k) tweemaal naar boven afgeschat;
eerst door het oorspronkelijke bewijs van Van der Waerden te ana-
lyseren en daarna door dat van Shelah na te lopen. Om aan te
geven wat de verschillen zijn definieren we een hiërarchie van
functies van N naar N. Om te beginnen definiëren we f1(x) = 2x;
daarna definieren we, recursief, functies fm als volgt: fm+1(1) = 1
en fm+1(n + 1) = fm

(
fm(n)

)
. In woorden: fm+1(n) ontstaat door

fm herhaaldelijk, n maal, op 1 toe te passen. Dus f2(n) = 2n (her-
haaldelijk verdubbelen) voor alle n en

f3(n) = 222·
··

2 }
n

(herhaaldelijk machtverheffen). Voor de functie f4 schiet conven-
tionele notatie te kort. Desalniettemin zijn de functies fn nog
‘klein’; ze behoren tot de klasse van zogeheten primitief recursie-
ve functies. De definitie van deze notie, die uit afkomstig is uit
de recursietheorie en de theorie van berekenbaarheid, kan men
in vrijwel elk boek over logica terugvinden maar, gelukkig, voor
onze doeleinden hebben we aan de functies fn genoeg: een func-
tie f is primitief recursief dan en slechts dan als er een m is zó dat
f = O( fm). Dit betekent dat de functie fω, gedefinieerd door
fω(n) = fn(n), niet primitief recursief is.

Het bewijs van Van der Waerden zelf leidt tot een bovengrens
voor W(l, 2) die niet primitief recursief is; de grens ligt tussen
fω(l − 2) en fω(l). Het bewijs van Shelah laat ziet dat W(·, 2) =
O( f4), voorwaar een stevige verbetering maar nog steeds ontzag-
wekkend groot.

Analytische technieken
We hebben gezien dat de stelling van Van der Waerden op diverse
manieren bewezen is: combinatorisch, dynamisch, verzameling-
theoretisch en ook analytisch: het bewijs van Roth gaat uit van
een zo lang mogelijke rij u1 < u2 < · · · < uk in een interval
{1, 2, . . . , N} zonder rekenkundig rijtje ter lengte 3. Een analyse
van de functie

f (α) =
k

∑
i=1

e2π iαuk

leidt tot een bewijs dat k = o(N) en daarmee tot het geval l = 3
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van de stelling van Szemerédi. De argumenten van Szemerédi,
voor l = 4 en later voor alle l waren weer combinatorisch van
aard. In [6] en [7] gaf Gowers analytische bewijzen van de stelling
van Szemerédi. Met gebruikmaking van discrete Fouriertransfor-
maties van functies op de groep Z/NZ wist hij de grenzen van
Shelah voor W(l, 2) terug te brengen tot

22222l+9

(dat zijn vijf tweeën). Hier gaapt overigens nog een vrij groot gat:
in [8] worden ondergrenzen voor W(l, 2) gegeven die ‘slechts’
van exponentiële orde zijn.

Priemgetallen
Positieve bovendichtheid is niet de enige manier om ‘grote’ van
‘kleine’ verzamelingen te onderscheiden. Een andere, veelge-
bruikte, manier is met behulp van de harmonische reeks. Laten
we een verzameling A harmonisch groot noemen als ∑n∈A

1
n di-

vergeert en harmonisch klein als die reeks convergeert. Een nog
openstaand probleem is: bevat elke harmonisch grote verzame-
ling willekeurig lange rekenkundige rijen? Een positief antwoord
zou onder meer impliceren dat de verzameling P van de priemge-
tallen willekeurig lange rekenkundige rijen bevat. Dat laatste nu
is voorzover ik weet het nieuwste resultaat over de stelling van
Van der Waerden: Green en Tao [9] hebben bewezen dat binnen P
inderdaad willekeurig lange rekenkundige rijen te vinden zijn.

Merk op dat d̄(P) = 0, dit volgt uit de priemgetallenstelling.

Als we, zoals gebruikelijk,
∣∣P ∩ {1, 2 . . . , n}

∣∣ afkorten met π(n)
dan geldt

lim
n→∞ π(n) ln n

n
= 1

en dus geldt d̄(P) = lim 1
ln n = 0. Merkwaardig genoeg berust

het bewijs van Green en Tao toch op de stelling van Szemerédi.
Uit de samenvatting van [9] halen we de volgende korte beschrij-
ving. De stelling van Szemerédi kan overgebracht worden naar
een klasse van verzamelingen die voldoende willekeurig zijn: als
een verzameling A voldoende ‘willekeurig’ is en B ⊆ A heeft po-
sitieve bovendichtheid ten opzichte van A dan bevat B willekeurig
lange rekenkundige rijen. Vervolgens kan men P zien als deelver-
zameling van zo’n ‘willekeurige’ verzameling en wel van positie-
ve relatieve bovendichtheid. De technische details, en met name
de definitie van ‘willekeurig’, vindt men in [9].

Tot slot
In [3] schreef De Bruijn een informatief commentaar op [18] (aan-
bevolen) waarin met gepaste trots gewag gemaakt werd van het
feit dat in het blad van onze vereniging toch maar mooi “one of
the most elegant pieces of mathematics ever produced” versche-
nen is. De daarop volgende zin is, zoals dit artikel heeft laten zien,
zeer profetisch geweest: “The influence of this little paper, now 50
years old, has not yet come to an end.” Ik denk dat we die ‘50’ nu
gerust door ‘80’ kunnen vervangen. k
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