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Diophantische vergelijkingen

Kunnen

Hoe moeilijk is het oplossen van een poly-
noomvergelijking in breuken? Kan de com-
puter een handje helpen? Is het probleem
algoritmisch beslisbaar? Recente ontwikke-
lingen onthullen de theorie van diophan-
tische vergelijkingen als een in zijn eigen
staart bijtende slang: als we voldoende be-
grijpen over één dergelijk probleem, kunnen
we aantonen dat het algemene probleem
bijzonder complex is.

We zullen de term diophantische vergelij-
king gebruiken voor een polynoomverge-
lijking in meerdere veranderlijken, met ra-
tionale breuken als coéfficiénten. We zoe-
ken naar oplossingen in gehele getallen, of
in rationale breuken. Dit vraagstuk staat al
heel lang in de wiskundige belangstelling,
getuige bijvoorbeeld de naamgeving naar
Diophantus van Alexandrié (derde eeuw
n.Chr.) en zijn boek de Arithmetica, waar-
in een grote verzameling van dergelijke
problemen wordt genoemd en met ad-hoc
methoden opgelost.

De volgende ‘meetkundige” terminolo-
gie is voor deze vraagstukken ondertus-
sen standaard [1] : noem een stelsel po-
lynoomvergelijkingen in meerdere veran-
derlijken met gehele coéfficiénten een va-
riéteit V

fl(xl,...,xn) =0

fm(x1/~~~/xn) =0.

we het echt?

We schrijven Z,Q en R voor de verza-
meling van alle gehele, rationale en reéle
getallen, respectievelijk. Stel dat R =
Z,Q,... en schrijf vervolgens V(R) voor
de verzameling oplossingen van het stel-
selin R:

V(R) :={(x1,...,xn) € R" :
Vit fi(x1,...,x) =0}

In plaats van oplossingen van het stelsel V'
praten we ook over R-rationale punten van
devariéteit V. Dan wordt de centrale vraag:
Wat zijn V(Z) en V(Q)? Is er een algeme-
ne methode om dit soort problemen aan
te pakken? David Hilbert formuleerde de
vraag op het Internationale Wiskundecon-
gres van 1900 in Parijs als volgt:

“Eine diophantische Gleichung mit ir-
gendwelchen Unbekannten und mit gan-
zen rationalen Zahlkoefficienten sei vor-
gelegt: man soll ein Verfahren angeben,
nach welchen sich mittels einer endli-
chen Anzahl von Operationen entschei-
den lésst, ob die Gleichung in ganzen ra-
tionalen Zahlen I6sbar ist.”

Hilbert zelf geloofde waarschijnlijk wel
in het bestaan van zo'n ‘Verfahren’ (in
onze interpretatie is dit een algoritme in
de zin van Turing), getuige een radiotoe-
spraak uit 1930 waarin hij fulmineerde te-
gen het relativisme van fysioloog DuBois-
Reymond:

“Statt des torichten Ignorabimus heifie
im Gegenteil unsere Losung: Wir miissen
wissen, Wir werden wissen.” [2]

In zijn algemeenheid overstijgt de vraag
naar een mechanische oplossingsmetho-
de voor zulke problemen de getaltheo-
rie. Heel veel bekende wiskundige pro-
blemen zijn expliciet herschreven als de
vraag of een diophantische vergelijking
een oplossing heeft of niet, zo onder ande-
re: de Riemannhypothese, het bepalen of
een integraal over (—oo, 4+00) van een al-
gebraische functie convergeert of niet, de
laatste stelling van Fermat [3]... Meestal
helpt dit niet om het oorspronkelijke pro-
bleem op te lossen, maar laat wel zien hoe
universeel het oplossen van diophantische
vergelijkingen is [4].

Hilbert stelt de vraag naar gehele op-
lossingen, maar het is net zo zinvol te vra-
gen naar rationale oplossingen. Hoewel
we voor gehele oplossingen sinds 1970 het
antwoord op zijn vraag kennen (zie wat
verder), weten we niet veel over de vraag
in breuken. In dit stukje willen we wat re-
cente ontwikkelingen over dit probleem
behandelen op het grensgebied van logica,
topologie en getaltheorie. Daarvoor zullen
we elliptische krommen nodig hebben, en
die zullen we invoeren aan de hand van
een concreet getaltheoretisch probleem.

De Utrechtse elliptische kromme
De computer heeft de praktijk van het
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oplossen van diophantische vergelijkin-
gen dramatisch beinvloed. Veel klassieke
problemen kunnen bijna mechanisch wor-
den aangepakt. Tijdens mijn college Ellip-
tische Krommen in 2002 vroeg derdejaars-
student Wouter Waalewijn het volgende:
voor welke natuurlijke getallen x en y is
de som van de eerste y getallen gelijk aan
de som van de eerste x kwadraten:

T4+24 .. +y=12422 4. +2%?

De lezer kan misschien proberen een paar
waarden voor x en y te vinden zodat dit
klopt. Zijn er eindig of oneindig veel op-
lossingen?

| . O

Het probleem van Wouter Waalewijn

Gesloten formules voor linker- en rech-
terlid van deze vergelijking herleiden het
vraagstuk tot: bepaal de positieve gehele
punten op de kromme E van graad drie
gegeven door

E.y(erl) x(x+1)(2x+1)
’ 2 6

Dit is een zogenaamde elliptische krom-
me (in het algemeen van de vorm ‘kwa-
dratisch in y = kubisch in x” en glad). In
zijn kleine scriptie loste derdejaarsstudent
Marius de Leeuw dit probleem op aan de
hand van elliptische logaritmen [5]. Het
vreemde aan de methode is dat eerst alle
oplossingen in breuken worden ‘bepaald’,
en dan gekeken wordt welke daarvan ge-
heel zijn. Kort door de bocht gegaan werkt

\

-2

De elliptische kromme y2 = x3 — x +1

dit als volgt. De rationale punten E(Q)
vormen een eindig voortgebrachte torsie-
vrije abelse groep van rang twee (die twee
is trouwens heel uitzonderlijk, er wordt
verwacht dat een elliptische kromme over
Q rang < 1 heeft met waarschijnlijkheid
één). Dit betekent dat er twee oplossingen
P en Q zijn zodat elke oplossing te schrij-
ven is als aP + bQ met a, b gehele getallen,
waarbij de ‘som’ + gedefinieerd is door
het feit dat drie collineaire punten op E bij
definitie som 0 hebben.

Als vrije voortbrengers van die groep
kunnen we volgende twee punten kie-
zen: P = (1,1) en Q = (—9/8,—1/16).
Dit kan door de zogenaamde methode
van 2-descent met het computerprogram-
ma MWrank van John Cremona onvoor-
waardelijk worden bewezen binnen lut-
tele seconden. Een resultaat uit de diop-
hantische approximatie van Sinou David,
aan de praktijk aangepast door Stroeker
en Tzanakis, levert een methode voor het
bepalen van alle combinaties aP 4 bQ die
geheel zijn.

In het voorbeeld vindt men dat alle ge-
hele punten |a|, [b| < 2,1 1038 hebben —
maar niet alle dergelijke combinaties zijn
geheel, Q zelf bijvoorbeeld niet. De metho-
de levert in elk geval eindig veel mogelij-
ke punten, maar wel met meer cijfers dan
er atomen zijn in het melkwegstelsel. Ge-
lukkig kan de bovengrens op |a| en |b| met
het roosterreductiealgoritme van Lenstra-
Lenstra-Lovasz (bijvoorbeeld in Mathema-
tica) worden gereduceerd tot 7, en aldus
vindt men alle oplossingen voor het pro-
bleem:

(x,y) € {(1,1),(5,10), (6,13), (85,645)}.

Op een voorlichtingsdag in Utrecht
vond het publiek, bestaande uit 6-vwo
leerlingen en hun ouders, de eerste drie
oplossingen, dacht eerst dat er oneindig
veel zouden zijn (“omdat er zoveel Klei-
ne oplossingen zijn”), en dan dat die drie
de enige waren (“omdat we er niet meteen
nog meer vinden”).

Een ander meer klassiek voorbeeld: de
computer bewijst ook bijna ogenblikkelijk
dat W(Q) = {(12,+£36)} voor de ellipti-
sche kromme W y?> = x® —432. Dit
onschuldige probleem is via een eenvou-
dige variabelensubstitutie equivalent met
de bewering dat U(Q) = {(1,0),(0,1)}
voor U x* +y® = 1; het Fermatpro-
bleem voor exponent drie, dat voor het
eerst door Euler werd opgelost! Ook het

Fermatprobleem voor exponent vier * x* +
y* = 1’ en zeven ‘2’ +y’ = 1’ kun-
nen worden herleid tot het bepalen van
rationale punten op elliptische krommen
(y?> = ¥ —xeny? = 4x> + 21x? + 28x,
respectievelijk) [6].

Kleuren en projecteren
Bekijken we nu kort de vraag of er een re-
latie is tussen V(Q) en V(R). We kunnen
V(R) in de n-dimensionale ruimte R" te-
kenen en daarop V(Q) inkleuren. Op een
kegelsnede (graad 2 vergelijking in 2 ver-
anderlijken) liggen 6fwel géén rationale
punten, 6fwel liggen de rationale punten
willekeurig dicht bij de reéle punten; de
R-topologische afsluiting van V(Q) is dus
de hele V(R). Op een elliptische kromme
(graad 3 in twee veranderlijken) gebeurt
dat soms, en soms ook niet: op W liggen
maar eindig veel rationale punten, terwijl
de rationale punten op E dichtliggen in de
reéle punten.

Barry Mazur stelde in 1990 het vol-
gende vermoeden op dat beide gevallen
dekt [7].

Vermoeden van Mazur. De topologische af-
sluiting van V(Q) in V(R) heeft maar ein-
dig veel samenhangingscomponenten.

Dit lijkt een heel elementaire uitspraak
over de ligging van rationale punten in va-
riéteiten. Maar niemand weet of dit ver-
moeden klopt. Het kan worden bewezen
voor een handjevol speciale V’s (van lage
dimensie of bepaalde soorten vezelingen).
Om er iets zinvols over te kunnen zeggen
gaan we de tekeningen nu nog wat ver-
eenvoudigen en komen zo vanzelf op een
begrip uit de logica.

We zullen eerst V(R) en de ingekleurde
V(Q) vanuit de n-dimensionale ruimte R"
op een coordinaatas projecteren: een soort
cartografische aanpak van het diophanti-
sche probleem. Voor de elliptische krom-
me E krijgen we schematisch:

Projectie van E(Q) op de x-as: dicht in een halfrechte

en voor de kromme W:

Projectie van W(Q) op de x-as: &één punt

Dit soort plaatjes worden nu de centrale
objecten in onze studie.
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Definitie. Het beeld van V(Q), respectie-
velijk V(Z) onder een projectie op een
coordinaatas heet een Q-, respectievelijk
Z-diophantische verzameling.

We kunnen ook meer algemeen een pro-
jectie op een codrdinaat(hyper)vlak toela-
ten en noemen dit dan nog steeds een di-
ophantische verzameling. Een diophanti-
sche verzameling D is dus een verzame-
ling van gehele (of rationale) x waarvoor
gehele (of rationale) (xo,...,xy) bestaan
die aan een stel vergelijkingen voldoen:

Xx€D < (3xp,...,xn)
(fl(x,x2,-..,xn) =0A...
o AN fn(x,x2,...,x,) = 0).

Zonder het te merken zijn we een stukje
dichter bij een logica-probleem gekomen:
terwijl de oorspronkelijke variéteit door
een stelsel polynoomvergelijkingen is ge-
definieerd, is een diophantische verzame-
ling, als projectie, gedefinieerd als de ver-
zameling punten x waarvoor een formule
met existentiéle kwantoren waar is.

De DMPR-stelling
Voor we iets zeggen over Q-diophantische
verzamelingen, bekijken we eerst verza-
melingen V(Z) en hun projecties. Zijn Z-
diophantische verzamelingen misschien
zelf de verzameling gehele oplossingen van een
niet-nulpolynoom in één veranderlijke? Dat
zou wel heel makkelijk zijn, want polyno-
men in één veranderlijke kunnen we mak-
kelijk in gehele getallen oplossen. Maar
neen, voor V. : y —x = 0 is de projec-
tie van V(Z) op de x-as de oneindige aftel-
bare verzameling Z, maar een niet-nul po-
lynoom heeft maar eindig veel nulpunten
(en dit is géén pathologisch voorbeeld).
Als Z-diophantische verzamelingen zelf
niet van de vorm W(Z) zijn voor een ze-
kere variéteit W, wat zijn ze dan wel? Hoe
‘complex” kunnen ze zijn? Kunnen we ze
berekenen? Hiervoor maken we volgende
definitie:

Definitie. Een verzameling V C Z is re-
cursief opsombaar als er een computerpro-
gramma bestaat dat de elementen van V
opsomt.

In deze wat vage definitie betekent ‘com-
puterprogramma’ eigenlijk een Turingma-
chine. Men stelt zich een gewone compu-
ter voor zonder beperkingen op het ge-

heugen en de precisie van de hardware,
met daarop een C++-programma, waar-
van de snelheid irrelevant is.

Bewering. Diophantische verzamelingen zijn
recursief opsombaar.

Voor het bewijs, doorloop alle mogelijke
X1,...,Xy in één of andere volgorde en
kijk of ze een oplossing zijn. Zo ja, output
x1. Recursief opsombare verzamelingen
kunnen heel ingewikkeld zijn; omdat de
lezer die het tot dit punt heeft gehaald
moe is geworden nu het net spannend
wordt, is het de hoogste tijd voor een op-
gave.

Opgave. Laat zien dat de verzameling
priemgetallen recursief opsombaar is, en
laat zien dat de verzameling gehele niet-
priemgetallen diophantisch is [8].

Het opmerkelijke feit is dat de omkering
van bovenstaande bewering ook waar is;
dit is de zogenaamde stelling van Davis,
Matijasevich, Putnam en Robinson (bewe-
zen tussen 1950 en 1970) [9].

DMPR-stelling. Recursief opsombare verzame-
lingen zijn diophantisch (en omgekeerd).

Uit de DMPR-stelling volgt op niet-triviale
wijze een onbeslisbaarheidsresultaat: er
bestaat géén computerprogramma dat van
een willekeurige diophantische vergelij-
king kan bepalen of er een gehele oplos-
sing is of niet — en dat is dan weer het be-
roemde negatieve antwoord op de vraag
van Hilbert.

Over het bewijs van de DMPR-stelling
kunnen we alleen zeggen dat een centra-
le plaats wordt ingenomen door de stu-
die van de oplossingen van één specifiek
soort diophantische vergelijking (namelijk
een Pell-vergelijking). Van Martin Davis
zelf komt in een wat andere context de
uitdrukking dat er “One Equation to Ru-
le Them All” lijkt te bestaan.

De DMPR-stelling heeft trouwens al-
lerlei onfrisse bijwerkingen: zo volgt er-
uit dat men een spel met twee spelers
kan bedenken, zodat één van de spelers
bij elke beginzet van de andere speler een
winnende strategie heeft, maar die nooit
door een algoritme zal kunnen bepalen.
Maar aan de positieve kant betekent het
bijvoorbeeld ook dat er een polynoom is
dat de verzameling der priemgetallen op-
levert (zie de opgave hierboven).

Q-diophantische verzamelingen en Mazur
De lezer denkt nu misschien dat Q-dio-
phantische verzamelingen op een soortge-
lijke manier te beschrijven zijn. Maar de
waarheid tot op heden is weerom: nie-
mand weet het! Het feit dat het vinden van
Q-oplossingen hetzelfde is als het vinden
van Z-oplossingen van homogene verge-
lijkingen lijkt niet te helpen.

Er is wel een verband met het vermoe-
den van Mazur: dat heeft tot gevolg dat de
verzameling Z géén Q-diophantische ver-
zameling is. Als namelijk Z de projectie
is van V(Q), dan heeft de afsluiting van
V(Q) oneindig veel componenten omdat
Z discreet is in Q. Dit is in contrast met de
volgende opgave.

Opgave. Gebruik de DMPR-stelling om
aan te tonen: als de verzameling Z der
gehele getallen Q-diophantisch is, dan is
er geen algoritme dat beslist of een diop-
hantische vergelijking rationale oplossin-
gen heeft of niet [10].

We weten echter niet of er een computer-
programma bestaat dat beslist of een diop-
hantische vergelijking een rationale oplos-
sing heeft of niet ... Moeten we dus het
vermoeden van Mazur geloven of niet?

Intermezzo: Orakels

We kunnen niet beslissen of een diophan-
tische vergelijking een oplossing heeft in
gehele getallen of niet, laat staan die op-
lossingen mechanisch vinden. Maar hoe-
veel moeilijker is het écht vinden van op-
lossingen vergeleken met het beslissen of
er een oplossing bestaat of niet?

Bekijk voor een ring R volgende pro-
blemen voor een willekeurige variéteit V:
— Ex(R): is V(R) leeg of niet?

— Fin(R): is V(R) eindig of niet?
— Sol(R): als V(R) eindig is, bepaal de

verzameling V(R).

De DMPR-stelling zegt dat Ex(Z) onbeslis-
baar is. Maar men kan ook vragen wat de
relatie tussen de onbeslisbaarheid van de-
ze problemen is. Davis, Matijasevich en
Robinson vermoeden dat, zelfs als er een
orakel is dat Ex(Z) kan beslissen, het pro-
bleem Fin(Z) nog steeds onbeslisbaar is.

Stel dat V een kromme is, gegeven door
één polynoomvergelijking in twee veran-
derlijken f(x,y) = 0. Als V geen kegel-

snede is en geen elliptische kromme, dan
volgt uit een stelling van Faltings (ook wel

bekend als het Vermoeden van Mordell)
dat V(Q) eindig is. Minhyong Kim [11]



42

NAW 5/7 nr. 1 maart 2006

Kunnen we het echt?

Gunther Cornelissen

bewees in 2003 dat voor dit soort krom-
men het Sol(Q)-probleem oplosbaar is als
Ex(Q) oplosbaar is (bijvoorbeeld door een
orakel). Anders gezegd: als er een metho-
de bestaat die van een willekeurige derge-
lijke kromme kan beslissen of er een ra-
tionaal punt op ligt of niet, dan kunnen
van een willkeurige dergelijke kromme al-
le oplossingen ook écht gevonden wor-
den.

Als de eerste methode een orakel ver-
eist, dan ook de tweede. Merk wel op
dat om alle oplossingen van een gegeven
kromme te vinden er van eindig veel an-
dere krommen moet worden beslist of ze
een rationaal punt hebben of niet. Het is
dus niet voldoende om van een specifieke
V te kunnen beslissen of V(Q) leeg is of
niet om V(Q) te kunnen berekenen.

Diophantische en andere modellen

Het meest recente werk aan Q-diophan-
tische verzamelingen maakt gebruik van
het concept ‘diophantisch model van Z’.
Dit is een aftelbare diophantische verza-
meling D in QN met een bijectie t : Z — D
zodat de grafen van de bewerkingen + en
x in Z3N door ¢ naar diophantische verza-
melingen in Q3N worden gestuurd.

Het idee is dat zo'n diophantisch mo-
del een manier oplevert om, in het bijzon-
der onbeslisbare, uitspraken over Z te ver-
talen naar, in het bijzonder onbeslisbare,
uitspraken over Q. Als zo'n diophantisch
model bestaat, dan is het antwoord op Hil-
bert’s probleem in breuken nog steeds ne-
gatief: zie de vorige opgave. Het vermoe-
den van Mazur is ook nog steeds fout [12].

Een eventueel dergelijk geconstrueerd
“logisch’ tegenvoorbeeld voor het vermoe-
den van Mazur zou geen bijzondere meet-
kundige structuur hebben en dus precies
aan de andere kant van het spectum va-
riéteiten liggen dan de meetkundig bijzon-
dere exemplaren waarvoor het antwoord
op het vermoeden positief is.

Goed, we weten niet of Z een diophan-
tisch model heeft in Q, dus gaan we dit
probleem op twee manieren afzwakken:
door de ring Q te vervangen door een klei-
nere ring R, en door de definitie van ‘diop-
hantisch model” af te zwakken. In elk van
de gevallen worden de beste resultaten be-
komen door het inzetten van al onze ken-

nis over: elliptische krommen!
Voor R € Q een deelring van Q kan

de lezer nu vast zelf bedenken wat ‘een
diophantisch model van Z in R’ betekent.
Alle ringen R tussen Z en Q zijn van

Julia Robinson rond 1985

de vorm Z[S~1], dat wil zeggen, bestaan
uit breuken waarvan de noemers alleen
deelbaar zijn door priemen in een ge-
geven verzameling S C Z. Voor S =
{alle priemgetallen} is Z[S~!] = Q. Bjorn
Poonen gebruikte in 2003 elliptische krom-
men om aan te tonen dat Z een diophan-
tisch model heeft in Z[S~1] voor een ‘gro-
te’ verzameling priemgetallen (namelijk,
van dichtheid 1) [13].

We kunnen ook vragen of Z {iberhaupt
te definiéren is door een formule in de eer-
ste orde taal van de ring Q. Het antwoord
is gelukkig ja, en werd gegeven door Julia
Robinson in 1949 [14].

Dit resultaat ziet er als volgt uit: een ra-
tionaal getal x € Q is een geheel getal pre-
cies dan als

(Vx1,x2, %3, X4, X5) (3Y1, Y2, Y3, Ya)
(Vz1, 22, 23)(Fu)
(P(x,x1, X2, X3, X4, X5, Y1, Y2,

Y3, Y4,21,22,23,1) = 0)

met P een expliciet polynoom dat de lezer
bespaard zij. In het algemeen heet een ver-
zameling D C QN definiéerbaar als x € D
equivalent is met een formule van deze
vorm (met eventueel meer kwantoren en
veranderlijken).

Een definiéerbare verzameling kan best
ingewikkeld te begrijpen zijn als er heel
veel kwantorenwisselingen in staan. Een
formule met alleen 3-kwantoren zegt iets
over het bestaan van oplossingen van een
diophantische vergelijking. Een formule
met V gevolgd door 3 zegt iets over het be-
staan van oplossingen in een familie van
diophantische vergelijkingen. Hartley Ro-
gers Jr. schrijft: “The human mind seems
limited in its ability to understand and vi-
sualize beyond four or five alternations of
quantifier.” [15]

2
o
£
b=l
a
2
=)
k-]
=
2
a

Nu is Z een Q-diophantische verzame-
ling precies als er een soortgelijke for-
mule bestaat zonder V-kwantoren. Men
kan zich afvragen of we een formule
kunnen bedenken met alvast minder V-
kwantoren, of met minder kwantorenwis-
selingen (hier zijn er drie). Hiertoe nog een
veralgemenisering van de notie ‘diophan-
tisch model”: de verzameling D C QN is
een model van Z over Q als D een defi-
niéerbare verzameling is in ON en er een
bijectie t : Z — D bestaat die de gra-
fen van 4+ en X in definiéerbare verza-
melingen omzet. In recent werk van de
auteur met Karim Zahidi [16] wordt aan-
getoond dat er een model is van Z over
Q dat gedefinieerd kan worden door een
formule met maar één V-kwantor en twee
kwantorenwisselingen, tenminste als (bij-
voorbeeld) volgend vermoeden over ellip-
tische krommen waar is.

Vermoeden. Bekijk op de elliptische krom-
me

y? =3+ 12 + 11x

de veelvouden nP van het punt P =
(1/4,15/8) in de groep E(Q) en schrijf

nP = ((An/Bn)?, AnCn/B)

met Ay, By, C;, onderling ondeelbare ge-
hele getallen; dan heeft voor elke n € Z~
het getal C;; een priemdeler p = +2 mod
5, zodat p geen deler is van C,,/p en van
Civoorallei < n.

Hieruit zou dan volgen dat er een onbe-
slisbare zin is in de eerste-orde theorie van
Q met maar één V-kwantor, dat wil zeggen
één kwantor weg van een negatief ant-
woord op Hilbert’s probleem in breuken.
Men kan het vermoeden ‘heuristisch
bewijzen’. De redenering lijkt op de heu-
ristiek voor het aantal Mersenne-priem-
getallen van Wagstaff: men berekent de
waarschijnlijkheid dat een random getal
dat even groot is als het primitieve deel
van C, (dat men kan afschatten via diop-
hantische approximatie) enkel delers p =
+1 mod 5 heeft. Men kan het vermoe-
den ook ‘in dichtheid bewijzen”: we heb-
ben bijvoorbeeld voor een andere ellipti-
sche kromme laten zien dat voor tenmin-
ste 95.5% van alle priemgetallen 7, een
soortgelijk vermoeden waar is voor B,.
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Conclusie

Het valt op dat de meeste hedendaagse
ontwikkelingen vlijtig gebruik maken van
moderne arithmetische meetkunde (voor-
al elliptische krommen). In zekere zin is de
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