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Overzichtsartikel

Een eenvoudig bewijs van

Onlangs is in de serie Grundlehren der mathematischen Wissen-
schaften het boek ‘Tauberian Theory, a Century of Developments’
van de hand van Jaap Korevaar verschenen. Het plan voor het boek
lag er al enige tientallen jaren en sinds 1999 heeft hij er onafge-
broken aan gewerkt. Belangrijke Tauberstellingen doen uitspraken
over convergentie van machtreeksen op grond van hun gedrag aan de
rand van het convergentiegebied. De theorie kent vele mooie toepas-
singen, onder andere in de analytische getaltheorie. Jaap Korevaar,
vooraanstaand specialist op Tauber-gebied, is emeritus hoogleraar
analyse aan de Universiteit van Amsterdam. Hij laat zien dat met de
huidige kennis van de Taubertheorie een eenvoudig bewijs van de
priemgetalstelling is te geven.

Het meest directe bewijs van de priemgetalstelling verkrijgt men
uit een eenvoudige vorm van de Wiener-lIkeharastelling. Deze
vorm wordt afgeleid door aanpassing van Newmans methode
van contour-integratie.

Inleiding
Zij 7(t) het aantal priemgetallen niet groter dan . De beroemde
priemgetalstelling (PGS) zegt dat

7i(t) ~ L als t — oo. @

log t

In woorden: 7(t) gedraagt zich asymptotisch als ¢/ log ¢, dat wil
zeggen, de verhouding van de eerste tot de tweede grootheid na-
dert tot 1 als t — oo. Hier betekent log de natuurlijke logaritme.

Een aardig boekje over de PGS is [16]; zie ook [1] en [13] voor
geschiedenis en ontwikkelingen.

Op grond van tellingen veronderstelden Euler, Gauss en Le-
gendre reeds dat ¢/ logt een redelijke benadering is voor 7(t).
Later vond Chebyshev constanten ¢ < 1 < C (vrij dicht bij 1)
zodanig, dat voor t > t,

t t (2)
Cilogt <n(t)<C

De eerste bewijzen van de PGS verschenen in 1896; zij werden
(min of meer onafhankelijk) gevonden door Hadamard [5] en de
la Vallée Poussin [17]. Beide auteurs maakten gebruik van Ha-
damard’s theorie van gehele (dat wil zeggen overal analytische)
functies, die speciaal met het oog op de PGS ontwikkeld was. De
bewijzen waren heel ingewikkeld, maar enkele jaren later kon
de la Vallée Poussin ook een schatting voor 7(t) afleiden met
een goede restterm. Sindsdien hebben vele wiskundigen eenvou-
digere bewijzen van (1) gezocht en gevonden. Hier moet men
allereerst Landau noemen; zie [11]. Een belangrijke doorbraak
kwam met de Taubertheorie van Wiener (1928-1932); zie [18], [19].
De zogenaamde Wiener-Tkehara stelling levert de meest directe
weg naar de PGS; vergelijk het artikel van zijn leerling Ikehara
[7] en de artikelen [12], [2]. Uit Wieners werk volgt dat de PGS
equivalent is met het feit, dat de zogenaamde Riemann zetafunctie
¢(z) geen nulpunten heeft op de lijn {Rez = 1}; zie [9] of [10]
(sectie I11.3).

Voor complexe z = x + iy met reéel deel x groter dan 1 wordt
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de priemgetalstelling

de zetafunctie gegeven door de som van de Dirichletreeks

21

Deze formule maakt {(z) een analytische functie op het halfvlak
{Rez > 1}. Voor andere waarden van z definieert men {(z) als de
analytische voortzetting van de somfunctie in (3). Het blijkt dat
{(z) analytisch is in het gehele complexe vlak, behalve in het punt
z = 1. Daar heeft de zetafunctie een pool van de eerste orde, met
residu 1. Met andere woorden, het (voor z = 1 continu gemaakte)
verschil

1 (4)

§(2) = ¢() — —=

is een gehele analytische functie.

De meeste bewijzen van de priemgetalstelling gebruiken het
nulpuntvrij zijn van de zetafunctie op de lijn {Re z = 1}. De voor-
naamste uitzonderingen zijn de zogenaamde elementaire bewij-
zen van Selberg [15] en Erdés [4] uit 1949. ‘Elementair” betekent
hier: ‘vrij van complexe analyse’. Deze bewijzen zijn ingenieus
maar zeer ingewikkeld. De Selberg-Erd6s methode heeft tenslotte
geleid tot bijna even goede restschattingen voor 7(t) als de com-
plexe methoden; zie [3]. Het boek [10] behandelt diverse bewijzen
van de PGS met behulp van Tauberstellingen.

In 1980 publiceerde Newman [14] een betrekkelijk eenvoudig
bewijs voor de PGS met behulp van complexe analyse. Twee va-

riaties op zijn bewijs, die overigens sterk op elkaar lijken, staan in
[8] en [20]. In dit artikel wordt Newmans methode aangepast om
het volgende speciale geval te bewijzen van de Wiener-Ikehara
stelling, dat voldoende is voor de PGS.

Stelling 1. Stel dat de Dirichletreeks

(o]
a . .
z n—’;, met coéfficiénten an > 0, ®)

n=1
convergeert in het halfvlak {Rez > 1}. De somfunctie f(z) zal ana-
Iytisch zijn in dat open halfvlak; stel nu dat er een constante A is zoda-
nig, dat het verschil

— A (6)
8(2) = () - 2
een analytische (of continue) voortzetting heeft tot het gesloten halfvlak
gegeven door {Re z > 1}. Veronderstel tenslotte dat de partiéle sommen
§n = Y }_q ax begrensd worden door een constante maal n. Dan geldt

@)

Sy ~An als n — oo,

dat wil zeggen, s, /n — A.

Als illustratie kan het geval van de zetafunctie dienen. Hier is
ay, = 1 en heeft men (6) met A = 1. Het is duidelijk dat hier
de conclusie s; ~ n geldig is!

De hypothese s, < Cn in stelling 1 kan gemist worden en zij
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Figuur 1 Grafiek van 12/ log 1 gedeeld door het aantal priemgetallen niet groter dan n

komt niet voor in de oorspronkelijke Wiener-Ikehara stelling. Met
een wat ingewikkelder redenering dan die in dit artikel kan de
extra hypothese uit de overige onderstellingen afgeleid worden.

Afleiding van de priemgetalstelling
We beginnen met het Eulerproduct voor ¢(z): voor Rez > 1 geldt

C(Z)fii* |—| (1+i+i+...)
n=1 n* p priem pz pZZ

1 ®)

= T

p priem

De productformule volgt uit de unieke representatie van een na-
tuurlijk getal n > 2 als product van machten van priemgetallen:

n=pf"-..pl, waar p; <--- <pp, m; > 1.
In het bijzonder volgt uit (8), dat {(z) # 0 voor Rez > 1.
Logaritmische differentiatie van het (omgekeerde) Euler pro-

duct geeft

_ p_“logp _ logp (9)
fl(z)i_é(z)i z -z .

z mz
p priem p ppriem, m>1 p

Door herschikking van de termen krijgt men de Dirichletreeks

_ 5 A (10)
h(z) = n; e
waarin de coéfficiénten gegeven worden door de von Mangoldt
functie,

0 alsn=1,
alsn=p" metppriemenm >1, (17)
0 als n tenminste twee verschillende

priemfactoren heeft.

In dit geval geven de partiéle sommen van de coéfficiénten de
Chebyshev functie 1:

n
> logp. (12)
k=1 p<n

Uit de tweede Chebyshev ongelijkheid (2) volgt onmiddellijk, dat

logn

von = 3 1282 0gp < amytogn < cm 9

zie lemma 3. Chebyshev wist ook al, dat de (toen nog onbewezen)
priemgetalstelling equivalent is met de asymptotische relatie

zie [11]. We zullen deze equivalentie in lemma 4 verifiéren.

Voor de toepassing van stelling 1 moeten we weten, hoe f; (z)
zich gedraagt wanneer z naar de rand van het halfvlak {Rez > 1}
toeloopt. We gebruiken nu het essentiéle feit dat {(z) # 0 op de lijn
{Rez = 1}; zie lemma 2. Hieruit volgt dat f1(z) = —('(z)/{(z)
analytisch is in alle punten van die lijn, behalve natuurlijk in het
punt z = 1. Tenslotte volgt uit het feit dat {(z) zich rond het punt
z = 1 gedraagt als 1/(z — 1), dat f;(z) zich daar precies zo ge-
draagt. Samenvattend,

§1) = file) ~ == 45

is analytisch in alle punten van het gesloten halfvlak {Rez > 1}.

1R 21

a—

— R Z9

Figuur 2 De integratiewegen behorende bij het bewijs van stelling 2
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De getallen a, = A(n) en de bijbehorende functies f = f; en
g = g1 voldoen aan de voorwaarden van stelling 1 met A = 1; de
partiéle sommen s, = y(n) zijn begrensd door Cn. Conclusie:

P(n) ~n als n— oo.

Hiermee is aangetoond dat de PGS volgt uit stelling 1.

Herformulering van stelling 1

Voor het bewijs voeren we een reductie uit tot een stelling over
Laplace-getransformeerden van begrensde functies. Neem aan
dat de voorwaarden van stelling 1 vervuld zijn en definieer

s(v) = z a,

k<v
zodat s(v) niet afnemend is, s(v) = s, voorn < v < n+1en

s(v) = 0 voor v < 1; het quotiént s(v)/v zal begrensd zijn. Met
partiéle sommatie volgt nu uit (5) dat voor Rez > 1,

TS ¢ f1 1 }
f(Z) nzl n* n=1 o { n* (7’1 + 1)2 (16)

n+1 1 00 1
snz/ v o = z/ s(v)v™* do.
n 1

3
Il
R

In verband met (6) kan men dan schrijven

A Az

8(2)—A:f(z)—zj—A:f(Z)—Z_1 (17)

:z/loo{ﬁ—A}v’zdv.

Voor v > 1 substituéren we tenslotte

(18)

we nemen p(t) = 0 voor ¢ < 0. Op grond van de gegevens is p(t)
een begrensde functie, die voor t — oo niet snel kan afnemen.
Preciezer gezegd, voor t > u geldt

p(t) — p(u) > —e(t,u), (19)

waar &(t,u) — 0
alsu — coen0 < t—u — 0. Inderdaad, in ons geval is het
verschil p(t) — p(u) voor t > u > 0 gelijk aan

efts(et) —e Hs(et) > (e’t —e M)s(e") > —C{1 - e*(tfu)}.

Elke functie p, die aan (19) voldoet, wordt een langzaam afnemende
functie genoemd, ofschoon zo'n functie best toenemend zou kun-
nen zijn!

We beschouwen nu de Laplace-getransformeerde van p:

Lo(z) = /Ooo p(t)e *dt = /100 {@ - A} v o (20)
_glz+th) -4
z+1 '

Alfred Tauber werd op 5 no-
vember 1866 geboren in
Bratislava (Slowakije) en
stierf op 26 juli 1942
in het concentratiekamp
van Theresienstadt. Hij
studeerde aan de univer-
siteit van Wenen, waar
hij ook zijn Habilitati-
onsschrift verdedigde. Hij
was hoogleraar aan deze
universiteit van 1908 tot
1933 en werkte geduren-
de deze tijd ook als ac-
tuaris. Zijn wetenschap-
pelijk werk verrichtte hij
grotendeels op het ter-
rein van de analyse, maar
ook was hij geinteresseerd
in actuariéle theorie, sta-
tistiek en kansberekening.

Copyright: Bildarchiv der Osterreichischen Nationalbibliothek, Wien

Uit de hypothesen van stelling 1 volgt dat Lp(z) analytisch is voor
Rez > 0, en een analytische of continue voortzetting heeft tot het
gesloten halfvlak {Rez > 0}. Te bewijzen is, dat p(t) — 0 als
t — oo. Stelling 1 volgt dus uit de (algemenere)

Stelling 2. Zij p(t) = 0woor t < 0en |p(t)] < M < oo voor t > 0.
De Laplace-getransformeerde

G(z) = Lp(z) = /Ooo p(t)e 2dt, z=x+iy, (21)

definieert dan een analytische functie voor x > 0. Stel dat G(x + iy)
voor —R < y < Runiform (of in L) convergeert naar een limietfunctie
G(iy) als x \, 0. Dan geldt voor elke positieve T en 5,

T+5 AM
d -
/T o(t) t’ =R (22)

1 R eéiy -1 yz o
. ; 7 Yy
n 271'/_R Glin) (1 Rz)e dy‘.

Als in de onderstellingen R willekeurig groot genomen mag worden en
p bovendien langzaam afnemend is, heeft men

o(T) -0 als T — oo. (23)

Bewijs van stelling 2
Eerst volgt het bewijs van ongelijkheid (22).

Bewijs. We beschouwen de volgende functie, die analytisch is in
het gehele z-vlak:

Gr(z) = /OT p(t)e ?dt, z=x+iy. (24)
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We moeten dan het verschil

T+6 (25)

Gr45(0) — Gr(0) = ,/T o()dt

afschatten.

Bij het symposium ter gelegenheid van de tachtigste verjaardag

Ter gelegenheid van de tachtigste verjaardag van Jaap Korevaar
organiseerde Jan Wiegerinck in januari 2003 een feestelijk sym-
posium met vier sprekers, waaronder drie van de promovendi
van Korevaar. De sprekers staken de breedheid van Jaap en de
invloed die hij op hen had niet onder stoelen of banken. Ook
zijn enthousiaste, heldere en inspirerende manier van lesge-
ven, zijn liefde voor de wiskunde en zijn werkkracht werden
genoemd: tien jaar geleden ging hij met pensioen maar vrij-
wel dagelijks kon men hem aantreffen op het KdV-instituut, de
laatste jaren werkend aan een boek over Tauberstellingen.

Jaap, niet alle lezers zullen weten dat je vijfentwintig jaar in de
Verenigde Staten gewerkt hebt.

Ik begon in 1940 met mijn studie, door de oorlogsomstan-
digheden grotendeels op eigen houtje en met maar weinig
gelegenheid om hulp van anderen te krijgen. Na mijn stu-
die werkte ik op het Mathematisch Centrum (nu CWI), de
University of Wisconsin in Madison en de University of Ca-
lifornia in San Diego. In 1974 kwam ik terug naar Nederland
als hoogleraar aan de UvA.

In 1993 ging je met pensioen. Je bleef onderzoek doen en vatte het
plan weer op een boek te schrijven over Taubertheorie. Wat is Tau-
bertheorie?

Stel je voor dat je een reeks y 5> ;a, = ag +aj + - - - hebt, dan
kun je je afvragen wanneer je deze reeks sommeerbaar met
som A noemt. Je denkt dan onmiddellijk aan

Sy =ag+ag+---+a, — A,

anders gezegd als de reeks convergent is met som A. Maar
het kan voorkomen dat een reeks niet convergent is maar dat
we toch een som willen toekennen aan de reeks. Zo noemen
we de reeks Cesaro-sommeerbaar als de rij van partiéle som-
men Cesaro-convergent is:

Dan heeft de divergente reeks 1 —1+1 — 1+ --- wel een
(Cesaro) som, namelijk 1, anders gezegd Cesaro-sommeer-
baarheid is krachtiger dan gewone convergentie. Sommige
reeksen zijn ook niet sommeerbaar in deze nieuwe zin. Nog
krachtiger is Abel-sommeerbaarheid van de reeks. Dat houdt
in dat

[ee]

z a,x"* convergentis voor |x| <1
n=0
en f(x Zunx — Aalsx 11

n=0

(i) Zij T de positief georiénteerde cirkel C(0,R) = {|z| = R}; zie
figuur 2. De stelling van Cauchy geeft

27T1GT / GT (26)

Denkend aan grote T ligt het voor de hand, om Gr(z) in het rech-
ter halfvlak {x > 0} te vergelijken met G(z):

(Gr(2) ~ 6] = | [t

Enigszins analoog heeft men voor x = Rez < 0,

Gra)l = | [ ol

(ii) Voor grote x wordt de factor e~ T%in (27) veel kleiner dan nodig
is, terwijl in (28), de factor e=T* = ¢T*l juist veel te groot kan
worden. Eén van Newmans briljante ideeén [14] was om in een
Cauchy formule zoals (26), een factor eTZ te introduceren onder
het integraalteken:

*Zfdt’ < M/we*xfdt _ M ,-1x (27)
<M[ .

T
_tht‘ g/ Me ¥ dt < %e_“. (28)
0 X

27iGr(0 / Gr(

Blijft nog het probleem dat de noemers x en |x| in (27), (28) voor
kleine |x| problemen geven. Hiervoor bedacht Newman de vol-
gende ingenieuze oplossing: vervang de factor 1/z in de Cauchy
formule door (1/z) + z/R?. Op de cirkel T" geldt

1 z 2x (29)

en volgens de residuénstelling heeft men

(g

(iii) In verband met (27) en (30) wil men ook G(z) over een ge-
schikte weg integreren. Maar G(z) is in het algemeen niet analy-
tisch in het linker halfvlak {x < 0}, dus die functie kan men niet
over I integreren. Wel kan men de stelling van Cauchy toepassen
op G(z)/z, of op

27T1GT / GT

1 z
T
Glz)e™* (; + ﬁ) /

als men integreert over een weg die geheel in het rechter halfvlak
ligt. We voeren enkele speciale integratiewegen in. Zij I'; het deel
van I in het rechter halfvlak, I; het deel van I' in het linker half-
vlak. We noteren met o het georiénteerde segment van de imagi-
naire as van iR naar —iR; zie figuur 2. Vervolgens voeren we, voor
kleine r > 0, de hulpweg o; in, die bestaat uit het gedeelte van de
lijn x = r tussen het bovenste snijpunt z; = r + iV RZ — r2 met
de cirkel T, en het onderste snijpunt z; = r — iv/R% — r2. Het deel
van [ tussen z; en z; noemen we I ,. Dan geldt volgens Cauchy
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' 1 (31)
0= G(z)e™? d
T, +o; (Z)e ( Rz) =

(iv) Combinatie van (30) en (31) geeft voor elke kleine r > 0
27iGr(0) :/ {Gr(z) — G(z)}eT? <1 + ﬁ) dz
rl,r‘

1 z
+ -/F*FU GT(Z)ETZ (E + ﬁ) dz (32)

' 1 z
_ Tz (= . =
/UVG(z)e (Z+R2)dz
=L (R,7,T)+ L(R,1,T) — I;(R, 1, T),

zeg. Er is een analoge formule voor G, 5(0). Op het eind moeten
wij het verschil G7.45(0) — Gr(0) afschatten, in het bijzonder ook

L(R, 5, T+6) — (R, 7, T) :/ G(2){e(T+)% _
=/ G(z)

0z
e”” —1 z Tz
., 2 <1 + ﬁ) e dZ.

Wegens het gegeven randgedrag van G(x + iy) voor x \, 0 mo-
gen we hier r naar nul laten gaan, en dat mag dan ook in de for-
mule voor Gr45(0) — Gr(0). Als resultaat verkrijgen we de onge-
lijkheid

27|Gr45(0) — Gr(0)]

: e -1 22\ 1,
/UG(Z) . (1+ﬁ)e dz

+ |L(R,0,T+68) —(R,0,T) + I(R,0,T +8) — ,(R,0,T)|.

< (33)

Hier verwijst I;(R, 0, -) naar integralen, verkregen door ' , = I
te nemen en 0, = 0.
(v) Uit (32), (27) en (29) volgt

1
L(R,0,T) < [ 1G1(z) = G)le™| | + =y
s

< / ME_TXETXZ—XMZ‘ (34)
nox R2
_2M 2nM
R = .
T R2 "R

Op analoge manier geven (32), (28) en (29) dat

1 271M  (35)
< Tz -
B(RO0,T)| < [ [Gr()e™] |+ i

=7 |14z < ——

Dezelfde ongelijkheden gelden voor |I;(R,0, T + §)].
Combinatie van (25) met (33)-(35), en deling door 27, geeft

e’z -1 72 T
/JG(Z) . <1+ﬁ)e *dz|.

Substitueert men hier z = iy met —R < y < R, dan volgt de
gewenste ongelijkheid (22). O

T+
‘/ dt‘<—+—

eT?) ( RZ2) dz

Zo is de reeks 1 —2 4+ 3 — 4 + - - - niet Cesaro-sommeerbaar
maar wel Abel-sommeerbaar, met som %. De Oostenrijkse
wiskundige Tauber (1866-1942) bewees in 1897 een omke-
ring van de implicatie ‘convergent = Abel-sommeerbaar’,
en wel onder de extra conditie dat na,, — 0. Later, in 1911,
bewees Littlewood dat begrensdheid van de rij 74, ook vol-
doende is voor deze omkering. Dit is de start geweest van
veel van zulke stellingen: een sterke vorm van sommeerbaar-
heid plus een extra conditie die een zwakkere vorm van som-
meerbaarheid impliceert. Hardy en Littlewood introduceer-
den de term Tauberstelling voor een dergelijke omkering.
Sinds het begin van de vorige eeuw heeft het gebied zich
sterk ontwikkeld. Ik wil graag één belangrijke impuls noe-
men: de getaltheorie, in het bijzonder het zoeken naar een-
voudiger bewijzen van de priemgetalstelling.

Waarom schriff je er een boek over?

Taubertheorie is een omvangrijk gebied van de wiskunde
waar meer dan een eeuw aan gewerkt is, en waar nog steeds
mensen aan werken. Ikzelf heb daar ook mijn bescheiden
steentje aan bijgedragen. Ik ben redelijk goed op de hoogte
van de literatuur op dat gebied en had het gevoel dat het
goed zou zijn die theorie nu eens systematisch te rangschik-
ken, met eenheid in de terminologie, zo mogelijk ook met
hier en daar een eenvoudiger bewijs. Ik had als beeld voor
ogen een boek waarin de stand van zaken van dit moment
weergegeven is. Enkele tientallen jaren geleden was mij al
eens gevraagd een dergelijk boek te schrijven, maar hoewel
ik wel al wat materiaal verzameld had was het er nooit van
gekomen. In 1999 ben ik er uiteindelijk toch aan begonnen.
Waar je bij het schrijven van zo'n overzicht mee geconfron-
teerd wordt is dat het boek steeds maar uitgebreider wordt.

Het is duidelijk dat je dit project met veel plezier gedaan hebt. Maar
zoiets neemt natuurlijk veel tijd in beslag. Kwam je nog aan andere
bezigheden toe?

Andere liefhebberijen zoals tuinieren en het luisteren naar
muziek schoten er wel eens bij in, zeker de laatste tijd. Ver-
der weet je dat ik het erg leuk vind om te wandelen. Ook
daar had ik wat minder tijd voor, maar ik denk het binnen-
kort weer meer te gaan doen. Er zijn nog zoveel paden in
Nederland waarover ik niet gelopen heb! Nog niet zo lang
geleden schrok ik niet terug voor een tochtje van een kilome-
ter of 25. Nu is 18 kilometer genoeg, je wordt tenslotte een
jaartje ouder, nietwaar.

Peter de Paepe in: Nieuwsbrief van het Korteweg-de Vries Insti-
tuut voor Wiskunde.

Vervolgens bewijzen we de tweede bewering in stelling 2.

Bewijs. (vi) Voor vaste  en R zal de laatste integraal in (22) naar
nul gaan als T — co. Inderdaad, als G(z) analytisch is op het seg-
ment [—iR,iR] van de imaginaire as, kan men partiéle integratie
toepassen: ¢/ TVdy = {1/(iT)}de'™Y, enz. Weet men alleen dat de
randwaarden G(iy) continu zijn of integreerbaar, dan kan men
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het Riemann-Lebesgue lemma gebruiken. De conclusie is in beide
gevallen dat

T+6
lim sup ‘/ p(t)dt‘ < % (36)
T

T—o0

(vii) We nemen nu aan dat R willekeurig groot gekozen mag wor-
den. Dan zal voor elk getal 6 > 0,

T+6
/ p(t)dt - 0 als T — oo. (37)
T

Onderstel tenslotte dat p(t) langzaam afnemend is; zie (19). De

ongelijkheid

T+ T+
/ {p(t)—p(T)}dtZ—/T e(t, T)dt

JT

laat zien, dat

mng/m t+/

Uit (37) en de eigenschappen van (¢, u) volgt dan, dat voor gege-
ven ¢ > 0 en voldoend kleine 6 > 0,

limsup 6p(T) < ¢4,

T—oo

limsup p(T) <e.

T—o0

Dit geldt voor elke ¢ > 0, zodat lim sup p(T) < 0. Voor een onge-
lijkheid in de andere richting kan men beginnen met [7_; p(t)dt.
g

Enkele nuttige eigenschappen

We verifiéren hier enkele eigenschappen van de zetafunctie en de
functies 77(-) en (), die nodig waren voor de afleiding van de
PGS uit stelling 1. Diverse boeken bevatten meer achtergrondin-
formatie; klassieke titels zijn [11] en [6].

Lemma 1. De functie

g(z) =¢(z) — , Rez>1 (38)
z—1
heeft een analytische voortzetting tot het halfvlak {Rez > 0}.
Bewijs. Uit (16) en (17) volgt dat
g(z) =¢(2) - 71 7 =1 +Z/ ([v] = v)o~* 1do. (39)
- 1

Omdat [v] — v begrensd blijft, definieert de laatste integraal een
analytische functie op het halfvlak {Rez > 0}. O

Lemma 2. De functie {(z) heeft geen nulpunten op de lijn {Rez = 1}.

Bewijs. Het Euler product (8) voor z = x + iy met x > 1 geeft:

log |¢(x+iy)| =Re z —log(l-p*)=Re )
4

1

ng

*cos(kylogp).

Gebruik nu de nuttige relatie

3+4cos0+4 cos20 =2(1+cos0)? >0 voor alle (reéle) 6.

In combinatie met (40) geeft zij voor 6 = ky log p:

3log((x) +4log |¢(x +iy)| + log |¢(x + 2iy)| > O,

zodat

()] (x +iy)||¢(x +2iy)| > 1 1)

(x>1).
Stel nu een ogenblik dat de analytische functie {(z) een nulpunt
zou hebben in het punt z = 1 + iy (natuurlijk met y # 0). Dan zou
¢*(z) daar een nulpunt hebben van tenminste de orde 4, zodat
¢H(x+iy) = O{(x —1)*} wanneer x \, 1. Daar echter {(x) =
O{1/(x — 1)} zou het linkerlid van (41) tot nul moeten naderen
wanneer x \, 1, een duidelijke tegenspraak! O

Lemma 3. De telfunctie 7t(t) voor de priemgetallen wordt voor t > 2
begrensd door een constante maal t/ log t.

Bewijs. De binomiaalcoéfficiént (Zn”) is deelbaar door alle priem-
getallen p in (n,2n), dus ook door hun product. Zodoende geldt

|_| p < (Zn) <22,
n<p<2n n

Voor n = 2k~1 volgt hieruit

(log 2 ) {m(2") —m(2" 1)} <

2k-1<p<2k

logp < 2k log2,

zk

(26 — (21 < 1

zodat voork > 3enm = [k/2],

2k 2k—1 2m+2
k m+1 s . -
m(2%) < (2 )+k +k 2+ +m+1
2k+1 2k
2[k/2]+1 < Z
T2 =% O

Lemma 4. De asymptotische relatie 1(t) ~ t voor de Chebyshev func-
tie is equivalent met de priemgetalstelling.

Bewijs. Analoog aan (13) heeft men voor t > 2:

7(t)logt. (42)
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Vi 2<u<p<tgeldt logt 1 t logt
oor2 <u<p<tge (t) ogt _ + P(t) og . (43)
t logt t logt—2loglogt
log p P(t)
= < 2or N\
() = m(u) + up<t s 7u) + wG<t logu e logu Combinatie van (42) en (43) laat zien dat
Dooru =t/ log2 t te nemen vindt men lim 7(t) logt -1 lim Y(t) -1
t—o00 t t—o0 t
O
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