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Mersenne en het Syracuseprobleem

In 2003 vierde het Koninklijk Wiskundig Genootschap haar 225-ste
verjaardag. Ter gelegenheid hiervan schreef het bestuur een prijs-
vraag uit. Er viel 225 euro te verdienen met de formulering van het
meest originele wiskundige probleem met uitkomst 225. Donder-
dag 1 mei 2003 werd tijdens het Nederlands Mathematisch Congres
in Nijmegen deze prijs toegekend aan John Simons, hoogleraar Be-
stuurlijke Informatiekunde in Groningen. Samen met Benne de We-
ger, cryptoloog aan de Technische universiteit Eindhoven, doen zij
onderzoek naar het 3x + 1-probleem. Hun oplossing voor de prijs-
vraag is aan dit probleem gerelateerd.

Wie het raadsel van Syracuse wil doorgronden
zal zelden een cyclus hebben gevonden.

Maar als het WG gaat verjaren

wel generale cycli ontwaren,

kwadratisch met Mersenne verbonden.

Het 3x + 1-probleem (ook bekend onder de namen ‘Syracuse pro-
bleem’ en ‘Kakutani probleem’ en ‘probleem van Collatz’) gaat
om het volgende. Definieer een rij (x;;),>0 door een geheel ge-
tal xg > O te kiezen, en verder x,, ;1 = x,/2 voor even X, en
Xp+1 = (3x, +1)/2 voor oneven x,,. Het 3x + 1 vermoeden zegt
dat voor iedere keuze xy op den duur de cykel (1,2) verschijnt.
Onder meer Paul Erdos bood een geldbedrag voor een bewijs van
dit 3x 4+ 1 vermoeden. Ondanks diverse benaderingen laat zo'n
bewijs nog altijd op zich wachten.

Generalisaties van het probleem worden bijvoorbeeld gekre-
gen door een oneven g te nemen in de stap x,41 = (3x, +¢)/2
voor x, oneven. Een vermoeden van Lagarias (1990) zegt dat als
q > 3 (en g # 3'), dan is er behalve de cykel (g,24) nog min-
stens een andere cykel. Volgens een vermoeden van Moller (1978)
is voor elke g het aantal cykels eindig. Als we uitgaan van de
juistheid hiervan, dan is de notatie S(g) voor de som van alle cy-
kellengtes in het 3x + g-probleem, goedgedefinieerd.

Voor het oneven getal g in deze generalisatie kan in het bij-
zonder het k-de Mersenne-getal My := 2K — 1, of het kwadraat
M,% daarvan, genomen worden. In deze tekst schetsen we een
aanpak om het al dan niet bestaan van cykels # (1,2) voor het
3x + 1-probleem aan te tonen. Deze aanpak blijkt ook voor het
meer algemene 3x + g-probleem van toepassing. Verder behande-
len we aanvullende vermoedens en resultaten ter ondersteuning
van het NMC-225 Vermoeden, hetgeen zegt dat (voor k > 2) het

getal S(M2) — S(Mj) minimaal is voor M2 = 225.

Het 3x + 1-probleem (intuitief)

Als er voor het 3x + 1-probleem een cykel is bestaande uit K one-
ven getallen en L even ‘grote’ getallen, dan is 2K+L ~ 3K Immers,
na L keer door 2 delen en K keer met ongeveer 3/2 vermenig-
vuldigen ben je terug bij af, dus 27% - (3/2)X ~ 1. Er volgt, dat
(K + L)/K een ‘goede’ benadering voor log 3/ log2 is. De vraag
is, wat ‘groot” en ‘goed’ in dit argument inhouden. Om dit te il-
lustreren, beperken we ons tot het speciale geval van een cykel
(x0, ..., xKx+L—1) bestaande uit K oneven gevolgd door L even ge-
tallen.

Het is eenvoudig na te gaan dat xp = a- 2K 1 enxx =
a-3K —1 voor zeker oneven getal a. Verder is xg/ 2L = x,. Dit
levert de vergelijking (281 — 3K) .7 = 2L — 1, die we herschrij-
ven als 1 — 3K/2K+L = (2L — 1)/(a - 2K+L). Het rechterlid is
kleiner dan 1/ (a - 2K), dus een noodzakelijke voorwaarde voor
het bestaan van onze cykel is een oplossing van de ongelijkheid
1 < 2K+L/3K <14 1/(a-2K —1). Omdat log(1 + x) < x voor
0<x<1, volgtdat0 < (K+L)log2—Klog3 < 1/(a-2K—1),
oftewel 0 < (K+L)/K—1og3/log2 < 1/(K-log2- (a-2K—1)).

Het rechterlid is kleiner dan 1/(2 - K?), mits K > 4. Uit de
theorie over rationale benaderingen van reéle getallen volgt nu,
dat (K+ L)/K een convergent is in de kettingbreukontwikkeling
van log 3/ log2. We concluderen dat voor een cykel zoals hier
wordt bekeken, geldt dat als K > 4 dan is (K + L) /K een conver-
gent in de kettingbreukontwikkeling van log 3/ log2. Merk op,
dat K > 4 impliceert dat xyp = a- 2K _ 1 > 15 en dus ook alle
Xi Z 15.

Voor K < 4 blijkt alleen K = L = 1 een oplossing te zijn.
Voor K > 4 bestaan er evenwel oneindig veel convergenten (zo-
als 8/5, 65/41, 485/306, ...), dus is een extra argument no-
dig om het aantal oplossingen te beperken. Dit wordt gegeven
door de theorie van lineaire vormen in logaritmen. Een fundamen-
teel resultaat van A. Baker (1968), later door anderen verfijnd,
zegt dat lineaire vormen van het type (K + L) log 2 — Klog 3, mits
ze positief zijn, van beneden kunnen worden begrensd door een
subexponentiele functie in K. Gecombineerd met de bovengrens
1/(a - 2K — 1) levert deze ondergrens een bovengrens voor K.
Hiermee volstaat het, slechts een eindig aantal convergenten te
testen.

De zo geschetste aanpak beschrijft de essentie van het bewijs
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van Steiner (1977) voor de stelling, dat (1,2) de enige cykel is be-
staande uit K oneven getallen gevolgd door L even getallen.

Steiners aanpak uitgebreid

Een hypothetische cykel voor het 3x 4 1-probleem zou ook in-
gewikkelder kunnen zijn dan hierboven beschreven. In het alge-
meen bestaat zo'n cykel uit ky oneven getallen, gevolgd door Iy
even getallen, gevolgd door k; oneven getallen, gevolgd door ...
enzovoort, met uiteindelijk k,,_1 en I,,_1 oneven/even getallen.
Hierin zijn alle k;,I; > 1. We noemen dit een m-cykel. Een niet-
triviale m-cykel is er per definitie een met alle x;,, > 2. Het totaal
aantal oneven getallen in een m-cykelisdus K := S kjenL:= S I;
is het aantal even getallen.

Voortbordurend op het werk van Steiner, bewees een van ons
in 2003 dat er geen niet-triviale 2-cykels bestaan. In hetzelfde jaar
konden we dit uitbreiden tot de stelling, dat er geen niet-triviale
m-cykels bestaan, als tenminste m < 68. Dit bewijs maakt gebruik
van een ondergrens voor K die gebaseerd is op een generalisa-
tie van een lemma van Crandall (1978), en een bovengrens voor
K, verkregen uit diophantische approximatie technieken. Een be-
langrijk ingredient hierbij is een diep resultaat van Laurent, Mig-
notte en Nesterenko (1995) over lineaire vormen in twee logarit-
men. De ondergrens is een dalende functie van m. De bovengrens
is een stijgende functie van m. Voor kleine m is de ondergrens
groter dan de bovengrens, dus zijn er geen oplossingen voor K.
Voor grotere m ontstaat een interval van mogelijke K-waarden.
Voor m > 68 zijn er K, L-waarden die aan de noodzakelijke ap-
proximatie voorwaarde voor log 3/ log 2 voldoen. Dat zijn daar-
mee potentiéle oplossingen. Voor een potentiéle oplossing moe-
ten op een efficiénte manier alle partities K = kg + k1 +... +k;,—1
worden geanalyseerd. Vooralsnog lijkt dit een blokkade voor een
bewijs van het 3x 4 1 vermoeden.

Generalisaties
Soms wordt een beter begrip van een probleem gekregen door
het in te bedden in een klasse van meer algemene problemen.
Er bestaan diverse generalisaties van het 3x 4 1-probleem. Voor
de hand liggen het 3x 4 g-probleem (g > 1 oneven), het px + 1-
probleem (p > 3 oneven) en het px + g-probleem (p > 3,4 > 1
beide oneven). Een ander soort generalisatie wordt gekregen door
de speciale rol van 2 in het probleem door een ander getal te laten
overnemen.

In de richting van het vermoeden van Lagarias hebben we het
volgende resultaat.

Lemma 1. Stel g > 0 is een oneven getal dat geschreven kan worden
alsq = 2" — 3% mets > 1en (r,s) # (2,1). Dan heeft het 3x + g-
probleem naast de cykel (q,2q) nog een andere 1-cykel.

Bewijs. We beginnen net als bij het resultaat van Steiner. Is m voor
het eerste oneven getal in de cykel, schrijf dan m + g = a - 25 met
a oneven. De cykel bestaat uit precies k oneven getallen, en het
eerste even getal in de cykel is a - 3¥ — g. Dit is gelijk aan 2/ - m
omdat de cykel verder uit alleen nog even getallen (zeg I > 1
zulke getallen) bestaat. Zo krijgen we de vergelijking

a~<2k+’—3k):q-(2l—1).

De oplossing @ = g,k = | = 1 correspondeert met de cykel (g, 27).

In het geval dat g te schrijven is als g = 2" — 3%, is ook a = 2/ — 1,
k =s,1 =r — s een oplossing. Deze levert een 1-cykel met s one-
venenr — s even getallen, mits s > 0. Alsbovendien (r,s) # (2,1)
dan is de tweede cykel verschillend van de eerste. O

Als voorbeeld bij dit lemma nemen we het 3x + 997-probleem
(997 = 210 — 33). Dit heeft de niet-triviale 1-cykel (19,527,1289,
2432,1216,608,304, 152,76, 38).

Het px + g-probleem (experimenteel)

Crandall liet in 1978 zien, dat voor veel beginwaarden x, de bijbe-
horende rij van het px + 1-probleem (p > 3) divergeert. Ditzelfde
geldt voor het px + g-probleem met p > 3 en g > 1, maar in dit
geval komen ook niet-triviale cykels voor. Zo heeft het 7x + 11-
probleem een cykel van lengte 34 bestaande uit getallen in het
interval (23, 34092). Experimenten voor allerlei waarden p, g ge-
ven dan aanleiding tot de volgende uitspraak: voor elk paar p, g
is het aantal niet-triviale cykels eindig. Voor p = 3 blijkt dit aantal
een stijgende functie van .

Het 3x + g-probleem (theoretisch)

Onze uitbreiding van de aanpak van Steiner generaliseert ook
naar het 3x + g-probleem. De onderstaande regels geven een sum-
miere schets hiervan.

Stel dat een m-cykel voor het 3x + g-probleem bestaat. Deze
bevat dan een aantal (zeg K) oneven getallen en een aantal (zeg L)
even getallen. We mogen veronderstellen dat het eerste getal in de
cykel oneven is en het laatste even. De cykel bestaat dan uitky > 0
oneven getallen, gevolgd door [y > 0 even getallen, gevolgd door
ki1 > 0 oneven getallen, enzovoort, tot een zekere I,,,_; > 0 even
getallen. Danis K = ¥;kjen L = 5;1;.

Evenals in het bewijs van lemma 1 kunnen we schrijven xy =
ap - 2ko — g voor zekere oneven 4y, en xy, = dg 3ko — g. Dan is
Xkot+ly, = |40 - 3k — g]/2b = ay - 2K — g voor zekere oneven a;.
Zo redenerend komen we tot oneven getallen a, ..., a,_1 metde
eigenschap x; ;. = [a;- 3K —q] /2l = a; 1 - 2501 —g.

De laatste gelijkheid kan worden herschreven als 2kivatli y3ki —
[a; —q-37%]/[a;+1 — g - 27%+1]. Vermenigvuldigen van deze ver-
gelijkingen levert 1 < 2K+L/3K < mi[a; - 28]/ [a; - 2k — q]. Dit
impliceert 0 < (K + L)log2 — Klog3 < Y;q/[a;- 2% —q] =
q%i1/x;.

We kunnen zonder verlies van algemeenheid aannemen, dat
X het minimale element is in de cykel, en dan volgt

0< (K+L)log2—Klog3 < m-q/xg.

Op analoge wijze als voor het 3x + 1-probleem kan vervolgens
een bovengrens en een ondergrens voor K worden afgeleid. Zo
kunnen voor kleine m alle m-cykels worden gevonden.

Mersenne generalisaties

Berekeningen suggereren, dat het 3x + 7-probleem precies 2 cy-
kels heeft, namelijk met lengtes 2,4 (dus som S(7) = 6). En het
3x + 49-probleem zou precies 3 cykels hebben, met lengtes 2, 4, 38
(en som 5(49) = 44).

Voor kleine waarden van k zijn de sommen S(My) en S (M,%)
van de cykellengtes te vinden in de tabel op de volgende pagina.
(Deze is berekend onder de aanname dat in elke cykel een getal
< 500000 voorkomt).
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ko Mg S(M)  S(M?)  S(M2) - S(My)

1 1 2

2 2 2 0

3 7 6 44 38

4 15 69 93 34

5 31 25 380 355

6 63 6 44 38

7 127 76 1174 1098

8§ 255 207 1047 840

9 511 318 17597 17279
Tabel 1

Evidentie voor het MC-225 vermoeden
De volgende lemma’s en een verwachting geven aan, waarom we
denken dat het verschil S(M?) — S(My) minimaal is voor k = 4.

Lemma 2. De cykels voor het 3x + 3!-probleem komen overeen met die
voor het 3x + 1-probleem.

Voor het bewijs merken we op, dat uit een rij voor het 3x + 1-
probleem na vermenigvuldigen met 3 een rij voor het 3x + 3f-
probleem ontstaat. En omgekeerd zijn de termen in een rij voor
het 3x + 3f-probleem op den duur deelbaar door 3f; na deling ont-
staat dan een rij voor het 3x 4 1-probleem.

Lemma 3. Met n(q) geven we het aantal cykels voor het 3x + g-
probleem aan.

Als p; > 3 een priemdeler van q is, dan geldt n(q) > 1+ 5 ;[n(p;) —1].

Bewijs. Een niet-triviale cykel voor het 3x + p;-probleem le-
vert door vermenigvuldigen met q/p; er een voor het 3x + g-

Referenties

probleem. Met de triviale cykel (g,2q) erbij volgt het lemma. O

Numerieke aanwijzingen leiden tot de verwachting, dat als g uit-
sluitend kleine priemfactoren heeft, dan is n(g) ongeveer gelijk
aan 1+ 3;[n(p;) —1].

Lemma 4. (a) De enige oplossingen van My = 3" ziink =1,m =0
enk=2m=1.
(b) De enige oplossing van My =5-3" isk =4,m = 1.

Bewijs. (a) Dit is een resultaat van Hebraeus, alias Levi ben
Gerson of Gersonides (1288-1344); zie ook de inauguratie van
H.W. Lenstra jr. in het maart 2001 nummer van dit tijdschrift.
Merk overigens op (vergelijk het bewijs van lemma 1), dat het
bestaan van nog een oplossing ook het bestaan van nog een cykel
(met een rij oneven gevolgd door een rij even getallen) voor het
3x + 1-probleem zou impliceren.

(b) Dit is een resultaat van Stermer (1897).

Beschouw het verschil S(M?) — S(M) als functie van k > 2.
Met p; geven we priemfactoren van My aan. Dan is S (M,%) —
S(My) = [S(M2) — 5, S(p)] — [S(My) — 5, S(py)]- Goede kan-
didaten M voor een klein verschil S(M2) — S(My) zijn, met be-
hulp van lemma 3, de My van de vorm 3" - 5. Volgens lemma 4
is My de enige van deze soort. Zo komen we tot het vermoeden,
dat S(M?) — S(My) > S(M3) — S(My). De gegeven tabel onder-
steunt deze ongelijkheid. O

Veel generalisaties van het 3x 4 1-probleem hebben niet-triviale
cykels. Het 3x + 1-probleem heeft zulke cykels niet en lijkt daar-
om uniek. De onderliggende theorie laat zien dat het 3x + 1 een
grensgeval is, waarbij de ‘ruimte’ voor niet triviale cykels zo klein
is geworden, dat zij niet voor blijken te komen. e
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